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ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО
ПОРЯДКА С СИНГУЛЯРНЫМ ПОТЕНЦИАЛОМ

Пусть f ∈ L2[−1; 1], a > 0. Рассмотрим задачу нахождения решения
дифференциального уравнения второго порядка с сингулярным потен-
циалом

u′′(x)− aδ(x)u(x) = f(x) (x ∈ (−1; 1)) (1)

и удовлетворяющего граничным условиям

u(−1) = 0, u(1) = 0. (2)

В формуле (1) δ(x) – δ-функция Дирака [1, с. 82].
Основной вопрос, возникающий при изучении уравнений с обобщен-

ными коэффициентами, состоит в определении понятия решения тако-
го уравнения. Одной из первых работ, в которой был придан строгий
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математический смысл понятию решения уравнения с дельтообразным
коэффициентом, была статья Ф. А. Березина и Л. Д. Фаддеева [2]. В этой
работе рассматривался оператор Шредингера с сингулярным потенциа-
лом в трехмерном пространстве.

Заметим, что если u(x) гладкое решение (1), (2), то для любой
основной функции φ ∈ D(−1; 1) имеет место равенство [1, c. 101]:

⟨δ(x)u(x), φ(x)⟩ = ⟨δ(x)u(0), φ(x)⟩.

А поэтому левая часть (1) запишется как

u′′(x)− aδ(x)u(0). (3)

Однако, если u(0) ̸= 0, то левая часть (1) не принадлежит L2[−1, 1].
Таким образом, u(x) не может быть гладкой функцией.

Далее для простоты рассуждений будем считать, что f ∈ C[−1; 1].
Пусть также 0 < ε < 1. Рассмотрим семейство уравнений

u′′(x)− aδε(x)u(x) = f(x) (x ∈ (−1; 1)), (4)

где δε(x) = 1
ε · χ(0;ε)(x) (χA(x) – характеристическая функция множе-

ства A). Нетрудно видеть, что δε(x) → δ(x) при ε → 0 в пространстве
обобщенных функций D ′(−1; 1).

На каждом из промежутков [−1; 0], (0; ε) и [ε; 1] уравнение (4) пред-
ставляет собой линейное неоднородное дифференциальное уравнение вто-
рого порядка с постоянными коэффициентами. Пусть

u1 : [−1; 0] → R, u2 : (0; ε) → R, u3 : [ε; 1] → R

есть общие решения (4) на соответствующих промежутках. Отметим, что
каждая из функций u1(x), u2(x), u3(x) зависит от двух произвольных
постоянных. Значения этих постоянных найдем из граничных условий:
u1(−1) = 0, u3(1) = 0 и условий сопряжения в точках x = 0 и x = ε:
u1(−0) = u2(+0), u2(ε − 0) = u3(ε + 0), u′1(−0) = u′2(+0), u′2(ε − 0) =
= u′3(ε+0). Явные выражения для u1(x), u2(x), u3(x) не приводим ввиду
их громоздкости. Таким образом, функция

uε(x) =


u1(x), при x ∈ [−1; 0],
u2(x), при x ∈ (0; ε),
u3(x), при x ∈ [ε; 1]
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является непрерывно дифференцируемой на [−1; 1], удовлетворяет
граничным условиям (2) и уравнению (4) за исключением x = 0 и x = ε.

Теорема. В каждой точке x отрезка [−1; 1] существует предел
lim
ε→+0

uε(x) =: u(x), где

u(x) =



x∫
−1

(x− t)f(t) dt+
(x+ 1)(A+ aA+B − C −D)

2 + a
, x ∈ [−1; 0),

−
1∫

x

(x− t)f(t) dt+
(x− 1)(A−B − C − aC +D)

2 + a
, x ∈ [0; 1],

A =

0∫
−1

tf(t)dt, B = −
0∫

−1

f(t)dt, C = −
1∫

0

tf(t)dt, D =

1∫
0

f(t)dt.

Справедливы следующие утверждения
(i) u(x) непрерывна на [−1; 1] и u(−1) = u(1) = 0;
(ii) u(x) имеет непрерывную производную на промежутках [−1; 0)

и (0; 1], существуют u′(−0) и u′(+0) и выполняется условие

u′(+0)− u′(−0) = au(0);

(iii) u′′(x) = f(x) при x ∈ (−1; 0) ∪ (0; 1).
Пусть теперь u′′g – вторая производная функции u в смысле теории

обобщенных функций. Тогда для любой основной функции φ ∈ D(−1; 1)
выполняется равенство ⟨u′′g ;φ⟩ = ⟨u′′(x) + (u′(+0) − u′(−0))δ(x);φ⟩,
которое с учетом утверждений (ii) и (iii) теоремы принимает вид

⟨u′′g − au(0)δ(x);φ⟩ = ⟨f ;φ⟩.

Последнее равенство и утверждение (i) теоремы показывают, что u(x)
является решением задачи (1), (2).

Пример. Пусть f(x) = x3 − 2x + 1. Тогда решением задачи (1), (2)
при a = 0 является функция

v(x) =
x5

20
− x3

3
+
x2

2
+

17

60
x− 1

2
,
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а при a > 0 функция

u(x) =

{
x5

20 −
x3

3 + x2

2 + 7x
4 + 29

30 −
88+29a
60+30a(x+ 1), x ∈ [−1; 0),

x5

20 −
x3

3 + x2

2 − x
4 +

1
30 +

32+a
60+30a(x− 1), x ∈ [0; 1].

На рисунке мы видим, что наличие δ-слагаемого в уравнении (1) вызы-

вает излом графика решения в точке x = 0.

Рисунок – Графики функций v(x) и u(x) при a = 2
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АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИОННАЯ ЗАДАЧА
ЭРМИТА ОТНОСИТЕЛЬНО ПЯТИКРАТНЫХ УЗЛОВ

Пусть на [a, b] заданы различные точки x0, x1, ..., xn – узлы интерпо-
лирования, в которых известны конечные значения интерполируемой
функции f : [a, b] → R и значения ее первых четырех производных.


