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Из проведенных тестов получаем следующую зависимость па-
раметров для исследуемой схемы: 

a  = 0.5; 
 u  = 0.33; (3) 

k  = 0.67·Е. 
Как видно из эксперимента 1.б., точность полученной схемы с 

оптимальными параметрами невысока даже для сравнительно 
большого числа частиц. Это связано с получением больших погреш-
ностей на модельных задачах с углами γ, не совпадающими с на-
правлениями ребер регулярной сетки. Из полученных результатов 
можно предположить, что данную схему следует применять только в 
задачах, для которых известно, что вектора главных напряжений и 
направлений ребер сетки коллинеарны. 

Заключение. Задачи, решаемые в современном компьютерном 
моделировании, постоянно усложняются за счет совершенствования 
аппаратной и программной базы параллельных вычислительных 
систем. В данной работе предлагается способ задействовать вычис-
лительные ресурсы также и для исследования и калибровки схем, 
дальнейшее использование которых непосредственно определяет 
качество численного моделирования. 

Предлагаемый подход продемонстрирован для структурно про-
стой LS-схемы, использующей регулярную сетку и нормальную ли-
нейно деформируемую пружину. Несмотря на простоту, подобные 
схемы могут иметь практическое применение. Мотивация использо-
вания регулярной сетки связана с удобством реализации эффектив-
ных алгоритмов с помощью массово-параллельных систем. Кроме 
того, благодаря специальной структуре сетки, с ребрами, располо-
женными под фиксированными углами, схема может быть расшире-
на для моделирования анизотропных свойств среды.  

Для исследуемой LS-схемы процедуры получения параметров 
не потребовали больших вычислительных затрат, чего нельзя ут-
верждать для произвольной LS-схемы. Цель дальнейшей работы 
состоит в получении эффективных методов для исследования и 
калибровки структурно более сложных LS-схем. 
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The paper proposes an approach for calibration and verification of the computational scheme based on the lattice spring method. Using the proposed 
algorithm we study the scheme with the regular grid and normal linear spring. The optimal parameters and accuracy of the scheme are calculated. 
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Ведение. Задача обучения нейронной сети прямого распространения состоит в нахождении весовых коэффициентов ijw  и порогов jT  

нейронной сети, которые минимизируют функцию ошибки сети 
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нейрона предыдущего слоя, jt  – ожидаемый выход j -го выходного нейрона ( 1,i m , 1,j n ). 
В работе рассматриваются различные подходы к выбору шага обучения нейронной сети, производится их сравнительный анализ с точки 

зрения сходимости алгоритма обучения с использованием метода наискорейшего спуска. 
Выбор шага обучения и оценки скорости сходимости. Введем обозначения: 

 11 21 1 1 12 22 2 2 1 2, , , , , , , , , , , , , , , T
m m n n mn nW w w w T w w w T w w w T … … … …  - вектор-столбец весовых коэффициентов ijw  и 

порогов jT  нейронной сети, а  1 2, , , ,
T

j j j mj jW w w w T …  - вектор-столбец весовых коэффициентов ijw  и порога jT , связанных с 

j -м выходным нейроном сети,    2
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Предполагается, что функция активации нейронной сети F  является дважды дифференцируемой функцией. 
Обучение нейронной сети с использованием метода наискорейшего спуска состоит в изменении весовых коэффициентов ijw  и порогов 

jT  нейронной сети на каждом шаге обучения  1t   ( 1, 2,t  … ) в соответствии с формулами: 
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если шаг обучения  j t  выбирается только для весовых коэффициентов ijw  и порога jT , связанных только с j -м выходным нейроном 

сети, для минимизации функции ошибки сети j -го выходного нейрона  jE W ; 
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если шаг обучения  t  выбирается для всех весовых коэффициентов ijw  и порогов jT  для минимизации функции ошибки сети  E W  

(например, в [1-3]). 
Частные производные первого порядка функции ошибки сети j -го выходного нейрона  jE W  по соответствующим переменным ijw  

и jT  определяются соотношениями: 
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,   ( 1,i m ).  

Очевидно, что частные производные первого порядка функции ошибки сети  E W  по соответствующим переменным ijw  и jT  удов-

летворяют соотношениям:  
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Тогда соотношения (1) и (2) можно записать в виде 
            1ij ij j j j j iw t w t t y t t F S t x    , (5) 

            1j j j j j jT t T t t y t t F S t     , (6) 
а соотношения (3) и (4) в виде: 
            1ij ij j j j iw t w t t y t t F S t x    , (7) 



Вестник Брестского государственного технического университета. 2019. №5 

Физика, математика, информатика 29

            1j j j j jT t T t t y t t F S t     , (8) 

Введем обозначения          
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Тогда соотношения (1), (2) и (3), (4) можно, соответственно, записать в виде: 
         1j j jjW t W t t E W t    , (9) 

         1j j jW t W t t E W t    . (10) 

Рассмотрим случай, когда шаг обучения  j t  выбирается только для весовых коэффициентов ijw  и порога jT , связанных только с 

j -м выходным нейроном сети для минимизации функции ошибки сети j -го выходного нейрона  jE W . 

Введем обозначения      1ij ij ijw t w t w t    ,      1j j jT t T t T t     ( 1,i m , 1,j n ). 

Заметим, что разложение функции   1jE W t   в ряд Тейлора в точке  jW t , с точностью до частных производных второго по-

рядка, вычисляемых, как и частные производные первого порядка, на шаге t , может быть представлено в виде: 
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Рассмотрим функцию      1j jE W t E t    как функцию аргумента  j t .  

Заметим, что производная этой функции равна 
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                     2, ,j j j j jj jE t E W t E W t t E W t E W t E W t           . 

Предположим, что вторая производная функции   jE t  удовлетворяет неравенству 

            2 , 0j j jjE t E W t E W t E W t         [4]. 

Тогда наименьшее значение функции   jE t  достигается, если для шага обучения  j t  выполняется соотношение 

 
      

         2

,

,

j j

j
j j j

E W t E W t
t

E W t E W t E W t

 
 

   
   или  

  
  

         

2

2 ,

j

j
j j j

E W t
t

E W t E W t E W t


 

   
, (11) 

где   jE W t  - длина вектора градиента   jE W t , связанная со скалярным произведением       ,j jE W t E W t  , 

так как        1 2, , , 1 T
j j j j mE W y t F S x x x    … , то       

2 22 2

1
1

m
j j j j i

i
E W y t F S x



          
  или 

    2 2 2

1
1

m
j j i

i
E W E W x



         
 , где      j j j jE W y t F S   . 

Частные производные второго порядка функции ошибки сети j -го выходного нейрона  jE W  по соответствующим переменным опре-

деляются соотношениями:  
          

   
 2

j j j j j i j j j
j j j i

ij kj kj ij kj kj kj

y t F S xE W E W y t F S
F S y t x

w w w w w w w

                                     

             
2 2

j k j j j k i j j j j i kF S x y t F S x x F S y t F S x x
                      

, 

          
   

 2
j j j j j i j j j

j j j i
ij j j ij j j j

y t F S xE W E W y t F S
F S y t x

w T T w T T T

                                     

             
2 2

j j j j k i j j j j iF S y t F S x x F S y t F S x
                        

, 

          
   

 2

2

j j j j j j j j
j j j

j j j j jj

y t F SE W E W y t F S
F S y t

T T T T TT

                                   

             
2 2

j j j j j j j jF S y t F S F S y t F S
              

, ( 1,i m , 1,j n ). 

Следовательно, матрицу Гессе  2
jE W  можно записать в виде: 

   

                         

…

…

M M M M M

…
…

2
1 1 2 1 1

2
2 1 2 2 2

2

2
1 2

1 2 1

m

m

j j

m m m m

m

x x x x x x

x x x x x x

EW E W

x x x x x x
x x x

, 

где             
2

j j j j jE W F S y t F S . 

Тогда произведение матрицы   2
jE W t  и вектора  jE W  определяется соотношением: 
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           

3 2 22
1 1 2 11 1 2 1 1 1

2
22 1 2 2 2

2

2
1 2

1 2
11

mm

m

j j j j j j

mm m m m

m

x x x x x xx x x x x x x
xx x x x x x

E W E W E W E W E W E W
xx x x x x x

x x x

                                                      

……

…
MM M M M M

…
…

1
2 3 2

2 1 2 2 2

2 2 3
1 2

2 2 2
1 2 1

m

m m m m

m

x x x x x x

x x x x x x

x x x

                             

…
M

…

…

. 

Следовательно, скалярное произведение вектора    2
j jE W E W    и вектора  jE W  определяется соотношением: 

           

3 2 2
1 1 2 1 1 1

2 3 2
2 1 2 2 2 222

2 2 3
1 2

2 2 2
1 2

, ,

11

m

m

j j j j j

mm m m m

m

x x x x x x x
x x x x x x x

E W E W E W E W E W
xx x x x x x

x x x

                                                              

…

…
M M

…

…

          

 

    
2 2 2 2 2 2 2 2

1 2
1 1 1 1

1 1 1 1
m m m m

j j i i m i i
i i i i

E W E W x x x x x x x
   

                                                   
   …  

    
2

2 2

1
1

m
j j i

i
E W E W x



          
 . 

Тогда 
 

      

  

      

2 22

1
22 2 22

11

1
1

, 11

m
j ij i

mmj j j
j ij j i

ii

E W xE W

E W E W E W E W xE W E W x





       
 

                   




, а соотношение 

(11) можно записать в виде: 

  
         

2 2

1

1

1
j m

j j j j i
i

t
F S t y t t F S t x



 
               


. (12) 

Таким образом, если шаг обучения  j t  выбирается только для весовых коэффициентов ijw  и порога jT , связанных только с j -м 

выходным нейроном сети, для минимизации функции ошибки сети j -го выходного нейрона  jE W , то изменение весовых коэффициен-

тов ijw  и порогов jT  нейронной сети на каждом шаге обучения производится в соответствии с формулами: 

    
     

         
22

1

1
1

j j j i
ij ij m

i j j j j
i

y t t F S t x
w t w t

x F S t y t t F S t


 
  

                


, (13) 

    
     

         
22

1

1
1

j j j
j j m

i j j j j
i

y t t F S t
T t T t

x F S t y t t F S t



  

                


. (14) 

Заметим, что абсолютное изменение функции ошибки сети j -го выходного нейрона  jE W  на каждом шаге обучения удовлетворяет 

соотношению: 
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                
         

      
    

  

      

         

      
   

2
2

2 2 2

22 2 22

1
22 2

1

1 , ,
2

2 2

1

22 1

j
j j j j j j jj

j j
j j jj

m

j j j i
j j ji

m
jj j j j i

i

t
E W t E W t t E W t E W t E W t E W t E W t

t t
t E W t E W t E W t

y t t F S t x y t t F S t

F S tF S t y t t F S t x






           

 
       

         
 

                 



      
,

j j jy t t F S t

 

а абсолютное изменение функции ошибки сети  E W  на каждом шаге обучения удовлетворяет соотношению: 

                 
      

         

22
2

2
1 1 1

1 11 1 .
2 2

n n n j j j
j j jj

j j j j j j j

y t t F S t
E W t E W t E W t E W t t E W t

F S t y t t F S t  


        

  
    

Теперь рассмотрим случай, когда шаг обучения  t  выбирается для всех весовых коэффициентов ijw  и порогов jT  для минимиза-

ции функции ошибки сети  E W . 

Разложение функции   1E W t   в ряд Тейлора в точке  W t , с точностью до частных производных второго порядка, аналогично, 

как и для функций   1jE W t  , может быть представлено в виде: 

                   211 , ,
2

E W t E W t E W t W t E W t W t W t         , 

где        1 2, , ,
TT T T

nE W E W E W E W        
…  - градиент функция ошибки сети  E W ,  

 1 2, , ,
TT T T

nW W W W    … ,   2E W t  - матрица Гессе  2E W  функции  E W . 

Так как 
     

      
2 2 2

2j
j j j j i k

kj ij ij kj ij kj

E W E W E W
F S y t F S x x

w w w w w w

                  
, 

     
      

2 2 2
2j

j j j j i
j ij ij j ij j

E W E W E W
F S y t F S x

T w w T w T

                   
, 

   
      

2 2
2

2 2

j

j j j j
j j

E W E W
F S y t F S

T T

 
    

 
, ( 1,i m , 1,j n ), 

а другие частные производные второго порядка функции  E W  равны нулю, то матрица  2E W  может быть записана в виде: 

 

 
 

 

 

2
1

2
2

2 2
3

2
n

E W

E W

E W E W

E W

                                      

…

…

M

M M

…

, 

где   - матрица размерности    1 1m m   , все элементы которой равны нулю. 

Тогда, учитывая, что      
1

n
j

j
E W t E W t



   и            
1

, ,
n

j j
j

E W t W t E W t W t


     , получим соотношение: 

                   2

1 1 1

11 , , .
2

n n n
j j j j j j

j j j
E W t E W t E W t W t E W t W t W t

  

             
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Учитывая (10), получим 

                
         

2
2

1 1 1
1 , , .

2

n n n
j j j j j j

j j j

t
E W t E W t t E W t E W t E W t E W t E W t

  


            

Рассмотрим функцию      1E W t E t    как функцию аргумента  t .  

Заметим, что производная этой функции равна 

                     2

1 1
, ,

n n
j j j j jj

j j
E t E W t E W t t E W t E W t E W t

 

             . 

Предположим, что вторая производная функции   E t  удовлетворяет неравенству 

            2

1
, 0

n
j j j

j
E t E W t E W t E W t



         [4]. 

Тогда наименьшее значение функции   E t  достигается, если для шага обучения  t  выполняется соотношение 

 
      

         
1

2

1

,

,

n
j j

j
n

j j j
j

E W t E W t
t

E W t E W t E W t





 

 

   




 или  

  

         

2

1

2

1
,

n
j

j
n

j j j
j

E W t
t

E W t E W t E W t







 

   




, (15) 

Так как       
2 22 2

1
1

m
j j j j i

i
E W y t F S x



          
  и       2 ,j j jE W E W E W      

           
2

2 22 2

1
1

m

j j j j j j j i
i

y t F S F S y t F S x


                  
 , то соотношение (15) можно записать в виде: 

  
      

                

22

1

2 222

1 1
1

n

j j j
j

m n

i j j j j j j j
i j

y t t F S t

t
x y t t F S t F S t y t t F S t



 



 
                  



 
. (16) 

Заметим, что абсолютное изменение функции ошибки сети  E W  на каждом шаге обучения удовлетворяет соотношению: 

     

          
         

      
    

  

2
2

2 2 2

1

, ,
2

2 2

E W t E W t

t
t E W t E W t E W t E W t E W t

t t
t E W t E W t E W t

  


        

 
       

 

      

                

2
22

1

2 22

1
2

n

j j j
j

n

j j j j j j j
j

y t t F S t

y t t F S t F S t y t t F S t





       


         




. 

Установим взаимосвязь между величинами  1 t ,  2 t ,…,  n t  и  t . 

Введем обозначение  
  

  

  
  

2 2

22

1

j j

j n
j

j

E W t E W t
q t

E W tE W t


 
 


. 

Очевидно, что  
1

1
n

j
j

q t


 . 
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Так как, учитывая (11)          
  

 

2

2 ,
j

j j j
j

E W t
E W t E W t E W t

t


   


, то  

  

         

2

1

2

1
,

n

j
j

n
j j j

j

E W t
t

E W t E W t E W t







  

  





 

  

  
 

 
 

2

1
2

1
1

1

n
j

j
n

jn j

jj
jj

E W t

q tE W t
t

t








 









, т. е.  t  - взвешенное среднее гармоническое величин  1 t ,  2 t ,…,  n t  [5]. 

Полученное соотношение можно пояснить, например, следующим образом: если путь      
2 2

1

n
j

j
E W t E W t



    разбит 

на участки   
2

jE W t , скорость (шаг обучения) на каждом из которых постоянна и равна  j t , то средняя скорость (шаг обучения) 

  t  по всему пути   
2

E W t  будет равна взвешенному среднему гармоническому скоростей (шагов обучения)  j t  [7]. 

Сравним абсолютные изменения функции ошибки сети  E W  в рассмотренных двух случаях [6]: 

· шаг обучения  j t  выбирается только для весовых коэффициентов ijw  и порога jT , связанных только с j -м выходным нейроном 

сети для минимизации функции ошибки сети j -го выходного нейрона  jE W ; 

· шаг обучения  t  выбирается для всех весовых коэффициентов ijw  и порогов jT  для минимизации функции ошибки сети  E W . 

В первом случае получим, что абсолютное изменение функции ошибки сети  E W  удовлетворяет соотношению: 

                    
2

1
1 1

11 1
2

n n
j j jj

j j
E W t E W t E W t E W t E W t t E W t

 

           

      
2

1

1
2

n

j j
j

q t t E W t


        
 , 

а во втором случае - соотношению: 

          
    

 

  
2 2

2

1

11
2

2
n

j

jj

t
E W t E W t E W t E W t E W t

q t
t


       


. 

Рассмотрим неравенство Йенсена. 
Пусть функция  f x  является выпуклой на некотором промежутке X  и числа 1q , 2q ,…, nq  таковы, что 1q , 2q ,…, nq >0 и 

1 2 1nq q q   … . 
Тогда каковы бы ни были числа 1x , 2x ,…, nx  из промежутка X , выполняется неравенство:  

       1 1 2 2 1 1 2 2n n n nf q x q x q x q f x q f x q f x      … …  или  
1 1

n n

j j j j
j j

f q x q f x
 

      
  .Пусть   1f x

x
  (выпуклая 

функция) и  0;X   . 

Тогда имеем  
1 1 1

1

1 n n n
j

j j j jn
jj j j

j j
j

q
f q x q f x

x
q x   



       
  


 или получаем, что взвешенное среднее гармоническое не превосхо-

дит среднего арифметического взвешенного:  

1

1

1 n

j jn
j j

jj

q x
q
x





 


. 

Следовательно, при выполнении условия            
2 2

min 0j j j j j j jj
y t F S F S y t F S

          
, получим 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D1%80%D0%B5%D0%B4%D0%BD%D0%B5%D0%B5_%D0%B3%D0%B0%D1%80%D0%BC%D0%BE%D0%BD%D0%B8%D1%87%D0%B5%D1%81%D0%BA%D0%BE%D0%B5
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D1%8B%D0%BF%D1%83%D0%BA%D0%BB%D0%B0%D1%8F_%D1%84%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D0%B8%D1%8F
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D1%80%D0%B5%D0%B4%D0%BD%D0%B5%D0%B5_%D0%B3%D0%B0%D1%80%D0%BC%D0%BE%D0%BD%D0%B8%D1%87%D0%B5%D1%81%D0%BA%D0%BE%D0%B5
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D1%80%D0%B5%D0%B4%D0%BD%D0%B5%D0%B5_%D0%B0%D1%80%D0%B8%D1%84%D0%BC%D0%B5%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%B5%D1%81%D0%BA%D0%BE%D0%B5
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          
 
 

  
   

  
2 2

1 2
1 1

1

1max , max ,
2 2

n n

j j j jn
jj j

jj

E W t E W t
E W t E W t q t t q t t

q t
t

 



                              

 


 

Заключение. При выборе шага обучения использование соотношений (12) будет обеспечивать лучшую скорость сходимости обучения 
нейронной сети с использованием метода наискорейшего спуска по сравнению с использованием соотношения (16). 

В статье получены формулы для вычисления шага обучения и ограничения для их использования. Предложенная методика может быть 
использована в алгоритме обратного распространения ошибки обучения нейронной сети. 
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MAKHNIST L. P., GOLOVKO V. A., HLADKI I. I., KARIMOVA T. I. Estimation of the convergence rate and the choice of the learning step of 
artificial feed forward neural networks 

The paper presents various approaches to the choice of the learning step for a feed forward neural network and compares then in terms of the 
learning algorithm convergence using the steepest descent approach. The equations for calculating the learning step and the restrictions for their use 
are obtained. The proposed technique can be used in the back propagation algorithm for training a multilayer perceptron. 
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ОЦЕНКА СКОРОСТИ ПЕРЕДАЧИ ИНФОРМАЦИИ ПО КАНАЛУ КОСМИЧЕСКОЙ 
СВЯЗИ С РОБОТОТЕХНИЧЕСКОГО КОМПЛЕКСА, НАХОДЯЩЕГОСЯ НА 

ПОВЕРХНОСТИ МАРСА 
 
Введение. В настоящее время отмечается устойчивая тенден-

ция расширения программ международного сотрудничества по изу-
чению планеты Марс. Начиная с 1965 года, земляне отправили к 
Марсу 45 космических аппаратов. В 2019 году на орбите Марса на-
ходились: орбитальный аппарат Mars Odyssey, зонды Mars 
Reconnaissance Orbiter и MAVEU, робот-марсоход Curiosity, европей-
ская межпланетная станция Mars Express и индийская Mars Orbiter 
Mission. В 2020 году в рамках международного проекта «ЭкзоМарс» 
на планету будет отправлена российская посадочная платформа с 
европейским марсоходом [1]. 

Критическим фактором выполнения программ по изучению по-
верхности планеты является скорость передачи информации по 
радиоканалам космической связи. Оборудование марсохода генери-
рует огромное количество научных данных, и не всегда их удается 
отправлять: часть наименее важных данных иногда приходится уда-

лять [2]. Передача информации роботом-марсоходом на станцию 
космической связи Земли обычно осуществляется через спутник-
ретранслятор, находящийся на орбите Марса. Наиболее экономиче-
ски целесообразным способом связи является передача информа-
ции непосредственно с марсохода на Землю и обратно. Однако, в 
настоящее время, в открытых литературных источниках не пред-
ставлены расчеты, позволяющие оценить скорость передачи ин-
формации с учетом параметров канала связи (максимального рас-
стояния между планетами, мощности передатчиков, коэффициентов 
приемо/передающих антенн, модуляции сигнала, несущей частоты и 
др.). Поэтому целью настоящей работы явилась оценка скорости 
передачи информации космического канала связи марсоход-станция 
космической связи Земли при максимальной дальности между ними 
и минимально допустимой мощности передатчика марсохода. 


