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В данной статье рассматривается теоретический и практический аспек­
ты теории групп, которая занимает центральное место в математике и раз­
личных научных дисциплинах. Анализируются исторические корни теории 
групп, ее развитие от первых шагов таких математиков, как Эйлер и Гаусс, 
до современных приложений в физике и информатике.

Обсуждаются три основных источника формирования теории групп: тео­
рия чисел, алгебраические уравнения и геометрия, которые обогатили дисципли­
ну новыми концепциями и подходами. В статье подробно описаны основные 
свойства групп, такие как замкнутость, ассоциативность, наличие единичного 
и обратного элементов, а также различные типы групп: абелевы, циклические, 
конечные и простые. Особое внимание уделяется применению теории групп 
в конкретном примере —  матрице номограммы остатков, которая служит 
инструментом для оптимизации планирования координации дорожного движения. 
Рассматривается доказательство принадлежности матрицы к группам, осно­
ванное на проверке четырех аксиом, необходимых для определения группы.

Таким образом, работа подчеркивает важность и универсальность теории 
групп в современном научном контексте, открывая новые горизонты для даль­
нейших исследований и применения в различных областях знаний.

Ключевые слова: группа, теория групп, номограмма остатков, матрица, 
ассоциативность, обратный элемент, замкнутость.
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This article examines the theoretical and practical aspects o f group theory, which 
occupies a central place in mathematics and various scientific disciplines. The historical
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roots o f group theory and its development from the first steps o f mathematicians such 
as Euler and Gauss to modern applications in physics and computer science are 
analyzed.

Three main sources o f group theory formation are discussed: number theory, al­
gebraic equations, and geometry, which have enriched the discipline with new con­
cepts and approaches. The article describes in detail the basic properties o f groups, 
such as closure, associativity, the presence o f single and inverse elements, as well as 
various types o f groups: Abelian, cyclic, finite and simple. Special attention is paid to 
the application o f group theory in a specific example —  the matrix o f the nomogram 
o f residues, which serves as a tool for optimizing traffic coordination planning. 
The proof o f the matrix belonging to groups is considered, based on the verification 
o f the four axioms necessary to determine the group.

Thus, the work emphasizes the importance and universality o f group theory in the 
modern scientific context, opening up new horizons for further research and applica­
tion in various fields o f knowledge.

Keywords: group, group theory, nomogram o f residues, matrix, associativity, inverse 
element, closure.

Введение
Понятие группы занимает ключевое место в математике и науке в целом, 

находя широкое применение не только в чистой алгебре, но и в таких областях, 
как физика, химия и даже информатика. Теория групп, как одна из старейших 
дисциплин современной алгебры, сформировалась на стыке различных матема­
тических традиций и знаний. Три основных источника ее возникновения -  тео­
рия чисел, алгебраические уравнения и геометрия -  предоставили богатую поч­
ву для развития концепций, которые сегодня активно применяются в самых 
разных научных областях.

На протяжении своей истории теория групп прошла через множество 
трансформаций и обогатилась новыми идеями. С первых шагов, сделанных та­
кими величинами, как Эйлер, Г аусс и Г алуа, до более поздних работ Кляйна и 
Ли, исследование групп стало важным инструментом для решения сложных за­
дач и создания целых направлений в математике. Группы позволяют описывать 
симметрии, структурные свойства и взаимодействия объектов, что делает их 
незаменимыми в математической теории и практической науке [1, 2].

В данной статье рассмотрена история развития теории групп, основные по­
нятия и свойства, а также ее значение в современном научном контексте. 
Выполнен анализ, как концепция группы возникла и эволюционировала, что 
способствовало ее унификации. Рассмотрен вопрос, каким образом она про­
должает влиять на различные области знания на примере детерминированной 
модели расчета плана координации по магистрали, а если быть более точным, 
то одной из ее производных- матрицы номограммы остатков. В данной статье 
использованы теоретические наработки для доказательства принадлежности 
номограммы остатков к группам.

Понимание групповых структур и их свойств открывает новые горизонты 
для исследования и применения, что делает теорию групп актуальной и востре­
бованной в современном научном дискурсе.
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Г руппа и история развития. Понятие группы, несомненно, является одной 
из центральных идей математики. Существует несколько разделов этой науки, в 
которых группы используются явно или неявно. Использование групп не огра­
ничивается чистой математикой. Квантовая теория, молекулярная и атомная 
структуры, кристаллография-вот лишь некоторые из областей науки, в которой 
важную роль сыграла идея группы как меры симметрии. Теория групп -  ста­
рейший раздел современной алгебры.

В истории существует три основных источника теории групп: теория чисел, 
теория алгебраических уравнений и геометрия. Изучение групп, появившихся в 
теории чисел, началось с Леонарда Эйлера, а позже было развито Карлом Фри­
дрихом Гауссом при изучении модульной арифметики и умножения и сложе­
ния, связанных с квадратичной областью. Концепции теории групп впервые 
были неявно использованы в алгебраической теории чисел.

Ранние результаты по группам замещения появились в работах Джозефа 
Лагранжа, Поало Руффини и Нильса Абеля. В 1830 году Эваристо Галуа был 
первым, кто использовал групповой подход для определения разрешимости по­
линомиальных уравнений. Г алуа впервые использовал термин “группа” и уста­
новил связь между теорией зарождающихся групп и теорией предметной обла­
сти. Этот набор теорий теперь называется теорией Г алуа. Артур Карлайл и Огю­
стен Луи Коши продолжили эти исследования и основали теорию групп пере­
становок.

Третье основное историческое происхождение теории групп происходит из 
геометрии. Феликс Кляйн использовал точку зрения теории групп, чтобы уста­
новить связь между различными геометриями (такими как евклидова геомет­
рия, гиперболическая геометрия и проективная геометрия). В 1884 году София 
Ли начала изучать группы, которые появлялись в аналитических задачах 
(теперь называемых «группами Ли»).

Источники, относящиеся к разным областям, привели к различным обозна­
чениям групп. Теория групп была унифицирована примерно с 1880 года. С тех 
пор влияние теории групп расширялось, способствуя созданию абстрактной ал­
гебры, теории представлений и многих других влиятельных областей в начале 
ХХ века. Классификация конечных групп была крупномасштабной работой в 
середине ХХ века, в которой были классифицированы все конечные группы.

Основные понятия теории групп. Теория групп является разделом аб­
страктной алгебры, сосредоточенным на исследовании групп — множества 
элементов, снабженных двоичной операцией (например, сложением, умноже­
нием или возведением в степень), которые подчиняются определенным свой­
ствам.

Представьте, что у вас есть коллекция объектов и способ их объединения. 
К примеру, можно рассмотреть числа и операцию сложения. Теория групп ана­
лизирует такие множества и операции, если они соответствуют установленным 
правилам:

1) замкнутости;
2) ассоциативности;
3) элемента идентичности;
4) обратного элемента.
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Группа G определяется как множество, оснащенное двоичной операцией *, 
удовлетворяющей следующим четырем свойствам:

1) замкнутость -  для любых a,b Е G, результат операции а * b также при­
надлежит G;

2) ассоциативность -  для всех и, b, с Е G выполняется (а * Ь) * с — а * (Ь * с);
3) идентичность -  в группе G существует элемент е. называемый идентич­

ностью, такой, что для любого а Е G верно а * е  = е * а  = а;
4) обратный элемент -  для каждого элемента а Е G существует элемент Ь Е G, 

называемый обратным к а, такой, что a * b  = b * a  = e.
Детерминированная модель расчета плана координации по магистрали. 

Увеличение автопарка, расширение городов, миграция населения в мегаполисы 
и рост объемов перевозок ведут к повышению интенсивности движения. В го­
родах это часто вызывает транспортные проблемы, такие как потеря времени и 
образование пробок. Особенно остро эти проблемы проявляются на перекрест­
ках, где увеличиваются задержки транспорта, образуются очереди и заторы, что 
снижает скорость передвижения, приводит к перерасходу топлива, и увеличи­
вает износ транспортных средств.

Рисунок 1 — Схема магистрали с n+1 перекрестками

С развитием компьютерных технологий стало возможным автоматизировать 
управление дорожным движением. В последнее время все большее распростра­
нение находят адаптивные методы управления [3-6].

Для упрощения модели введены следующие ограничения [7, 8].
1. Поток автомобилей. На Т-образных перекрестках автомобили въезжают 

и выезжают в равночисленных пачках. Размер пачки определяется длительно­
стью зеленого сигнала светофора. Считается, что на Т-образных перекрестках 
всегда достаточно автомобилей для формирования пачки заданного размера. 
Количество въезжающих и выезжающих пачек на обоих концах магистрали 
одинаково.

2. Скорость движения. Автомобили в пачке движутся с одинаковой скоро­
стью 'в, без эффекта диффузии пачки. Размер пачки остается постоянным.

3. Длительность цикла. Длительность светофорного цикла Тц равна вре­
мени, необходимому для прохождения переднего края пачки длиной 1пач по са­
мому короткому участку магистрали:

l k =  тЦ А  /2 1п } (1)
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4. Светофоры. Все светофоры работают с одинаковым временем цикла. 
Светофоры на начальном и конечном перекрестках (СФО0 и СФОп) синхрони­
зированы, а остальные могут иметь фазовый сдвиг относительно базовых све­
тофоров при необходимости [9-11].

5. Длина пачки. Длина пачки 1пач автомобилей, формируемых на входах ма­
гистрали (СФО0, СФОп), определяется как 1пач = v * t3 (2), где 13 -  время зеленого 
сигнала на входных светофорах СФО0 и СФОп.

6.
1 пач-Л Ł .

jl п
Л_____________________ ь .

^П-1
-Л Ь-_“ ------------г ч  w щ  w

Пачка w

п - 1

12
■Л ь М

Л  ь 1 пач■ч------------W
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2 1 D

Рисунок 2 — Въезд пачек автомобилей на магистраль

Основная цель координации светофоров -  обеспечение непрерывного дви­
жения транспорта, что экономически важно для снижения расхода топлива, вы­
бросов и шума [12-14]. План координации состоит из сдвига фаз, длительности 
фаз и цикла регулирования. Возможны три топологии магистрали: равные рас­
стояния между перекрестками, кратные минимальному расстоянию и некрат­
ные отрезки.

В последнем случае расчеты сводятся к определению фазового сдвига све­
тофоров, чтобы колонны автомобилей могли без остановок проезжать маги­
страль. Остаток ri от деления расстояния до светофора на базисный отрезок 
определяет задержку зеленого сигнала.

Самый короткий отрезок магистрали lk, который является базисным 
(по нему рассчитывалась длительность цикла). Разделим этот отрезок на десять 
равных частей и обозначим полученный дискрет длины:

м  = ik/ 10. (3)

Ему соответствует временной дискрет:

At = Тц /10. (4)

Рассчитаем остаток от деления расстояния Ц  до i-го светофора на lk:

L, = Р * h  + Г , (5)

где p -  частное от деления на lk, а ri -  остаток, расстояние меньше 2lk, т. е. 0 < ri < lk.

Аналогичная ситуация наблюдается и при встречном движении, то есть от 
СФО п и до СФО i:

L -  Lt = m * lk + с . (6)

Построение номограммы транспортных потерь (остатков) показывает, что 
светофорный объект может быть удачно или неудачно расположен на магистра­
ли. Потери зеленой фазы светофорного цикла могут быть полупродуктивными
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(проезд потока в одном направлении) и непродуктивными (отсутствие проез­
жающих автомобилей).

Матрица потерь Qi размером 10x10 учитывает остатки т  и Ci. Эти данные 
используются для оптимального распределения времени светофорного цикла, 
чтобы минимизировать транспортные потери и обеспечить эффективное управ­
ление движением.

Формулы для расчета времени зеленого сигнала t3 и времени для бокового 
направления t3б позволяют определить оптимальные светофорные фазы для 
максимальной эффективности использования магистрали

Время горения зеленого сигнала по магистрали 1з должно быть
Тз = Qi + lmu/v. (7)

На конкурирующее направление (боковое) остается время

t36 = Тц -  (Qi + Inau/v). (8)
Формулы (6), (7) являются достаточными для расчета светофорных фаз.
Q1 = [ | c  - п  |] = 0 < 5.
Q2 = [ | C2- t2 |] = 0 < 5.
Q3 = [ 10 -  | Сз- тз |] = 10 -  7 = 3.

Таблица 1 -  Матрица-номограмма остатков

сг 0 -1 _2 -3 -4 5(+5) б(+4) 7(+3) 3(+2) 9(+1)
0 0 1 2 3 4 5 4 3 2 1

-1 1 0 1 2 3 4 5 4 3 2

-2 2 1 0 1 2 3 4 5 4 3

-3 3 2 1 0 1 2 3 4 5 4

-4 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5

5 (-5) 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4

б(+4) 4 5 4 3 2 1 0 1 2 3

У -3)
3 4 5 4 3 2 1 0 1 2

8(+2) 2 3 4 5 4 3 2 1 0 1

9(+ 1)
1 2 3 4 5 4 3 2 1 0

Исследование матрицы (номограммы остатков) на принадлежность к 
группе. Исследуем матрицу номограммы остатков на принадлежность к груп­
пам (таблица 1).

Для доказательства того, что матрица номограммы остатков образует группу 
необходимо проверить выполнение четырех аксиом, которые определяют 
группу.

1. Замкнутость -  для любых двух элементов (матриц) в группе результат их 
операции (обычно это сложение или умножение) также должен принадлежать 
группе.
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Насколько можно видеть из таблицы 1, эта аксиома верна для номограммы 
остатков (сумма любых двух элементов так же принадлежит матрице).

2. Ассоциативность -  операция между элементами должна быть ассоциативной. 
Проверим это для элементов 3,4,5: (3*4)  *5 = 3* (4 *5) =  60
3. Наличие единичного элемента -  должен существовать элемент, который 

при операции с любым другим элементом группы возвращает этот элемент.
Для номограммы остатков таким элементов будет являться 

0 (0  +  3 = 3,0 + 4 = 4,0 + 5 = 5).
4. Наличие обратных элементов -  для каждого элемента группы должен су­

ществовать элемент, который, будучи объединенным с данным, дает единич­
ный элемент.

Для любого элемента (матрицы) а в группе остатков по модулю п суще­
ствует обратный элемент по сложению -  это матрица, полученная путем умно­
жения всех элементов на -1. Таким образом, а +  (—а) =  0.

Заключение
Теория групп, с ее глубокой историей и многогранными приложениями, 

продолжает оставаться одной из краеугольных камней современной математи­
ки и науки в целом. На протяжении веков концепция группы претерпела значи­
тельные изменения, обогащаясь новыми идеями и подходами. Как видно ее ис­
токи лежат в различных областях, от теории чисел до геометрии, что подчерки­
вает ее универсальность и способность к интеграции.

Изучение свойств групп и их структур позволяет не только решать аб­
страктные математические задачи, но и находить практическое применение в 
самых разных областях, от квантовой физики до теории информации. В частно­
сти, данная работа продемонстрировала, как теоретические знания могут быть 
применены для анализа матрицы номограммы остатков, что открывает новые 
горизонты для исследований в области оптимизации и управления.

Таким образом, понимание групповых структур не только углубляет наше 
знание о математических концепциях, но и способствует развитию новых тех­
нологий и методов в науке. Теория групп остается актуальной и востребован­
ной, продолжая вдохновлять ученых и исследователей на поиски новых реше­
ний и открытий.
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