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Исследуются неавтономные системы дифференциальных уравнений с обобщенными коэффициентами в 
алгебре обобщенных функций. Получены ассоциированные решения рассматриваемых систем.

Введение I . О с н о в н ы е  р е з у л ь т а т ы

Рассмотрим следующую задачу Коши на 
отрезке T  =  [0, а] С R:

Х У ) =  ^  (t ,x (t ))L j (t), i =  1,p (1)
j= i

Следуя работе [7] заменяем обычные функ
ции, присутствующие в (1), на соответствующие 
им новые обобщенные функции получим запись 
уравнения в дифференциалах в алгебре мнемо- 
функций.

x(0) =  хо, (2)

где f i j , i =  1,p,j =  1,q - липшицевы функ
ции, x (t) =  [xx(t), x2( t ) , x p(t)], a L j ( t ) , j  =  1,q 
- функции ограниченной вариации на отрезке 
T. Без ограничения общности будем считать, 
что функции L j ( t ) , j  =  1,q непрерывны справа, 
L j (0) =  L j (0 - )  =  0 и L j (а - )  =  L j (а). Рассмат
риваемая система уравнений описывает модель 
процесса взлета ракеты. Обобщенные коэффи
циенты соответствуют тому, что масса меняет
ся скачкообразно, когда отбрасываются ступени 
ракеты. Также к таким системам уравнений при
водят задачи управления с импульсными воздей
ствиями.

Задача (1)-(2) содержит произведение обоб
щенных функций, поэтому не является коррект
ной. Существуют различные подходы, чтобы 
корректно определить произведение в правой ча
сти задачи (1)-(2). Например, существует воз
можность формализации данной задачи в рам
ках теории обобщенных функций [1]. Также воз
можен переход к интегральному уравнению [3], 
где интеграл понимается в определенном смысле, 
или к аппроксимации исходного уравнения диф
ференциальными уравнениями с гладкими коэф
фициентами [2].

Еще один подход связан с алгебрами новых 
обобщенных функций. Первая такая была пред
ложена Коломбо (см. (4]). А общий метод постро
ения подобных алгебр описан в (5]. В данной ра
боте решение задачи (1)-(2) исследуется в алгеб
ре новых обобщенных функций (из (6,7]). Важ
нейшая особенность новых обобщенных функций 
состоит в том, что они определяются, как клас
сы эквивалентных последовательностей гладких 
функций и зависят от способа аппроксимации, 
что позволяет охватить решения, получающиеся 
в результате толкования задачи (1)-(2) с помо
щью трех описанных выше подходов.

~ q _  _
dlix;i (t) =  ^ 2  Г 3 (t,xd(t))djiL j (Г), i =  1,p (3)

j= i

с начальным условием ж|[~  ̂ =  Г0, где h =  

[{h „ }] € H, o j=  [{а }] G T  и t =  [{tn }] G T, x =  
=  [{xn (t)}], f  =  [{fn (x )}], T =  [{gn (x )}], Г0 =  
[{x£ (t)}], L  =  [ {L n(t )}] и Ln ^  L , x 0n ^  x(0). Да
лее, если заменить в (3) каждую новую обобщен
ную функцию представителем класса ее опреде
ляющего, получим запись задачи (3) на уровне 
представителей

xn(t+ hn) - x n(t) =  X ) f «  (t ,xn(t ))[L n(t+ hn) - L n(t )],
3=1

(4)
xn(t)|[0,h„) =  xno(t) (5)

Здесь L3 (t) =  (L j * Pn)(t) =  / L3(t +
___ о

s)pn(s) ds, j  =  1,q где pn(t) =  np(nt),
p G C TO(R) и p >  0, suppp C [0,1],

/ p(s) ds =  1, a fn =  ( f i j )pjq= i, f nj  =  f ij * Tn, 
0 ___  ___
i =  1,p, j  =  1, q где Tn(x0, x i, x 2 , ..., xp) =  
np+1p(nx0, nxi, nx2, ..., nxp), T G C TO(Mp+1), T >
0, J T(x0, xi, ..., xp) dx0dxi...dxp =  1,suppT С

[0,1]P+!
[0,1]p+1.

При некоторых дополнительных условиях
[2] функция x3 будет гладкой, поэтому при этих 
условиях решение задачи (4)-(5) определяет мне- 
мофункцию, которая является решением задачи
(3) . В данной работе исследуются условия, при 
которых указанная мнемофункция ассоциирует 
некоторую обычную функцию x, которую назы
вают ассоциированным решением задачи (1)-(2). 
На уровне представителей указанная проблема
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сводится к описанию предельного поведения ре
шений задачи (4)-(5).

Случай Ито. Для описания предельного по
ведения задачи (4)-(5) рассмотрим систему урав
нений, где i =  1 ,p

x*(t) ix 0

q

+ E

t+

J  f ij ( s, x(s  )) dL° (s).

0

(6)

Теорема 1. [8] Пусть f ij i =  1 ,p , j  =  1,q удо
влетворяют условию Липшица и ограничены. 
L° (t) — произвольные функции ограниченной ва
риации. Тогда при n ^  то, hn ^  0 так, что 
П =  o(hn), для всех t G T  решение xn(t) зада
чи Коши (4 )-(5 ) сходится к решению системы 
уравнений (6), если для любого t G T  выполня
ется |xn0(Tt) — x0| ^  0.

В случае Стратоновича для описания пре
дельного поведения задачи (4)-(5) рассмотрим 
систему уравнений

xi (t)
q t

■ +  Е /  f i j (s ,x (s )) dLjc (s )+x

+  E S i(Mr ,x (P r — ) , A L (Mr ) ) , (8)
jTr <t

где Sг(р , x, u) =  Д  (1, p, x, u) — 7  (0, p, x, u), p G T, 
x G Rp, u G R q, а Д  (t, p, x, u) находится из урав
нения (9), где i =  1,p, j  =  1,q и L°c(t)- непре
рывная, a L°d (^-разрывная составляющие функ
ции L°(t), j  =  1,q, H (s )— функция Хэвисай- 
да, pr — точки разрыва функции L (t), A L (p r ) =  
L d(pr+ ) — L d (pr —) - величина скачка. Из резуль
татов статьи [9] вытекает, что решение системы 
(8) существует и единственно для всех значений 
параметров p G T, x G Rp, u G R q.

Теорема 3. Пусть f ij i =  1,p, j  =  1 ,q 
удовлетворяют условию Липшица и ограниче
ны. L i ( t ) , i  =  1 ,q - непрерывные справа функ
ции ограниенной вариации. Тогда при n ^  то, 
hn ^  0 7 ° (n) ^  то для j  =  1,b y 0(n)hn ^  то, и 
для j  =  b +  1, q y °(n )hn ^  0, решение xn(t) зада
чи Коши (4 )-(5 ) сходится к решению системы 
уравнений (8) в L l (T ), если f  |xn0(Tt) — x0| dt ^  0.

Заметим, что из Теоремы 3 не следует Тео
ремы 1 и 2, так как ассоциированные решения 
задачи (1)-(2) в последней теореме получены в 
другом топологическом пространстве.

+  Е  S i(Pr, x (Pr—), A L (Pr) )  (7)
jTr <t

где i =  1,p. Si (p, x, u) =  pi (1,p, x,u) — 
Д (0, p, x,u), a p*(t,p, x,u) находится
из уравнения p*(t,p, x, u) =  xi +

t
E q=i u °7 f i j (p ,p (s ,p , x,u )) ds, i =  T,p. Из pe-

0
зультатов статьи [9] вытекает, что решение си
стем (6) и (7) существует и единственно.

Теорема 2. [10] Пусть f ij i =  1,p, j  =  1,q 
удовлетворяют условию Липшица и ограниче
ны. Тогда при n ^  то, hn ^  0 так, что hn =  
o (n ), решение xn(t) задачи Коши (4 )-(5 ) сходит
ся к решению системы уравнений (7) для всех 
t G T, если |xn0(Tt) — x0| ^  0 для любо го t G T.

Смешанный случай. В качестве представи
телей рассмотрим следующие функции: Lq (t) =  

1
. . Yj(n) _ _ _

(L ° * pn)(t ) =  / L° (t +  s)pn(s) ds^ e  pn(t) =  
0

Y° (n)p° (y ° (n)t), p° >  0, suppp0 C [0, 1],
l
/ p°(s) ds =  1, a fn =  f  * pn. Для описания пре-
0
дельного поведения задачи (4)-(5) рассмотрим 
систему уравнений

xi (t)
q t

x*0 +  E  / f i0(s ,x (s )) dL°c(s )+
=1 0
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t t

7 (t,p ,x ,u ) =  xi +  У~  ̂u° J  f i j (p, 7>(s—, p, x, u)) dH(s — 1) +  У~  ̂ u° J  f i j (p, y>(s, p, x, u)) ds (9)u

0 = 1 0

u
°=b+1 0
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