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УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ СТАЦИОНАРНЫХ 
РЕШЕНИЙ ОГРАНИЧЕННОЙ КОЛЬЦЕОБРАЗНОЙ 
ЗАДАЧИ ДВАДЦАТИ ТЕЛ
Для кольцеобразной плоской ньютоновой проблемы 20-ти тел с числом шестиугольников, рав

ным трем, в вершинах которых имеются гравитирующие массы, рассматривается проблема существова
ния стационарных точек дифференциальных уравнений. Приведены две теоремы, которые представляют 
собой условия существования ограниченной кольцеобразной задачи двадцати тел. Дана геометрическая 
интерпретация полученных результатов.

Рассматривается проблема существования стационарных точек дифференциаль
ных уравнений кольцеобразной плоской ньютоновой проблемы 19-ти тел [1], где число 
шестиугольников, в вершинах которых имеются гравитирующие массы, равно 3. Необ
ходимые условия существования точных томографических решений в задаче 19-ти тел 
в смысле А.Винтнера [2], состоят в непротиворечивости условий теоремы Банка- 
Эльмабсута [3], которые выражаются в виде равенств:

*>/ х/.* = Z-.Z XIJk~XrJ
f e  + УІк f 2 ’ >1 [(*,.* -  ХГ І )2 + {ylk -  y rJ }  f 2

*/.* -  Xr,j
+ ------- v /--

;:i [Iх/.* -  x,,j) + ІУ/ ■ УIj r
, / = 1,2,3, k -  1,2,3,4,5,6, (1)

,,2,, _ ÂOУ/.k , V 1 У̂ к -Pr,./
Уі.к -  / 2 2 у /2 + Ъ ( \2ІЗ/2

Iх/,* + Уі,к J 'Д/£3 М [Iх/,* -  Xrj Т + {Уцс -  Уг., Т J
+

Уі.к - y rj

^  [(Х/.* -  Xr., )2 + O'/,* -  y , j  )2 ]
577, / = 1,2,3, к = 1,2,3,4,5,6, (2)

где х ,к, у 1к -  координаты тел масс m,, находящихся в вершинах /-го шестиугольника, 
а индекс к указывает на номер вершины в рассматриваемом шестиугольнике, т0 -  цен
тральная масса конфигурации, со, -угловая скорость вращения /-го шестиугольника 
относительно центра конфигурации т0. Гомографическое решение задачи 19-ти тел в 
виде трех концентрических шестиугольников во вращающейся системе координат Р0ху 
с линейным масштабом P0Pt = 1 имеет вид, изображенный на рис. 1.

Относительная ориентация правильных шестиугольников друг относительно 
друга определяется формулами Банка-Эльмабсута [3].
Координаты шестиугольника РІР2Р3Р4Р5Р6 даются таблицей:
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1 л/ЗР]:хй =1,уй = 0; Р2 ' х]2 = cos60° = — ,y u = sin 60° = —  ;

1 л/зР~ :дгІЗ = cos 120° = - — = sin 120° = —  ; Р4 :xl4 = cos;r = -1 ,у й = 0;

Р} :дг)5 = cos240° = - ^ , у 15 = sin240° = —у - ; />6 :х16 =cos(-60o) = ^,;y16 = A
2

Рис. 1

Координаты шестиугольника Р2 Рй Р9 Р]0 Ри Рп 
К  1

Р-! :х2] = arcos30° = -^ - ,у 2i =asin30° = — а  ; Р% :х

даются таблицей: 

22 = ^’’Уи = & 1

р . _ а  , _ .
A -хп — 2 а",Уіз — 2 ’ ^10 '^ 24 ■ Т а ’^

а

D . Л . D . V 3 а
^  I • *25 — ^ ’ У 25 — ** > ^12 • *26  — 2  ^ ’ -^26 — 2  '

Координаты шестиугольника РцР^Р^Р^Р^Р^ даются таблицей:

^з :*зі = /?cos0° = Р,Уы = /?sin0° = 0; Ри :xi2 =

в  S
1̂5 * *33 = ~"^"’Хзз = ~2~^ 5 1̂6 ' ХъА ~ ~Р’>Уу4 = ^ 5

р ■х = - — у = В ' Р х = — v = - ^ - В  г \п * .35 2 ’Т35 2 Р , г \% ' *36 9 >Тзб 2 ” '
Тогда таблица всех взаимных расстояний между 19 телами имеет вид:
р р = р р = р р = р р = р р = р р = 1 • р р = р р = р р = р р  -  Р Р = Р Р - а '
Г 0 Г \ 1 0 Г 2 Г 0 Г 2 Г 0 Г 4 Г 0 Г 5 Г 0 Г 6 1 > Г 0 Г 1 Г 0 Г & 1 0 Г 9 Г 0 Г \0 Г 0 Г \\  1 0 1 12 w  >
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Р0Р ]2 — ^0^*14 — Р0 Р \5 — %  — ^0^17  — — Р  ’ Р \ Р 2 — ^2 ^3  — ^3 ^4  — ^4 ^ 5  — ^5 ^ 6  — —  ̂ >

= Л ^ 5  = р2 рл  = а д >  = p 2 p e  = V 3 ;

Р 1Р 1 = Р \ Р \ 2 = Р 2 Р 1 = Р 2 Р Ь =  P 2 P S =  Р І Р 9 =  Р 4Р 9 =  P 4 P W =  V i ~  > /3 «  +  ОС2 J 

Д А  = ■yjl +С(~ = Р $Р \2 = 6̂-̂ 7 = Р ЬР \0 •>

Р5Р7 = Vl + V 3«+ «2 = Д5Р8 = />6Р8 = Р6/>9; (3)

Р$Р\0 = V i-V 3 « + a 2 = Д5Д, = ;

Р\Р%~ Р\Р\\ ~ РгР 9 = РгР\2 = ДіА = Р2Р\0 ~ Р4 Р% ~ Р4 Р\ 1 = + >

Р А  =  Р \ Р Ю =  р Р \0 =  Р 2 Р \\ ~  Р 2Р \\ =  Р 2>Р \2 = Р 4 Р 1 = Р 4 Р \2 =  >А +  л / З а + а 2 J 

6̂̂ )6 “ 6̂̂ 14 = 5̂̂ 15 ~ 5̂̂ 13 = 1̂̂ 15 = 1̂̂ 17 = = ~ ^3^7 ~
= р3/>, = д,д4 = р<рхі = Ф + /3 + /32 ;

Д Д 6 = Ргр і = Д Л  = 7 ^ 3  = Р$Р\4 =PbP \s = P  + \-

Непротиворечивость условий теоремы Банка-Эльмабсута состоит в том, что выражения 
(1), (2) для / = 1,2,3 и k = 1,2,3,4,5,6 должны в конечном счете дать одно и то же значе
ние угловых скоростей О),. Для со, мы имеем 36 аналитических выражений, из кото
рых на первом этапе исследования различными являются 6 выражений. Но сначала по 
формулам (1), (2) вычисляем со2, со2 и со2 для / = 1, к = 1; 1 = \ ,к  = 2\ 1 = 2, & = 1; 
1 = 2 , к = 2 ; 1 = 3, к = 1 и 1 = 3, к = 3 . В результате этого получим

г'о
5 1 1 (
---1---7= т, +2

И  4 з )
\

V

^  f5 _ J_3  1 _______1_______
и  + 2 л /з Г  + [(1 + а 2)3/2 + (1-л/за + а 2)3' 2 +

S  Г 1 1
2

1 1 - 4 «  2 + V3а  Л

(1 + а 2)312' + (1 -  Sec  + а 2 )3/2 + 2(1 + S а  + а 2)3/2

f 1 1 2 - Д  2 + Д \
,(1 + Д)2 (Д -1 )2 + (1 -Д  + Д2)3/2 + (1 + Д + Д 2)3/2 ' '3 5

1

1

л
1

а 2)2' 2 + (Г+л/За + а 2)3/2

+ _______ж________________ 1_______^
+ ‘ Ц1 + л/За + а 2)3/2 (1 + л/За + а 2)3/2 у

_____ _ 1 , 2

(1 + Д)

т2 +

(4)

т2 +

т2 +

1 ______  2 - Д  2 + Д "|
(Д -1 )2 + (1 -Д  + Д2)3/2 + (1 + Д + Д2)3/2 /

а<у22 /и0 ^ ^л/З 1 1
(1 + V3а + а 2)3'2 (1-л/за + а 2)3122 а

тг,

\

(5)

V'
+

_ j_____  ________ 1________

а 2)3'2 + (1- S a  + а 2)3/2 + i
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1 1

+ а

(a 2 + S a p  + Р 2)3'2 (a2 - S a p  + p 2)

1 1

3/2
m 3 +Л , \

2

______1_

( a 2 + p 2)3' 2 ' (a 2 - S a p  + p 2)312 ' (a 2 + S a p  + p 2)312
+ m 3 5 (6)

aco\ = Г̂ -  + 2 
a

r
a a - # a  + V5 ^

(l + a 2)3/2 (1 -  S a  + a 2)3/2 (l + S a  + a 2)312
m, +

15 + 4-Уз
12a 2 m 2 + 2

a a  -  f  /7 a + ^- P

p(o] = ^ -  + 
P 2

(a 2 + p 2)312 (a 2 - S a p  + p 2)3'2 (a 2 + S a p  + p 2)312

1 1
+

2/7 -1 2/7 + 1
( P - i y  (/7 + 1)2 ( l - p  + p 2)3'2 (1+ /7 + /72)>2 ч 3/2 /И| +

+ 2 • +
/ 7 - f a

(a 2 + p 2)312 (a 2 - S a p  + p 2)3'2 (a 2 + S a p  + p 2)312
m 2 +

15 + 4-у/з 
12 p 2 '"3m3, (8)

2 _ m0 2(1 + /7 ) 2/7-1 2/3 + 1
(/7 -1 )2 ( l - /7  + /72)3/2 (1 + /7 + /72)>2 \  3 / 2 w, +

V ia -2 /7 S a  + 2P
(a 2 -  S a p  + p 2)3, 2 (a 2 + S a p  + p 2)3'2 (a 2 + p 2)3n

15 + 4л/з 
u p 2 "'3/и3. (9)

Аналитические выражения (4)-(9) по форме различны. Для существования в за
даче 19-ти тел томографического решения, изображенного тремя шестиугольниками, 
вращающимися с одинаковой угловой скоростью вокруг центра Р0, необходимо, чтобы

со2 = со2 = а>1 = со2. (10)
Равенства (10) при условиях т^Ф т2, тх Ф тъ, т2 Ф /м3, а -Р  Ф0 выражают зависимо
сти между массами mi,m2,mi ,m0 и расстояниями а и р ,  при которых существует то
мографическое решение плоской ньютоновой проблемы 19-ти тел с неполной симмет
рией [4]. Исследуем систему (4)-(10) и найдем зависимости между пятью параметрами 
/я,, т2, т3, а  и /7 . Без ограничения общности положим т0 = 1.

Предварительно введем обозначения

(1 -  S a  + a 2)2 0 / 2 ’ "2 е (1 + S a  + a 2)3/2 ’ 3 (1 + a 2)3/2 ’ -
1

(1-/7 + /72)2 \  3/ 2

Л, ^
1

(1 + Р + Р гУ
ь3 =

(a 2 - S a p  + p 2)312 К __________ 1__________

(a 2 + S a p  + p 2)3'2 ’
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k , s (  2 -  S a )a , + (2 + 4 Ъсс)а2 + 2 а3, k2 = ( l -  p)bx +(2 + p)b2 -  4^ )2, (11)

л/З= а (а4 + b3+b4) + — ФА - Ьъ)/3, к4 = уІЗ(а] - а 2) +4  _ !_ л
4 + V3,

a  -  2а(ах +а2 + а3),

к5 = (2/? - 1)(/32 -  1 )4  + (2/3 + 1)(/?2 - 1)262 + 2(/32 +1) .

Выразим из уравнения (4) величину со2

со2 = 1 + '1  1 3
4 + -Уз

/и, + А:,/и2 + &2т 3 (12)

и подставим в уравнения (5), (6). В результате уравнение (5) обратится в тождество, а 
из уравнения (6) выразим т.

ГП\ =
12а 2 -  12а + (15 + 4л/3)а 2т 2 - \2акхт2 - \2акгт3 + 2Ак3т3

12 кА (13)

Подставим соотношения (12) и (13) в уравнения (7) и (8). В результате уравнение (7) 
обратится в тождество, а из уравнения (8) найдем т2:

т2 ={((15 + 4 Т з)Д /? 2 - I ) 2 - П к 5)(а 2 -1  + а 2(ак2 - 2 к 3)т3) а '2(/32 -1  )"2А:4Ч -

-1 2 (р г - \ ) (П р ък2 - 4л/з - 15)Р~гт3}х (14)

х {12(4Ъа(Ьу — Ь4) — 2 (а4 + Ь3 + Ь4 )Р + ркх +

(15 + 4V3 )к5

91 + 40Уз 
48 а 2 к.

P - 1 -  + -L
И  л/з

аркхк4 -

ак\к5 ,
12а2(/?2 -1 )2&4 (Р2- \ ) 2к

Подставим соотношения (12)-(14) в уравнение (9). В результате получим тождество.
Таким образом, решением системы (4)-(10) являются три соотношения (12), 

(13), (14) с обозначениями (11).
Запишем дифференциальные уравнения движения бесконечно малой массы в 

ограниченной пространственной ньютоновой задаче 20-ти тел в невращающейся сис
теме координат P0xyz [5]:

d 2 х fm 0x dR 
~dF + r 3 " а Г ’ 
d 2y  j fm 0y  _ dR 
d t2 r 1 dy ’

(15)
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d 2z fm 0z dR
dV dz ’

где возмущающая функция R есть

R = /O iZ
/=|

1 xXj +УУі

VAv V J

12

./ =7

1 XX,- + j y ,   ̂
Д r 3 ,J j у

+ w.
18 ' 1 XXj+yyj

7 = 13

(*, - х ) 2+(у; - y ) 2+ z 2,

r =x- + у +Z , rt. =Xj +y,  ,
n{j - 1) . 7l{j -  1) . —

X j  = cos — ^ ------- , y  , =  sin----------- (7 =  1,6),

n{27-1) . ^-(27 -1) , . 2Г-ГГ,xj = ctcos— -----, у t = a sm ----- -— - ( y  = 7,12),
6 6

X, = P c o s n { j ~ X) , y,  = p s m 7t{j^ )- (7 = 13Л8),

) ,
j  J

(16)

/-постоянная гравитации, x t , y  -  координаты вершин шестиугольников.
Поскольку система (15) является неавтономной (координаты вершин шести

угольников х , у j являются функциями времени), для определения ее равновесных ре
шений необходимо сначала исключить из правых частей уравнений (15) время t путем 
перехода к вращающейся системе координат по формулам

х = X  cos (cot) -  Y sin(titf),

у -  X  sin(arf) + Y cos(cot), (17)

z = Z ,

где величина со определяется равенством (10). В результате получим следующую авто
номную систему дифференциальных уравнений:

d 2X  
dt2 
d 2Y 
dt2

2v .  dY dR— со X  + 2 со —  h-----
dt dX

oo2 Y - 2 a )  

d 2Z
dt 2

dX dR 
dt + dY, ’ 

dR_ 
dZ ’

где новая возмущающая функция R определяется равенством

Г ^ Д ,  # Д ,
m. /и.

А 2 = ( Х , - Х ) 2 + ( /  - Г ) 2 + Z 2, г 2 = X 2 +Y 2 + Z 2, 
12

(18)
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v t t{ j - \ )  т/ . я-(у-і) . . —X  , = cos ---- , Yj = sin 47 (у = 1,6),

v  ж(2 j  - 1) . я(2 /-1 )  . . т,X f = a cos---- ------ , У = a s m - - - - ------ (у =7,12),

X ^ p c o s ^  1}, У, = /?sin* fr  0 (y = 13,18),

Z j  = 0  (y = Ш ) .

Введем фазовые переменные x,y,z,u ,v,w  по формулам

х = X , y = Y, z = Z,
dx dy dz— = u, —  = v, — = w,
dt dt dt

чтобы записать систему (18), (19) в нормальной форме [6]. В новых переменных систе
ма (18), (19) примет вид

dx dy dz —  = и, —  = v, — = w, 
dt dt dt

du 2 - dR—  = со x + 2 cov +----,
dt dX

(20)

dv
~dt

2 - dR dw= со y-2cou + — , —  
dy dt

dR_
dz

Согласно определению стационарных решений дифференциальных уравнений 
[7] положения равновесия системы (20) являются решениями (если таковые существу
ют) системы функциональных уравнений

и = 0, v = 0, w = 0,

или в развернутом виде

2 dR 2 dR . dR .со х н-----— 0 , со у -1------— 0 , —  — 0 ,
dx dy dz

и = 0, v = 0, w = 0,

6 у _ v 12 v _
со2 f m 0X f  ^  Х ХІ f  V» Х ХІ f  V 1 Х ХI Л

* -  -37^  -  М  L -  f™2 I / — 77Г -  > 3  L ~Г17Г = 0 >
Г 7-1 Д , 7-7 Л  / > 1 3  Л  ,

СО
2 Jm0y  ,  ^ У - У ,  ,  ч г У - y j  г т гУ -У і Л

г  7-1 Л /  ./-7 А 7 7-13 А ,

(21)
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где Д; и г определяются согласно формулам (16). Не ограничивая общности, положим
/  = 1, т0 = 1.

Очевидно, что три первых и последнее уравнения системы (21) удовлетворяются 
йри z = u = v = w = 0, поэтому решение системы (21) сводится к решению двух нели
нейных функциональных уравнений с неизвестными х, у  следующего вида:

о)2х -----; * ^ v T ~ wi(-
х +

( х ' + у У ( м  y + b + f l j '1 Ь - і г +(?+f j j '1

Х  ~  2 X +1 X - 1 .
+ ̂ ---------------^  + -̂------------- \грг ) —

( ^ + 1 ^ + ( / - 4 ) 2) ((* -  \ ) 2 + (>• -  4 ) 2) ((х + 1 )2 + ^ 2) ((х _ 1 )2 + y 2J

- т г{ х + ~ а

(х2 +(у + а )2У>2 (х2 + ( у - а ) 2У>2 ((х + ^ а ) 2 + (y + j a ) 2J 12

+ х + -у-а х - ^ - а х - ў - а

((х+ў-а)2+ ( у - ±а ) 2У'2 ( ( х - ^а ) 2+(y + ±a)2Jn ((x- ў - а ) 2+ ( y - j a ) 2J

- т ( Х + Р | Х~Р  | _______ Х + ^Р_________,
" %  + ЮУ у 2Г  ( i x - t f + у ' Г  Іх + № > + (у + & Р ) Т

) -

x ~ j P x + j P X ~ j P

( ( .v - i /? )2 + (^  + f  P ) 2) n + ((х + ^ ) 2 + ( у - ^ Р ) 2Т 2 + ( ( х - ± Р ) 2 + ( у - 4  Р) 2Т
) = 0,

<°2У - , 2 У - ”*■( У 2

(22)

У - Ч
(х2+ / ) ' ,/2 ,V((x + i ) 2 + ( y ~ 4 ) 2f 2 { (х -^ )2 + ( y - f ) 2J

3 / 2

* + 4 y  + f У
( (x+k)2 + ( у + f ) 2T 2 + ((Х- У  Н У  + Ь Т  + ((* + 1)2 + / Г + ((* -1 )а + У2Г Л

) -

у  + а у - а y + j a

(х2 + (у + а )2 У'2 (х2 + ( у - a )2 J 12 l[x + f  а )  + (у + { а ) 2) П

y - j a y + j a y - j a

((x + f a j  + ( y - \ a ) 2)  ( ( x - ^ » ) 2 +(y + j a ) 2) ^ х ^ ў м ў н ў ^ ў а ) 2^
) -
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У У У + & Р

((*+ РУ + /  Г + ((, -  p f + у  Г + ( ( ,+ 1 р у +( , + 4  p y f !

У + f P y - f P у - ^ Р
^ - \ р У + ( y + 4 p ) 2f 2 \ { x + \ p ) 2 + ( y - ^ p ) 2f 2 ((дс- і р У + ( у - 4 р )2)У2

) = 0.

Условие z = 0 говорит о том, что все стационарные решения системы (20) всегда нахо
дятся в координатной плоскости Р0х у .

Отсюда вытекают следующие теоремы.
Теорема 1. Все стационарные решения системы дифференциальных уравнений 

(20), если таковые существуют, всегда находятся в координатной плоскости Р0ху , в
которой движутся притягивающие точки Р,, Р2 Рп .

Теорема 2. Необходимым и достаточным условием существования стационар
ных решений ограниченной кольцеобразной задачи двадцати тел является разреши
мость системы (22) относительно неизвестных х ,у  в пространстве Я2.

Перейдем к исследованию условий разрешимости системы алгебраических 
уравнений (22). Эти уравнения содержат нелинейные, иррациональные выражения от
носительно искомых величин х, у . В связи с этим для их решения использовались гра
фические и итерационные методы, реализованные в системе компьютерной алгебры 
Mathematica [8]. С помощью графического пакета СКА Mathematica были построены 
графики двух кривых, описанных уравнениями системы (22), для различных значений 
параметров т3, а  и (5. При этом величины со,тх и т2 определялись из соотношений 
(12)-(14).

Например, для а = 3/2,  р  = 2,  тг = 1 величины со,тх и т2 равны соответст
венно 0.698, 0.099 и 0.043 и графики этих кривых изображены на рисунке 2. На этом 
рисунке ось абсцисс -  это прямая Р0х , ось ординат -  прямая Р0у . Сплошная линия 
изображает график первого уравнения системы (22), а пунктирная -  график второго 
уравнения. Решения системы (22) изображаются точками пересечения двух указанных 
кривых. Это точки TV,, N 2, ... , N30, 5,, S2, ... , S[2, которые изображают решения 
системы (22) во вращающейся системе координат Р0х у . Согласно [1,9] точки N], N 2, 
. . . ,  N30, лежащие на прямых, проходящих через центр конфигурации и любую верши
ну шестиугольника, называются радиальными положениями равновесия, а точки 5 ,, 
52, ... , 5 |2 называются биссекториалъными положениями равновесия.

На рисунках 3 и 4 представлены две кривые, заданные аналитическими уравне
ниями системы (22) для некоторых значений а  , Р и т3.
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Рис. 2
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Рис. 3 ( а -  0.7 , р  = 2.5 , тъ = 10 ).
Величины со, /и, и тг соответственно равны 1.28, 0.66 и 0.29.

-3 -2 -1 0 1 2 3

Рис. 4 ( a  = 1.7,)0 = 2.0 , /и3 =0.1).
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Величины й),тІ и т2 соответственно равны 1.19,0.55 и 1.04.
Графические методы дают приближенные значения координат положений рав

новесия N , . S, , а для их точного определения можно воспользоваться быстросходя-
щимся методом итераций Ньютона [10] и выполнить необходимые вычисления, подоб
ные тем, которые реализовал Е.В. Ихсанов [1] в ограниченной задаче 10-ти тел «с не
полной симметрией».
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L.Gadomski, Е.А. Grebenikov, A.V. Chichurm. Existence Conditions of Equilibrium Solutions 
of Restricted Twenty Body Problem

Newton’s restricted problem of twenty bodies is investigated. It has been shown that there are equi
librium solutions of the equations of motion. All necessary numeral transformations and visualization 
are realized with the help of the System of Symbolical Calculations Mathematica.
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