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Аннотация
В данной статье рассмотрены подходы по прогнозированию 

жесткостных параметров традиционных тяжелых бетонов 
на базе структурной модели. Применены основные положения 
теории эффективной среды с учетом влияния свойств транзит-
ной зоны. Проведены параметрические исследования изменения 
свойств бетона во времени.

Abstract
The article reviews approaches based on structural model towards 

forecasting rigid parameters of heavy concrete containing composite 
inclusions. Basic statements of Effective Medium Theory subject to 
properties of through area are applied. Parametric tests of concrete 
properties change are held.

ВВЕДЕНИЕ
В публикации, посвященной вопросам развития методов рас-

чета железобетонных конструкций [1], отмечалось, что поведение 
материалов с гетерогенной структурой при действии нагрузок 
вполне удовлетворительно может быть описано математическими 
моделями. Причем, если они в достаточной степени обоснованы, 
то могут послужить основой для прогнозирования практически 
всех механических характеристик бетона. Математическое моде-
лирование свойств бетона постоянно осуществлялось по мере на-
копления опытных данных, в связи с этим все известные на данный 
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момент зависимости, описывающие характеристики материала, 
являются математическими моделями той или иной степени слож-
ности. Большинство предложений в этой области основывается на 
феноменологическом подходе, когда для описания кратковремен-
ных и (или) долговременных процессов в композите используются 
результаты однофакторных и (или) многофакторных эксперимен-
тов. При этом широко используются вероятностно-статистические 
методы, в том числе методы математического планирования экс-
перимента [2].

Получили свое развитие и различные реологические модели, 
полученные на основе феноменологических теорий и служащие 
для описания линейных и нелинейных процессов длительного 
деформирования и разрушения бетона [3, 4]. Условно эти теории 
можно разделить на две группы. В первую группу входят теории 
наследственности (теории Больцмана, Вихтера, Вольтера, Бемме-
ра, Хойзе и др.). Во вторую группу входят теории, основанные на 
использовании механических моделей или схем, моделирующих 
упругость, вязкость и пластичность. В результате анализа рабо-
ты модели из каждой схемы выводится дифференциальное урав-
нение, которое называют реологическим уравнением состояния. 
Составляя ту или иную реологическую модель, обычно стремятся 
отразить в ней наиболее характерные свойства рассматриваемого 
материала, основываясь при этом на экспериментальных данных. 
Естественно, возможность проявления второстепенных свойств 
в таких моделях не учитывается [1].

К сожалению, существенным недостатком этих теорий является  
их оторванность от системы физических представлений о про-
цессах, происходящих в структуре бетона. Эти теории фиксируют 
лишь формальную причинно-следственную связь явлений, за  пре-
делами которой остаются очень важные закономерности.

Теоретической основой для решения задачи о прогнозирова-
нии свойств бетона могут быть только выводы, основанные на 
анализе поведения бетона как композитного материала. При этом 
необходимо комплексно использовать положения теории ползуче-
сти, теории упругости, механики разрушения, физики капиллярно-
пористых тел и др.

Прогнозирование свойств композита следует осуществлять на 
основе структурно-механических моделей, рассматривающих бе-
тон как неоднородный материал от нано- до макроуровня. 
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1. РАСЧЕТНАЯ МОДЕЛЬ БЕТОННОГО КОМПОЗИТА.  
ОСНОВНЫЕ ПАРАМЕТРЫ МОДЕЛИ

В большинстве отечественных и зарубежных работ [1, 2, 3, 
5, 6], посвященных моделированию структуры композита, бетон 
рассматривается как двухкомпонентный материал, состоящий 
из матрицы в виде окаменевшего цементно-песчаного раствора, 
в континууме которой дискретно распределены зерна крупного за-
полнителя. В последнее время в ряде исследований [7, 8] структура 
бетона была дополнена третьей компонентой – транзитной зоной 
(ТЗ) между матрицей и заполнителем. Несмотря на то что транзит-
ная зона (ТЗ) является частью цементной матрицы, эффекты, сопут-
ствующие ее структурообразованию, и, как результат, ее свойства 
не только позволяют, но и вызывают необходимость выделить ТЗ 
в отдельный элемент структуры бетона. Транзитная зона отвечает 
за прочность сцепления по контакту «цементный камень – включе-
ние» и по сути является наиболее слабым элементом структуры. 

В данных исследованиях для определения изменения пара- 
метров жесткости системы, таких как модуль упругости, предло-
жено использовать трехкомпонентную пространственную модель 
композита, состоящую из заполнителя, цементной матрицы и рас-
положенной между ними транзитной зоны, схематически показан-
ную на рис. 1.

Моделируемая система содержит равномерно распределенные 
по объему матрицы равновеликие шарообразные зерна заполнителя.

 
1.1. Геометрические характеристики модели

Характеристический радиус  зерна заполнителя принимает-
ся интегрально из условия равенства удельной поверхности зерен  

Рисунок 1. Схематическое 
изображение структуры 

напрягающего бетона в виде 
трехкомпонентной модели
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модели фактической удельной поверхности заполнителя и опреде-
ляется по следующей формуле:

 . (1)

Для определения фактической удельной поверхности запол-
нителя использованы данные ситового анализа и средний радиус 
зерна заполнителя для каждого сита.

Для оптимизации плотности упаковки заполнителя принята 
бинарная модель Toufar.

Данные модели базируются на ряде следующих допущений:
• в роли заполнителя выступают шары;
• заполнители моноразмерны;
• мелкий и крупный заполнители имеют различные размеры.
Первые два допущения могут быть компенсированы введени-

ем таких параметров, как  определяющий диаметр (то есть диа-
метр фракции заполнителя, полный остаток на ситах которой соот-
ветствует либо 50, либо 36,8 %) и пустотность заполнителя. Третье 
предположение может вступить в противоречие с ситуацией, ког-
да определенная часть фракции мелкого заполнителя совпадает 
с фракцией крупного заполнителя, в то время как определяющие 
диаметры значительно отличаются.

Степень упаковки:

 , (2)

где У1/ 1 – объем мелкого заполнителя;
 У2/ 2 – объем крупного заполнителя;
 У2·(1/ 2 – 1) – объем пор между зернами крупного заполни-

теля;
 kd – коэффициент, учитывающий влияние определяющего  

диаметра;
 ks – статистический коэффициент 

Важным этапом расчета геометрических характеристик моде-
ли является определение объемного содержания транзитной зоны 
в бетоне. Объем транзитной зоны определяют исходя из предпо-
ложительного размера транзитной зоны . Необходимо  
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отметить, что принятый размер транзитной зоны подтверждается 
экспериментальными исследованиями микроструктуры [9, 10]. 
Как показано в работах Monteiro [11], начиная с граничной объем-
ной концентрации заполнителя  в структуре бетона наб- 
людается явление перколяции транзитных зон.

Так как реальный бетон в своем составе содержит изначально 
большее количество заполнителя, объем транзитной зоны с учетом 
перколированных участков согласно Lu и Torquato [12] может быть 
рассчитан по формуле:

 . (3)

Объем цементной матрицы   за вычетом объема, занимаемо-
го транзитной зоной, может быть рассчитан:

 . (4)

Тогда толщина прослойки цементной матрицы соответственно 
составит:

 . (5)

1.2 Жесткостные характеристики элементов модели  
и их изменение во времени

В расчетной модели в качестве заполнителя рассматривается 
некоторый идеализированный сферический заполнитель с раз-
мером зерна, равным размеру зерна заполнителя с транзитной 
зоной вокруг него, и с усредненными, так называемыми эффек-
тивными, упругими характеристиками (рис. 2). Для определения 
эффективных деформативных характеристик идеализированно-
го моноразмерного заполнителя использованы положения Диф-
ференциальной Теории Эффективной Среды (англ. Differential 
Effective Medium Theory, в дальнейшем D–EMT) [13]. В соответ-
ствии с правилами, сформулированными в D–EMT, частица запол-
нителя с размером  и деформативными характеристиками ,  

, помещенная в транзитную зону размером  с дефор-
мативными характеристиками , , заменяется новой эффектив-
ной частицей с размером  и соответствующими деформа-
тивными характеристиками , . Модуль сдвига G и объемный 
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модуль K в зависимости от модуля упругости Е и коэффициента 
Пуассона ν определяют по известным зависимостям.

Для пространственной модели эффективный модуль сдвига   
композитного включения с учетом транзитной зоны находят из ре-
шения соответствующего квадратного уравнения [13]:

  . (6)

Эффективный объемный модуль  для данного «приведен-
ного» заполнителя с учетом свойств транзитной зоны может быть 
рассчитан по зависимости, предложенной в работе Garboczi [13]:

 . (7)

Пользуясь данными зависимостями, рассчитывают характери-
стики бетона к некоторому фиксированному моменту времени τ 
(как правило, к возрасту 28 суток). Однако процессы структуро- 
образования в композите развиваются во времени, в течение ко-
торого в бетоне возникают как силовые, так и несиловые воздей-
ствия, приводящие к изменению в нем деформаций. В настоящее 
время к числу фундаментальных проблем, стоящих перед физикой 
и механикой бетона, относятся, в частности, адекватное описание 
явлений старения, установление вида функции E(τ). Для решения 

Рисунок 2. Трансформация композитного включения в эффективную частицу 
с размером а в соответствии с правилами D–EMT [14]
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данной проблемы в настоящих исследованиях использована функ-
ция, применяемая для описания упрочняющегося во времени мате-
риала, предложенная в работе [14] и имеющая вид:

 , (8)
где E – модуль упругости материала, установленный без учета эф-

фектов старения при β = 1 и   = 0;
 β(τ)  – степень упрочнения материала; 
 (τ) – степень старения материала. 

Параметры β и  варьируются в пределах от 0 до 1 и монотонно 
возрастают с течением времени.

Для описания процессов упрочнения бетонного композита 
предложена функция β(τ), описывающая процесс упрочнения ма-
териала в зависимости от степени гидратации (τ):

  . (9)

Для определения степени гидратации портландцементного вя-
жущего, отвечающей за формирование связей, обеспечивающих 
упрочнение материала, можно воспользоваться функциональной 
зависимостью, предложенной Basma и Y. Abdel-Jawad [15]:
  , (10)
где τ – расчетный период времени, сут.; 
 Т – температура хранения, °С.

Эффект «одностороннего роста» и эффект «стены», возника- 
ющие в процессе структурообразования в транзитной зоне, спо-
собствуют менее плотной упаковке зерен цемента в последней  
и, как следствие, более высокому водоцементному отношению 
по сравнению с остальной цементной матрицей.

Водоцементное отношение w/c в i-й фазе композита будет 
равно:
 

 
, (11)

где с – радиальное распределение в объемной концентрации  
цемента для i-й фазы, для системы с моноразмерным заполни-
телем определяется согласно [9] по формуле (12):
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, (12)

где  – объемная концентрация цемента в цементной матрице 
(вне транзитной зоны),

 ас – константа, для данной системы принимаемая –0,5.

В связи с тем что в настоящих исследованиях принята к рассмо-
трению трехкомпонентная структурная модель, в которой, помимо 
матрицы, учитывают транзитную зону, необходимо оценить соот-
ношение модулей упругости 

 
к некоторому фиксированно-

му моменту времени, а также изменение соотношения во времени. 
Helmuth и Turk [16] для определения модуля упругости цементного 
камня предложили использовать зависимость следующего вида:
  , (13)
где Egel – средний модуль упругости продуктов гидратации це-

ментного камня;
 Vc – капиллярная пористость.

Таблица 1 
Величины модулей упругости и коэффициентов Пуассона  

для основных продуктов гидратации  
цементного камня согласно [16]

Фазовый состав Е X 10-3, МПа ν
C-S-H 14 0,27
C3S 75,9 0,3
CH 43 0,32

По результатам экспериментальных данных в возрасте 28 суток 
пористость транзитной зоны в бетонах на плотном заполнителе со-
ставляет в среднем 35 %, а оставшейся цементной матрицы – 7 %. 
С учетом результатов, полученных при помощи сканирующей 
электронной микроскопии, примерный фазовый состав тран-
зитной зоны (рис. 3) и остальной цементной матрицы обеспечи-
вает соотношение 

 
= 0,5. Принятое соотношение является  
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достаточно грубой аппроксимацией, но в первом приближении по-
зволяет оценить изменение соотношения 

 
 во временном ин-

тервале Δτ.

2. ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ 

2.1. Исходные данные
При анализе моделируемой системы были приняты следующие 

варьируемые параметры:
– удельная поверхность заполнителя Sуд. Удельную поверхность 

заполнителя Sуд варьировали в пределах от 0,15 до 20 м2/кг;
– концентрация заполнителя сagg. Параметрические исследова-

ния проводились при начальной концентрации сagg=0,05 с учетом 
исключения эффекта перколяции и для реальных концентраций 
сagg=0,5; 0,6; 0,7 и 0,8 соответственно;

При выполнении параметрических исследований неизменны-
ми были приняты:

– водоцементное отношение w/c, равное 0,3;
– начальное соотношение модулей упругости транзитной 

зоны и цементной матрицы без учета эффектов старения (при  β = 1  
и  = 0)   = 0,5.

Рисунок 3. Изменение объемной концентрации фаз и пористости цементной 
матрицы в зависимости от расстояния до поверхности заполнителя
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2.2. Результаты параметрических исследований и их анализ

2.2.1. Геометрические параметры
При моделировании твердеющей композитной системы одним 

из основных геометрических параметров, оказывающих влияние на 
процесс упрочнения или солидификации, является относительная 
толщина цементной матрицы , косвенно характеризующая 
соотношение более прочной и более слабой компонент композита. 
Графики изменения данной величины в зависимости от удельной 
поверхности Sуд  и объемной концентрации cagg заполнителя в ком-
позите представлены на рис. 4.

Если для начальной концентрации cagg=0,05 величина  
колеблется в пределах от 1,0 до 1,75, то для реальных объемных 
концентраций заполнителя в бетоне  достигает предельно-
го значения 0,25 и стремится к нулю с ростом концентрации cagg  
и удельной поверхности Sуд заполнителя.

Рисунок 4. Изменение относительной толщины цементной матрицы  
в моделируемой системе в зависимости от удельной поверхности Sуд  

и концентрации cagg заполнителя в композите

При анализе моделируемой системы и назначении ее геомет- 
рических характеристик необходимо оценить реальный объем 
цементной матрицы как упрочняющей компоненты в компози-
те. На рис. 5 представлены результаты расчета объема транзит-
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ной зоны при изменении удельной поверхности Sуд и объемной 
концентрации cagg заполнителя. Как указывалось выше, в бетоне 
при реальных объемных концентрациях заполнителя в пределах  
cagg = 0,5 ÷  0,8 наблюдается перколяция транзитных зон. Для того 
чтобы выявить степень влияния перколяции транзитных зон на из-
менение их объема, был проведен сравнительный анализ результа-
тов расчета, полученных с учетом перколяции и, соответственно, 
без. Как видно из рис. 5, если для cagg = 0,05 графики идентичны (при 
такой объемной концентрации заполнителя перколяция не наблюда-
ется), то для реальных объемных концентраций, особенно с ростом 
удельной поверхности Sуд, возникают отличия, что, несомненно, 
влияет на итоговые значения деформаций расширения  композит-
ной системы.

2.2.2. Жесткостные характеристики моделируемого композита
Изменение жесткостных характеристик транзитной зоны и це-

ментной матрицы моделируемой системы во времени представле-
но на рис. 6. В начальный период (до 7 суток) наблюдается более 

Рисунок 5. Изменение объема транзитной зоны VITZ в зависимости  
от удельной поверхности Sуд  и концентрации cagg заполнителя в композите 

(           – с учетом перколяции,            – без учета перколяции)
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активный рост модуля деформации транзитной зоны по сравнению 
с остальной цементной матрицей, что объясняется процессами, 
протекающими при структурообразовании указанных компонен-
тов композита. Менее плотная упаковка зерен цемента и, как след-
ствие, более высокое водоцементное отношение в транзитной зоне 
способствуют более высокой степени гидратации, чем в осталь-
ной цементной матрице. Отношение  в этот период стремит-
ся к значению ~0,51. При дальнейшем твердении в более поздние 
сроки изменение модулей упругости как ТЗ, так и остальной це-
ментной матрицы во времени практически одинаково и к моменту 
стабилизации процесса расширения отношение  снижается 
до значения 0,5, что определено начальными условиями.

Рисунок 6. Зависимость изменения отношения модуля упругости  
транзитной зоны к модулю упругостии цементной матрицы во времени  

для моделируемой системы при   и водоцементном отношении w/c = 0,3

Зависимость отношения модуля упругости бетона к модулю 
упругости цементного камня Ec/Em во времени для различных кон-
центраций заполнителя cagg при удельной поверхности заполните-
ля Sуд показана на рис. 7. На всех графиках для реальных концентра-
ций заполнителя в пределах cagg = 0,5 ÷ 0,8 в моделируемой системе  
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Рисунок 7. Изменение отношения модуля упругости моделируемой системы 
к модулю упругости цементного камня Ec/Em во времени для различных 
концентраций заполнителя cagg при удельной поверхности заполнителя 

Sуд = 0,15 м2/кг; Sуд = 1 м2/кг; Sуд = 5 м2/кг и Sуд = 10 м2/кг

Рисунок 8. Изменение соотношения модуля упругости моделируемой системы 
к модулю упругости цементного камня Ec/Em в зависимости от удельной 

поверхности заполнителя Sуд для различных концентраций заполнителя cagg 
(          – в момент стабилизации процесса расширения,           – в возрасте 3 сут.)
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наблюдается максимальное значение соотношения Ec/Em в пер-
вые сутки, с резким снижением этого соотношения к 7-суточному 
возрасту и постепенным выравниванием к более поздним срокам 
твердения. Все это вытекает, как неоднократно указывалось выше, 
из эффектов, сопутствующих микроструктурообразованию ТЗ 
и остальной цементной матрицы. С ростом объемной концентра-
ции cagg заполнителя в композите при одинаковой удельной поверх-
ности Sуд отношение Ec/Em возрастает, что объясняется увеличением 
содержания в системе элемента с более высокими жесткостными 
характеристиками. Изменение отношения Ec/Em в зависимости 
от удельной поверхности заполнителя Sуд проиллюстрировано на 
рис. 8. С ростом удельной поверхности наблюдается значительное 
снижение отношения Ec/Em, что очевидно следует объяснять рез-
ким увеличением объема транзитной зоны, которая, обладая более 
низкими жесткостными характеристиками по сравнению с осталь-
ными элементами системы, значительно ослабляет структуру ком-
позита в целом.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
1. Обоснованные результаты при прогнозировании свойств ком-

позита могут быть достигнуты на основе разработки структурно-
механических моделей бетона как неоднородного материала от 
нано- до макроуровня. Предложенная структурная модель позво-
ляет для заданных начальных геометрических и жесткостных ха-
рактеристик исходных компонентов структуры спрогнозировать 
ожидаемые величины модуля упругости композита, а также исходя 
из требуемого значения данных показателей назначить требования 
к исходным материалам. Моделирование процесса набора жест-
кости во времени позволяет оценить прогнозируемые величины к 
моменту стабилизации процесса.

2. Параметрические исследования, выполненные с использо-
ванием предложенной модели, позволили определить особенно-
сти поведения композита в процессе твердения в зависимости от 
различных варьируемых исходных данных. Выявлен нелинейный 
характер изменения жесткостных характеристик во времени. Вы-
явлено, что, наряду с активностью вяжущего, одним из резуль-
тирующих факторов, влияющих на набор прочности композита, 
являются геометрические характеристики заполнителя, косвен-
но определяющие объем транзитной зоны и, что немаловажно, 
ее расположение в бетоне. Поэтому следует ожидать, что одним  
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из важнейших этапов при проектировании составов бетонов явля-
ется назначение требований к качеству заполнителей. 
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