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Аннотация. Во введении рассматривается применение напрягающего бетона в 
железобетонных конструкциях. Объектом исследования является напрягающий 
фибробетон. Выполнен анализ имеющегося опыта его использования в конструкци
ях с различными армирующими элементами. Отмечены положительные эффекты 
при добавлении фиброволокон в напрягающий бетон. Обоснована актуальность ис
следуемой темы. В качестве направления, позволяющего перейти к прогнозирова
нию свойств и минимизации возможных экспериментальных исследований, рассмат
ривается аналитическое и математическое моделирование как альтернатива эмпири
ческому подходу к оцениванию собственных деформаций, который не является 
универсальным. Проанализированы существующие модели, основанные на дефор
мационном подходе. Приведены отличительные особенности моделей для каждого 
случая ограничения. Сформулированы предпосылки и допущения модифицирован
ной деформационной модели для случая трехосного ограничения. Предложена моди
фицированная модель для определения собственных напряжений и деформаций на
прягающего фибробетона на стадии расширения.

Ключевые слова: напрягающий фибробетон, собственные деформации, само
напряжение, объемное ограничение, модифицированная деформационная модель
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P a r t  1. MODELING
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Abstract. The introduction discusses the use of self-stressing concrete in reinforced 
concrete structures. The object of study is fiber reinforced self-stressing concrete. The 
analysis of the existing experience of using it in structures with various reinforcing elements 
is carried out. Positive effects have been noted when fibers are added to self-stressing 
concrete. The relevance of the topic under study is substantiated. It is noted that the 
empirical approach to estimating restrained expansion strains is not universal, therefore, the 
main direction that allows one to proceed to predicting properties and minimizing possible 
experimental studies is analytical and mathematical modeling. The existing models based 
on the deformation approach are analyzed. The distinctive features of the models for each 
case of limitation are given. The preconditions and assumptions of the modified strains 
development model for the case of a triaxial (volumetric) constraint are formulated. 
A modified model is proposed for determining the restrained expansion stresses and strains 
of self-stressing fiber-reinforced concrete at the expansion stage. The proposed analytical 
model can be used in design, educational and research institutions.

Keywords: fiber reinforced self-stressing concrete, restrained expansion strains, 
self-stressing, volumetric constraint, modified strains development model

For citation: Pavlova I.P., Belkina I.V. The restrained expansion strains of 
self-stressed concrete with disperse reinforcement. Part 1. Modeling. News o f  Higher 
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Введение. Вопросы применения напрягающего бетона (ECFST) в желе
зобетонных конструкциях широко изучаются на протяжении нескольких де
сятилетий. Интерес к ним обусловлен не только возможностью компенсиро
вать усадочные деформации, но и способностью создания предварительного 
напряжения конструкции. Фундамент исследований, заложенный профессо
ром В.В. Михайловым и его последователями, позволил развивать данное 
направление, пользуясь уже сформированными положениями [1].

Так, использование напрягающего бетона в конструкциях с различными 
армирующими элементами (плиты на основании, преднапряженные балки, 
трубобетон, напрягающий фибробетон (FRSSC) и др.) нашло свое примене
ние при строительстве большепролетных зданий, специальных сооружений, 
дорог, а также в мостостроении. Одним из перспективных материалов явля
ется напрягающий фибробетон. На основании анализа литературы по данной 
тематике [2-12] имеющийся опыт можно условно разделить на исследова
ния, изучающие прочностные и деформационные характеристики [2-9]; 
совместное использование с арматурными элементами, образующими конст
рукции балок, плит, опор [10]; применение FRSSC для ремонтных работ 
и усиления существующих конструкций [11].

Следует отметить, что довольно редко встречаются работы по проекти
рованию составов и прогнозированию свойств напрягающих фибробетонов 
с использованием аналитических моделей [12]. В связи с этим на данный
6
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момент изучение структуры и свойств напрягающих фибробетонов остается 
актуальным.

Особенностью FRSSC является сочетание высоких прочностных и де
формационных свойств дисперсно-армированного бетона и способности соз
давать преднапряжение. Расширение такого бетона происходит в условиях 
обжатия дисперсными армирующими волокнами, в результате чего создает
ся предварительное напряжение, которое почти полностью сохраняется и по
сле стабилизации процесса [2-5]. Собственные деформации и напряжения 
в данном случае напрямую зависят от содержания и жесткости армирующих 
волокон [3, 4] и стержней (при их наличии) [2]. С увеличением доли ограни
чивающих элементов собственные деформации уменьшаются [2, 3]. Модуль 
упругости возрастает с увеличением количества фиброволокна [3, 6]. Проч
ность на сжатие и на растяжение при изгибе выше в сравнении с неармиро
ванным напрягающим бетоном [3-6]. Отмечается увеличение прочности на 
осевое растяжение напрягающего сталефибробетона в 2-3 раза по сравнению 
с традиционным бетоном [2]. Добавление стальных волокон в самоуплот
няющийся бетон также способствует повышению прочностных характери
стик [7, 8]. Авторами [9] установлено повышение значения ударной прочно
сти при использовании комбинированного армирования стальными и поли
мерными волокнами в самоуплотняющемся бетоне.

Таким образом, обзор исследований подтверждает, что добавление воло
кон в расширяющийся бетон оказывает положительный эффект на его харак
теристики. Тем не менее недостаточно изученными остаются вопросы воз
действия волокон на структурообразование, геометрию явлений, стабилиза
цию и прочие процессы, протекающие как в момент расширения, так и позже, 
а также проблемы постоянства характеристик после 28 сут. Отсутствует 
единая методика назначения количества дисперсного армирования.

На сегодняшний день большинство подходов к прогнозированию 
свойств напрягающих бетонов базируется на лабораторном подборе составов 
с последующей экспериментальной апробацией. То же касается и FRSSC. 
В ряде случаев собственные напряжения оцениваются путем имитации 1 % 
армирования в кондукторах, либо с использованием стержней [2]. Такой 
способ предусматривает создание ограничения вдоль одной оси. Следует 
отметить, что дисперсное армирование, будучи хаотично распределенным 
в пространстве тела бетона, создает ограничение в трех направлениях. Сле
довательно, измерение самонапряжения трехосно-ограниченного элемента 
(фибробетона) в условиях одноосного ограничения является некорректным 
и способно отражать неверные показания (данная особенность будет учтена 
при моделировании).

В целом эмпирический подход к оцениванию собственных деформаций 
и напряжений требует больших временных и материальных затрат, не яв
ляясь универсальным, поэтому важное направление, позволяющее перейти 
к прогнозированию свойств и минимизации возможных экспериментальных 
исследований, -  аналитическое и математическое моделирование.

Цель работы -  моделирование собственных деформаций напрягающего 
бетона с пространственным ограничением дисперсными армирующими 
элементами.
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Модифицированная деформационная модель для различных типов 
ограничения напрягающего бетона. Существует множество подходов 
к определению собственных деформаций и напряжений в напрягающем 
бетоне. Подробный обзор исследований по данной тематике изложен в [13]. 
В последнее время широкое внимание уделяется моделям, основанным на 
деформационном подходе [13-19]. Базовые положения деформационной 
модели расширяющейся композитной системы для различных уровней мо
делирования рассмотрены в [14].

В 2004 г. Ито и др. [15] была предложена модель определения самонапряже
ния одноосно-армированных преднапряженных балок, основанная на методе 
конечных элементов, с учетом линейной зависимости напряжений от деформа
ций и принципа суперпозиции, которая оценивала напряжения и деформации 
бетона в условиях ограничения, используя модели модуля Юнга, коэффициента 
ползучести, изменения аутогенной усадки и температуры. Предложенный метод 
с высокой точностью моделировал поведение балок из напрягающего бетона. 
При этом модель не учитывала влияние реакции, возникающей в упругом огра
ничении на очередных этапах прироста деформаций.

Впоследствии авторами [13,16] была предложена деформационная мо
дель расчета связанных деформаций (самонапряжений) в элементах из на
прягающего бетона, основанная на гипотезе о совместности деформаций, 
условиях равновесия и физических законах, описывающих поведение напря
гающего бетона в раннем возрасте, в которой, в отличие от [15], учитывается 
влияние в ограничивающей связи (AF) (рис. 1).

Следующим этапом развития деформационной модели стал переход от 
конструкций с одноосно-ограниченным напрягающим бетоном к случаю 
двухосного ограничения. Авторами [17] была разработана расчетная модель 
(2D MSDM) для оценки параметров напряжения и деформации, двухосно-ог
раниченных растянутых бетонных элементов в раннем возрасте, которая по
зволяет определить связанные деформации и соответствующие самонапря
жения при произвольных условиях ограничения в ортогональных направле
ниях с учетом упругопластического поведения бетона на стадии расширения

Рис. 1. Схема развития расширения в условиях одноосного симметричного ограниче
ния конечной жесткости [16]

Fig. 1. Scheme of expansion development under uniaxial symmetrical finite stiffness
restraint conditions [16]
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Рис. 2. Развитие деформаций в плоскости расширяющегося бетонного
элемента [17]

Fig. 2. Development of strains in the plane expansive concrete element [17]

(рис. 2). Отличительной чертой предложенной аналитической модели являет
ся учет взаимного влияния ограничивающих связей путем введения коэффи
циента Пуассона для бетона в раннем возрасте к выделенной упругой относи
тельной деформации бетона.

Заключительный возможный вариант ограничения напрягающего бето
на в конструкции -  трехосное (объемное) ограничение. Одним из примеров 
такого ограничения является конструкция стальной трубы, заполненная на
прягающим бетоном. Разработанная [18] модель учла все предыдущие моди
фикации. Однако важно отметить, что радиальное напряжение в стальной 
трубе не учитывается и материал трубы находится в двухосном напряженном 
состоянии (рис. 3).

Рис. 3. Схема инкрементного подхода в предлагаемой мо
дифицированной деформационной модели для расши
ряющейся стальной трубы, заполненной бетоном [18]

Fig. 3. Scheme of incremental approach in proposed 
MSDM for expansive concrete-filled steel tube [18]
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Puc. 4. Схема сферической оболочки из фибры с возникающими в ней 
напряжениями <t и <m от действия радиальной равномерно распреде

ленной нагрузки q

Fig. 4. Scheme of a spherical shell made of fiber with stresses <t and <m 
arising in it from the action of a radial uniformly distributed load q

Предпосылки и допущения модифицированной деформационной 
модели для случая трехосного ограничения. Как было указано выше, 
FRSSC обычно рассматривают как модифицированный композит, для кото
рого напряжения и деформации определяются с учетом стержневого армиро
вания. Такой подход является некорректным, поскольку напрягающий фиб
робетон представляет условную «конструкцию», в которой фибра выступает 
в роли армирования и воспринимает напряжения от расширения. Предлагае
мая в данной работе гипотеза (с учетом положений [14-19]) состоит в сле
дующем:

1. Расчетная модель основана на предпосылке о том, что напрягающий 
фибробетон может быть представлен в виде шара из расширяющегося бетон
ного ядра и покрывающей его однородной оболочки постоянной толщины, 
состоящей из материала фибры (рис. 4).

2. Отношение толщины оболочки к радиусу шара пропорционально рас
ходу фибры на единицу объема бетона.

3. Оболочка связана с ядром и не проскальзывает по поверхности бетона 
при деформациях шара.

4. Внутренние усилия, возникающие в расширяющемся бетонном ядре, 
и внутренние усилия, возникающие в ограничивающей его оболочке, взаим
но уравновешены.

5. При расширении шара из напрягающего бетона радиусом r оболочка 
воспринимает радиальную равномерно распределенную нагрузку q, в резуль
тате в плоскости оболочки толщиной t возникают окружные и меридиональ
ные напряжения, которые в силу шаровой симметрии равны <t = <m = <:

qr 
"  2t

(1)

Относительная окружная et и равная ей относительная меридиональная 
em деформации определяются в соответствии с законом Гука:

e t (< t <m Р sX

e m (<m < t P s) .E„

(2)
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С учетом равенства st = sm = sr получается

s г = ~ 0  ~ V s X (3)
E s

где ps и Es -  коэффициент Пуассона и модуль упругости материала обо
лочки соответственно.

6. Расширение напрягающего бетонного ядра происходит равномерно во 
всех направлениях.

7. При определении упругих деформаций напрягающего бетона объем
ное расширение учитывается введением коэффициента Пуассона для бетона 
в раннем возрасте, принимаемого р = 0,2.

8. Связанные относительные деформации sr для каждого ортогонального на
правления (X, Y, Z) определяются путем вычитания из относительных деформа
ций свободного расширения scf  упругих и неупругих относительных дефор
маций от ползучести бетона (sc, d + pl), а также упругих относительных дефор
маций в результате действия дополнительной реакции упругого ограничения sacc.

Для определения напряжений от действия радиальной равномерно рас
пределенной нагрузки q воспользуемся решением задачи тонкостенной сфе
рической оболочки (см. рис. 4), нагруженной внутренним равномерным дав
лением [20].

Из уравнения Лапласа получим напряжения, возникающие в оболочке:

2t
q -  a cf -  a m ;r

E
Gr.

1 - Ps
m

2 t
q -  ° c f  - — a ;r

Ea t t ■
1 - P s

(4)

Учитывая, что a m = a t = a, sm = st = s и при
нимая s = scr, получим

2t E
( Aa , f ) г -  —   ------ (As r ) г . (5)

r 1 - Ps

В общем случае приращение связанной от
носительной деформации (Asr), на произволь
ном г-м временном интервале может быть пред
ставлено в следующем виде (рис. 5):

(As r ) г -  (As f  ) г -  (As el) г -  (6)
-  (Aspl) г -  ( A sacc ) / ,

где (Asf)i -  приращение свободной относитель
ной деформации на произвольном г-м времен
ном интервале;
(Asel)  -  приращение упругой относительной де
формации на произвольном г-м временном ин
тервале;
(Aspl)i -  приращение пластической относитель
ной деформации на произвольном г-м времен
ном интервале;

Рис. 5. Схема развития во 
времени деформаций расши

рения
Fig. 5. Scheme of development 

of expansion strains in time
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(Asacc)i -  приращение упругой относительной деформации в результате дей
ствия реакции упругого ограничения на произвольном i-м временном ин
тервале.

Сумму приращений упругой (Asel)i и пластической (Aspl)i относительных 
деформаций на произвольном i-м временном интервале можно представить 
в виде

i-1

(AS el) i + (A^p l) i = (A° cf ) i • J ( ti + 1/2, ti ) + X
j  = 1

(A °c f  )j
AФ( t i , tj  )

£ cm,28
(7)

где J  (ti+1/2, t.) -  функция ползучести бетона:

J ( t i +1/2, tj  )
1 Ф( ti +1/2, t j )

£ c  ( t j ) E cm,28
(8)

где £ c (t) -  модуль упругости бетона в модифицированном возрасте, соот
ветствующем реальному возрасту бетона t.;
Ecm,28 -  модуль упругости бетона, соответствующий 28 сут реального воз
раста бетона;
Aф (ti, tj) -  приращение коэффициента ползучести бетона на произвольном 
i-м временном интервале

Аф( ti , tj  ) = ф( t i+1/2, tj  ) -ф ( t ( i-1) +1/2, tj ). (9)
Модифицированный возраст бетона ti, соответствующий t суткам реаль

ного возраста бетона, учитывающий влияние температурного режима на ста
дии твердения и расширения бетона:

ti = £ a  tj e
j =1

13,65 — 4000
273+T(At, )/T0

(10)

где Atj -  количество суток (дней) с температурой T  (°С); Т0 =1 °С.
Модуль упругости бетона в модифицированном возрасте, соответствую

щем реальному возрасту бетона tj, может быть получен из

£ c ( t ) = E cm,28 • exp 1 - (  tm,28 - а Л

К t i -  a J

0,5
s (11)

где s -  эмпирический коэффициент, учитывающий тип вяжущего;
a -  эмпирический коэффициент, учитывающий влияние времени начала
схватывания.

Коэффициент ползучести бетона ф (t, t0) рассчитывают по следующей 
формуле:

ф ( t ,  10 ) = ф0 • P c  ( t ,  10 X

где ф0 -  базовый коэффициент ползучести;

ф0 = 5,31 E c ( 10 )

E cm,28

2

-1 ,0 1,11,

(12)

(13)
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где Рс (t, t0) -  коэффициент, описывающий развитие ползучести во времени 
после нагружения.

р  с ( ^  t  о ) =
( t —tо) 

р н  + ( t — 10 )
(14)

Рн  -  коэффициент, учитывающий влияние возраста бетона:

' 0 < E c( t ) /В стЛ8 < 0,346; 

р I Рн  = 0,000001;
РН 0,346 < Ec  ( t ) /  E  cm ,28 < 1;

Рн  = 40,5[Ec ( t ) /  E  cm ,28 — 0,346] + 0,485.

(15)

Приращения упругой относительной деформации (Asacc)i в результате 
действия реакции упругого ограничения на произвольном i-м временном 
интервале можно представить в виде

( As acc ) i
1 — 1 z
j =1

( A a cf ) J 

E  cm ( tj  )

E cm, aw ( t (i + 1/2 ) 

E  cm ( t ( i + 1/2 )
(16)

где E cmaw (ti+1/2) -  средневзвешенный модуль упругости напрягающего бе
тона к концу i-го элементарного временного интервала:

iZ (A a cf ) j E cm ( tj  )

E  cm, aw( t i + 1/2) = ~ П , (17)Z ( A ° c f  ) j
j =1

где (Ao cf )j  -  приращение величины самонапряжения на j -м элементарном 
временном интервале;
E cm (tj ) -  модуль упругости напрягающего бетона в модифицированном воз
расте, соответствующем реальному возрасту tj ;
E cm (ti+1/2) -  модуль упругости напрягающего бетона в модифицированном 
возрасте, соответствующем реальному возрасту напрягающего бетона ti+1/2, 
который идентичен концу рассматриваемого i-го элементарного временного 
интервала.

Решая совместно (5) и (6) для каждого ортогонального направления 
(X, Y, Z), получим приращения собственных связанных деформаций на каж
дом i-м временном интервале:

, .  \ 2t E
(A^  cf, x ) i = —  •  ------ (AS г. x ) i ;

r  1 —P s

( A a cf, y ) i = —
2t E s
r 1 — p -(As r, y ) i ;

2t E
(A a cf, z ) i = - • ^  (As r, z ) i .

r  1 — P s

s
(18)
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(As r,* ) i = ( AS f ,* ) i -  [( A° cf,* )

АФ( t i , t j )i-1

-I
j =1 L

( A a cf, * ) j - E r

* i
i-1-I

cm,28 J j =1

( A  r, y ) i = ( As f , y ) i -  [(A ° c f , y ) i-
i-1

-I
j  =1 L

(A ° c f , y ) j
Aф( t i , tj )

E

i-1-I
cm,28 J j =1 

( A  r, Z ) i = (AS f , Z ) i -  [(A ^ c f , Z ) i -
i-1-I
j =1

(A ° c f , Z ) j
Aф( t i , tj )

E cm,28

i-1-I
j =1

P c (  A ° cf, y ) 

(  A ° cf,* )  j

i -  P c ( A ° cf,Z ) i ] J ( t i + 1/2> f i ) 

E cm,aw ( t (i-1) + 1/2 )

_ E  cm ( tj  ) _ 

- P c ( A ° cf,* 

(  A ° cf, y )  j

E cm ( t (i-1) + 1/2 )

i - P c ( A ° c f ,Z ) i ] J ( ti + 1/2, t i )

E cm,aw ( t (i-1) + 1/2 )

_ E  cm ( tj  )

P c ( A ° cf,* )

(  A ^ cf, Z ) j

E cm( t (i-1 )+ 1 /2 )

i - P c ( A ° cf,y ) i ] J ( t i + t i ) 

E cm,aw ( t (i-1) + 1/2 )

E cm ( tj  ) E  cm( t (i-1)+1/2 )

(19)

В силу шаровой симметрии системы уравнений (18) и (19) для каждого 
ортогонального направления (X, Y, Z) могут быть представлены в виде двух 
уравнений:

( A ^ c f  ) i
2t
r

E s

1- P,
-• ( Ag r ) i (20)

(AS r ) i = (AS f  ) i -  (A ° c f  ) i • (1 -  2P c ) • J ( t i + 1/2’ t i ) -
Aф( t i , t j ) i-1

- I ( Aa cf ) j E cm,aw ( t (i-1) + 1/2 )
( Aa cf ) j  E

L E cm,28 J j  =1 _ E  cm ( tj  ) _ E cm( t (i-1)+1/2)

(21)

Заключение. Разработана модифицированная расчетная модель для оп
ределения собственных напряжений и связанных деформаций на стадии рас
ширения напрягающего бетона в условиях пространственного ограничения 
свободных деформаций дисперсными армирующими элементами произволь
ной жесткости, отличающаяся от существующих моделей тем, что учитывает 
в расчетах взаимное влияние ограничивающих элементов в трех направлени
ях путем введения коэффициента Пуассона для бетона к выделенной упругой 
относительной деформации бетона, что позволяет определять напряжения 
в бетоне и деформации в ограничивающем элементе, представленном дис
персным армированием, в произвольный временной интервал до момента 
стабилизации свободного расширения. Предложенная модель способна по 
заданным значениям связанных деформаций определять необходимое коли
чество дисперсного армирования. Разработанная аналитическая модель при
менима для любых составов напрягающего бетона, а также при различных 
комбинациях дисперсного армирования. Верификация модели будет опубли
кована в следующей статье.
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