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РАСЧЕТ ВЫНУЖДЕННЫХ 
ПЕРЕМЕЩЕНИЙ И НАПРЯЖЕНИЙ 
ОТ УСАДКИ
В МОНОЛИТНЫХ БЕТОННЫХ ПЛИТАХ, 
ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ 
C ОСНОВАНИЕМ

CALCULATION OF FORCED DISPLACEMENTS 
AND SHRINKAGE STRESS
IN M ONOLITHIC CONCRETE SLABS INTERACTING 
WITH THE BASE

В статье рассмотрена проблема расчета монолитных плит на основании, представлена модель, описывающая развитие 
напряженно-деформированного состояния в плите, определены параметры этой модели. Выполнено исследование опытных 
образцов плит, получены аналитические зависимости развития перемещений при сдвиге в зависимости от типов оснований, 
рассмотрено предложение при сдвиге "бетона —  по бетону" кривую сдвига аппроксимировать трехлинейной диаграммой.

This article deals with the issues of calculation of monolithic slabs on the bases. The model describing the development of the stress-strain 
state in the slab has been given and model parameters have been determined. The slab specimen were tested, the analytical dependences of 
the development of shear displacements depending on the type of the base were obtained. In case of concrete-on-concrete shear, a suggestion 
to approximate a displacement curve by the three-linear diagram was considered.

ВВЕДЕНИЕ

В силу значительно возросшего применения моно
литного бетона в строительстве, главным образом при 
изготовлении плит различного назначения (плит пере
крытий зданий, перекрытий пролетов мостов, эстакад, 
монолитных полов промышленных, общественных зда
ний и сооружений), встает вопрос поиска адекватных 
методов расчета таких конструкций. В настоящее время 
базовым нормативным документом, регламентирую
щим проектирование полов производственных, жилых, 
общественных, административных и бытовых зданий, 
является СНиП 2.03.13 [1]. При проектировании уста
навливают только два основных параметра бетонных 
слоев полов —  толщину плиты и класс бетона по проч
ности на сжатие. Методика расчета напряжений в таких 
конструкциях, учитывающая процессы температурных 
воздействий, усадки, расширения, протекающих в бе
тоне в период твердения при взаимодействии проекти
руемого слоя с основанием, в нормах отсутствует. В 
плитах, устраиваемых на основании, для исключения 
ограничивающего влияния основания на напряженно- 
деформированное состояние применяют скользящий 
слой, а для борьбы с усадочными явлениями использу
ют арматурные сетки, которые располагают по середи
не высоты слоя (с коэффициентом армирования 
0,15 %-0,20 %). При отказе от применения скользящего 
слоя монолитную плиту выполняют толщиной от 150 до 
200 мм.

Конструкции такого типа (например, дорожные, аэ
родромные покрытия) находятся при постоянном воз
действии агрессивных сред и интенсивных нагрузок, ат
мосферной влаги, перепадов температур. Покрытия 
претерпевают значительные физико-механические из
менения в условиях ограничения деформаций (переме
щений) со стороны основания. Усадка, развивающаяся

при твердении традиционных бетонов на портландце
менте в сочетании с их низкой прочностью на растяже
ние, приводит к риску возникновения растягивающих 
напряжений и появлению усадочных трещин, как прави
ло, еще в доэксплуатационный период. Усадочные тре
щины повышают деформативность плит, существенно 
снижают их проектный срок эксплуатации.

Исследование напряженно-деформированного со
стояния бетонных конструкций, подверженных вынуж
денным деформациям, продолжается уже не одно деся
тилетие. Этому вопросу посвящен целый ряд работ 
[2-10]. В некоторых случаях расчетные модели, исполь
зуемые для вычисления напряжений от усадки (расши
рения) в конструкциях, строятся на основе применения 
аналогии температурного воздействия, так как меха
низм деформаций, возникающих в конструкциях от на
званных воздействий, во многом схож.

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Ввиду того, что устранить усадку в монолитных бе
тонных плитах, изготовленных из бетонов на традицион
ных цементах, очень сложно и нельзя избежать колеба
ний температуры на площадках, в плитах устраиваются 
деформационные швы. Методика расчета частоты уст
ройства швов в нормах [1] отсутствует (частота распо
ложения швов назначается конструктивно).

Исследования бесшовных плит покрытия различного 
назначения показали, что неразрезные конструкции 
имеют лучшие эксплуатационные характеристики по 
сравнению с традиционными разрезными плитами [2]. 
Вместе с тем, производство такого покрытия по ряду 
параметров имеет завышенные показатели расхода ма
териалов, что связано с отсутствием при их проектиро
вании адекватных расчетных методик. Таким образом, 
приоритетная задача настоящего исследования была
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направлена на разработку соответствующей методики, 
позволяющей прогнозировать места устройства дефор
мационных швов в бетоне плиты, опираясь на расчет ее 
напряженно-деформированного состояния.

2 СУЩЕСТВУЮЩИЕ РАСЧЕТНЫЕ МЕТОДИКИ

Широкие исследования по изучению влияния уса
дочных и температурных воздействий на монолитную 
плиту на основании представлены в работе [5], где име
ются решения, использующие предпосылки об упругом 
деформировании конструкции. Усилие, действующее в 
плите, определяли как произведение коэффициента 
трения по основанию на нормальную составляющую на
грузки от веса плиты. Силу трения плиты по грунту нахо
дили из выражения (1), а напряжение —  из (2):

Ff =  M- max Fn , (1  )

O =  (O p 1 +  Op2 ^ д » ( 2 )

основанием, и перемещениями в тангенциальном на
правлении выражается следующими зависимостями:

х
T = - I t f l  для 0<\и\<и,

I I I J I l

где и —  текущее перемещение плиты относительно 
основания в произвольной точке;
T1 —  максимальное касательное напряжение 
в контакте между плитой и основанием;
IV1 —  перемещение, соответствующее касатель
ному напряжению T 1.

Характеристики T 1 и Uv полученные при сдвиге бетона 
для семи различных типов оснований, определены экспе
риментальными исследованиями сдвига образцов плит 
по различным типам оснований [7-10]. В общем случае 
перемещение и может быть представлено в виде суммы:

6
Fn —  нормальная сила, Н;
!Vax —  максимальный коэффициент трения пли
ты по основанию;
Mp -  момент, обусловленный эксцентриситетом 
приложения силы трения;
Mr — момент от перераспределения нормаль
ных усилий от грунта.

u(x) = ut (x )+ u c(x), (5)

где tfF(x) —  перемещение, вызванное усадкой бетона; 
tfc(x) —  перемещение, являющееся результатом 
приложения внешней осевой нагрузки.

Общее дифференциальное уравнение, описываю
щее перемещение плиты от усадки при решении задачи 
в упругой постановке, может быть записано в традици
онном виде:

d 2 и i ( t f ) =Q 
Cfx2 Ec-/7 ’

(6)

где Ec —  Модуль упругости бетона; 
h — толщина плиты.

Коэффициент трения дтах предложено рассчитывать 
по аналитической зависимости, полученной в [11] и 
представленной на рис. 1:

U m ax =0,59 + 0,09 In

+0,0372 ln( Я„ ) +0,561 D -0,108 •

(3)

где d50 —  средний размер частичек грунта основа
ния, мм;
dv — базовое эталонное значение, 1 мм;
Rr — относительная шероховатость поверхнос
ти (0,1 —  гладкая; 1,0 —  шероховатая);
D —  коэффициент уплотнения грунтового осно
вания, D = 0,3-0,7;
р —  реактивное давление от грунта, кПа;
ра —  базовое эталонное значение, принятое
равным 100 кПа.

В [6] приведена расчетная модель, описывающая 
поведение плиты, претерпевающей усадочные дефор
мации в условиях ограничения усадки со стороны осно
вания. В соответствии с диаграммой, принятой при опи
сании модели (рис. 2), связь между касательными на
пряжениями, действующими по контакту плиты с

Рис . 1. Графическая интерпретация формулы (3)

Рис. 2. Зависимость "т —  и " [6 ]
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Решение уравнения (6) относительно перемещений 
и имеет вид:

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ CO HC RETE AMB I E I M f O I C E I  C i M C I E T E  / - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

а для соответствующих напряжений:

где OcJ E ct —  упругая составляющая относительных 
деформаций бетона;
Ech t — деформация свободной усадки в бетоне в 
произвольный момент времени;
Gc0 —  внутреннее осевое напряжение, являюще
еся результатом действия дополнительной 
внешней нагрузки;
P = Vx1AEc ,H u 1) — коэффициент, зависящий от 
характеристик контакта бетона плиты с осно
ванием, модуля упругости бетона, геометрии 
плиты.

В [12] напряжения в бетоне плиты предлагается оце
нивать по перемещениям ограничивающих связей (ар
матуры, сборной части сборно-монолитной конструк
ции), жесткости которых или деформативные характе
ристики связей считаются известными. Подход основан 
на подсчете упругой относительной деформации огра
ничивающей связи с учетом количества и положения 
(распределения) ее в бетоне. Если в качестве ограничи
вающей связи рассматривается сборный элемент, со
единенный с монолитной частью посредством стыково
го соединения, то расчет перемещений и напряжений в 
конструкции может быть получен на основе известного 
решения, представленного в [6]. Параметры xRdJ и St для 
стыкового соединения, использованные в расчетных 
моделях [13, 14], были установлены в условиях сдвига 
армированных контактов сборно-монолитных образцов 
и применены главным образом для стыкового соедине
ния, пронизанного арматурой.

Существующие методики не лишены недостатков. 
Так, в деформационных моделях, представленных 
в [5, 6], в качестве обобщенных характеристик, описы
вающих взаимодействие плиты с основанием, выступа
ют либо так называемые усредненные характеристики 
сдвига бетона по основанию T1 и U1, аппроксимированные 
двухлинейной диаграммой Прандтля "т —  и" (см. рис. 2), 
либо аналитическая зависимость, описывающая по
верхностные характеристики основания при сдвиге бе
тона (зависимость Колба [11], см. рис. 1).

Числовые значения характеристик, применяемых 
для описания диаграммы сдвига, представленные в 
работе [6], являются общими для ряда оснований. Elo 
для каждого типа основания, например гравийного, 
щебеночного, значения могут изменяться. Более то<- 
го, при использовании бетонного основания, щебня, 
стабилизированного цементом, использование двух
линейной аппроксимации диаграммы сдвига не впол
не корректно, что вносит погрешность в результаты 
расчетов. Необходимо отметить, что какая-либо ме

тодика получения диаграмм сдвига в вышеуказанных 
работах отсутствует.

Названные обстоятельства потребовали проведения 
дополнительных исследований с целью получения пол
ных диаграмм сдвига бетонных плит по различным ос
нованиям, наиболее часто используемым в практике 
строительства (гравийному, щебеночному, бетонному 
основаниям и основанию с так называемым скользя
щим слоем), а также более точного описания кривой 
сдвига мт —  и".

3 ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ПОЛУЧЕНИЕ ДИАГРАММ
"ПЕРЕМЕЩЕНИЕ -  НАПРЯЖЕНИЕ"
ПРИ СДВИГЕ БЕТОННЫХ ПЛИТ ПО ОСНОВАНИЮ

C целью получения диаграмм, связывающих каса
тельные (сдвиговые) напряжения и перемещения, авто
рами были выполнены исследования сдвига бетонных 
образцов по различным типам оснований на специаль
но разработанных сдвиговых установках. Следует отме
тить, что получение полных диаграмм деформирования 
"т —  и" возможно лишь в условиях так называемого 
"жесткого" режима нагружения.

Для реализации поставленной цели были разрабо
таны сдвиговый прибор [15] и его усовершенствованная 
модификация [16], обеспечившая в процессе испыта
ний так называемый "жесткий" режим нагружения при 
контролируемой деформации. Общий вид сдвиговой

1 —  жесткая силовая рама; 2 —  силовой винт;
3 —  центрирующий шарик; 4 —  плавающий подшипник; 

5 —  нагрузочный динамометр; 6 —  демпфирующий 
динамометр; 7 —  металлический штамп для бетона;

8 —  образец бетона; 9 —  упорное ухо для индикатора; 
10 —  индикаторы часового типа; 11 —  болты-шпильки; 

12 —  основание; "В.К." —  видеокамера

Рис. 3. Общий вид сдвиговой установки

1 - 10 —  то же, что на рис. 3

Рис. 4. Принципиальная схема сдвиговой установки [16]
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установки [16] и ее принципиальная схема работы при
ведены на рис. 3, 4.

Испытания на сдвиг предваряет подготовка установ
ки и бетонирование образца 8. Параллельно бетониро
вали образцы-кубы для определения прочности бетона 
к моменту сдвига. Через заданное время с помощью си
лового винта 2 ступенями по 0,005 мм передавали пере
мещение на нагрузочный динамометр 5. Величина при
ложенного усилия определялась по динамометрам 5 и 6. 
Благодаря демпфирующему кольцевому динамометру 6 
обеспечивалась возможность плавного сдвига и плав
ного разрушения контакта после прохождения пиковой 
точки диаграммы, соответствующей максимальным на
пряжениям на контакте.

По полученным опытным данным строили зависи
мости касательных напряжений от перемещений и 
прочности бетона образца. Для обеспечения высокой 
точности измерений показания по индикаторам фик
сировались при помощи видеокамеры "В.К." (см. рис. 3) 
и проговаривались в микрофон. Затем анализировали 
полученные данные. Напряжения рассчитывались пу
тем вычитания показаний, зафиксированных на нагру
зочном и демпфирующем динамометрах, отнесенных 
к номинальной площади контакта (площади бетонного 
образца).

Графики зависимости значений максимальных (пи
ковых) напряжений диаграммы сдвига от прочности бе
тона для условий контакта "бетон —  по бетону", полу
ченных в опытах, представлены на рис. 5, 6. При сдвиге 
"бетон —  по бетону" аппроксимирующая кривая для 
значений пиковых диаграмм в зависимости от прочнос
ти бетона плиты имеет вид: т1Я(0 = a ln (fmccube + Ь) + с, 
где f mc<cube —  средняя прочность бетона на сжатие; 
а = 0,4; b = 4,0; с = (-0,6) (для условий выполненного 
испытания).

В ряде случаев, согласно рис. 6, целесообразно 
представить зависимость напряжений в контакте от 
прочности бетона на растяжение: т1Я(0 = f(fctm). Проч
ность бетона на растяжение получена из известного 
уравнения, приведенного в [17]:

f  = 021  I f m )2/3lCtm  1 V1c.cube '

Зависимость значений перемещений, соответствую
щих пиковой точке диаграммы сдвига, от прочности бе
тона показана на рис. 7, а зависимость значений пере
мещений, соответствующих минимальному напряже
нию в контакте (после разрушения контакта), от 
прочности бетона —  на рис. 8.

При анализе кривых сдвига бетона по основаниям из 
гравия, щебня и основанию с так называемым скользя
щим слоем (выполненным из двух слоев полиэтилено
вой пленки) полученные значения напряжений и пере
мещений (ввиду незначительной разницы в виде 
диаграммы "до" и "после" достижения точки, соответ
ствующей максимальному напряжению на контакте T 1 и 
перемещению U1) предложено аппроксимировать двух
линейной диаграммой Прандтля "т —  и" ([18], рис. 3-5, 
с. 123). Параметрические значения этой диаграммы по
лучены путем усреднения максимальных значений на
пряжений на контакте и значений перемещений. Пара
метрические точки аппроксимации кривых сдвига бе
тонного штампа по различным типам оснований, 
полученные на сдвиговой установке [15], представлены 
в таблице 1.

Прочность бетона при сжатии [МПа] 

о максимальные значения напряжений в контакте 
аппроксимация полученных значений

Рис. 5. График зависимости максимальных напряжений T 1 Я(0, 

полученных на контакте, от прочности бетона образца 
на сжатие при сдвиге "бетон -  по бетону"

т1,я(0- rfctm)

ь максимальные значения напряжений в контакте 

—  аппроксимация полученных значений

Рис. 6. График зависимости максимальных напряжений т, Я(0, 
полученных на контакте, от прочности бетона образца 
на растяжение при сдвиге "бетон -  по бетону"

о значения деформаций соответствующих максимальным 
напряжениям в контакте 
аппроксимация полученных значений

Рис. 7. График зависимости перемещений U1 т , 
соответствующих напряжениям т, т , 
от прочности бетона образца на сжатие 
при сдвиге "бетон -  по бетону"

Прочность бетона (МПа)
о значения деформаций соответствующих минимальным 

напряжениям в контакте 
аппроксимация полученных значений

Рис. 8. График зависимости перемещений и2,
соответствующих минимальному напряжению T2 
в контакте, от прочности бетона образца 
на сжатие при сдвиге "бетон -  по бетону"
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Таблица 1. Параметрические точки диаграмм сдвига 
бетонного штампа 
по различным типам оснований, 
полученные по результатам опытов

Вид основания
Напряжение 

T 11 МПа
Перемещение 

Uv мм

Щебень 0,0090 0,14

Песок гравелистый 0,0066 0,71

Полиэтиленовое покрытие 0,0006 0,80

При проведении экспериментов по сдвигу бетонных 
образцов по бетонному "жесткому" основанию получе
ны диаграммы, связывающие касательные (сдвиговые) 
напряжения и перемещения с прочностью бетона. Кри
вые сдвига "бетон —  по бетону" предложено аппрокси
мировать трехлинейной диаграммой сдвига, представ
ленной на рис. 9.

4 РАСЧЕТНАЯ МОДЕЛЬ

4.1 Определение перемещений
Расчет монолитной бетонной плиты, опирающейся 

на основание, выполнялся в два этапа. Определение пе
ремещений —  на основе полученного дифференциаль
ного уравнения (6) (расчет перемещений) и расчет на
пряжений —  в соответствии с принципом, изложенным 
в [4], с возможностью учета упругопластических 
свойств бетона (расчет напряжений). Для записи рас
четных уравнений модели, учитывающей трехлинейную 
аппроксимацию кривых сдвига (рис. 10), рассмотрим 
элемент плиты длиной dx (рис. 11).

При построении расчетной модели были приняты 
следующие допущения:

1) усадочные относительные деформации равно
мерно распределены по высоте сечения плиты;

2) вертикальные перемещения плиты не рассматри
ваются.

Для трансформированной диаграммы (см. рис. 10) 
связь между касательными напряжениями, действую
щими по контакту плиты с основанием, и перемещения
ми в тангенциальном направлении может быть пред
ставлена в виде формул:

т(и) = —  | о I для 0 < I и I < и ,, (9)
и, I

z(u) = k u  + b Для и ,< и  <и2, (10)

T ( U )  =  T 2 Д Л Я CM
Al (11)
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перемещение [м]

о максимальные значения напряжений на контакте и соответствии 
деформаций (эксперимент)

п минимальные значения напряжна контакте и соответств им 
деформации (эксперимент)
аппроксимация трёхлинейной диаграммой кривой сдвига полученной на 
образце имевшем прочность на сжатием МПа 

х аппроксимация трёхлинейной диаграммой кривой сдвига полученной на 
образце имевшем прочность на сжатиё7,5 МПа 

х аппроксимация трёхлинейной диаграммой кривой сдвига полученной на 
образце имевшем прочность на сжатиев8 МПа
аппроксимация экспериментальных точек максимальных напряжений на 
контакте и деформаций соответст им лагорифмической зависимостью

uhR(t) —  значения перемещений, соответствующих 
напряжениям T 1 R(t)\ и2 —  значения перемещений, 
соответствующих минимальному напряжению т2

Рис. 9. График зависимости "т —  и" при прочности бетона 
на сжатие от 0,9 до 38,0 МПа

T1 —  максимальные касательные напряжения;
U1 —  перемещение, соответствующее касательному 

напряжению T1; т2 —  минимальные касательные напряжения 
на контакте; U2 —  перемещение, соответствующее 

минимальному уровню напряжений

Рис. 10. График зависимости ”т —  и"

T
А

I

Рис . 11. Схема сил, действующих на участок плиты длиной dx 

—  для участка и < и у

где к = * 2 -1 ' 
U2-U 1

d 2u
d x 2 u , E c h

■u(x) = 0, ( 12)

C учетом принятых допущений и в соответствии со 
схемой, показанной на рис. 11, а также принимая, что 
O c (X )  = Есеупр, a Ieynp I = es„ , —  du/dx, общее дифференци
альное уравнение, описывающее перемещения плиты, 
будет иметь вид (6) (еупр —  относительная упругая де
формация бетона).

C учетом зависимостей (9)-(11) дифференциальное 
уравнение (6), описывающее перемещения плиты, при
мет вид:

—  для участка и,<и< и2.

d 2u k u ( x ) + b  
d x 2 E c h

—  для участка и > и2:

d 2 и 
d x 2 E - h

(13)

(14)

Для условия и < Lv1 решение уравнения (12) получено 
в виде:
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а(х) = С11 ехр(рх) + С2 -ехр(-(Зх), 

а '(х) = р С 11е х р (р х )-р С 2 -е х р (-р х ). 

Для U1 < и < и2 представим уравнение (13) как линейное неоднородное:

d 2u к
d х г E - h

и(х) =
E - h

Тогда решением уравнения (17) будут являться функции: 
—  для участка U1 < и < и2:

— для и > и2:

где р = ±

Х=±

U ] E c -h

E - h  ’

u(x) = C f  exp
E - h

\ ( 
+C2 exp

E - h
b

V

u'(x) = X - C f e x p ( X x ) + X C f  exp(-X-x),

u(x) = a  —  + C f -X+ C 2 ,

u'(x) = a -x  + C f  ,

a = -
E - h

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

( 20 ) 

( 21 )

В уравнениях (15), (16), (18)-(21) постоянные интегрирования C11, C12, C21, C22, C31, C32 определяются из началь
ных условий и(0) = 0 и u'(L/2) = es/J (zsh —  деформация свободной усадки в бетоне).

Случай 1. Значение функции u(L/2) < Lz1 —  плита деформируется, не достигая в любом сечении точки с макси
мальным напряжением T1 (см. рис. 10, участок [0; U1]). То есть функция и(х) имеет только вид (15).

Получаем следующую систему линейных уравнений:

и(0) =- 0 C,1+Сг =0

, ( L Л <=> « /
р-С1 exp

V
и -UJ=  £ S/7 p | j - p e x Pj - p | j = e s

C l = -
2р cosh р

Cl=-
2p-cosh р

■г)

( 22 )

Случай 2. Этот случай справедлив, если значение функции U1 < и < и2. Здесь функция и(х) имеет вид (15) до не
которой точки X1, в которой достигается значение U(X1) = U1; а далее функция и(х) описывается уравнением (18).

В этом случае справедлива система уравнений:

U(O) = O
ДО ДОСТИЖ. ТОЧКИ U1

после прохожд. точки U1

C l= -C l

C,2 =С\ exp(-A. L)+e0
(23)

Так как функция и(х) непрерывно дифференцируема, изменение как и(х), так и du(x)/dx происходит плавно, т. е. 
без скачков. В этом случае необходимо ввести условие, что для точки X1, в которой происходит "склейка” 
(т. е. limx̂ x1_0u(x) = Iimx̂ x1+0u(x) = U1, а функции и(х) справа и слева от точки X1 определены по формулам (15) и (18) 
соответственно), выполняется условие Iimx̂ x1 _0u'(x) = Iimx̂ xuoUr(X). Это соответствует тому, что при системе условий:

C1 ехр(-(3-Xj-TC2 ехр(-Р* X1) = C12 ехр(Х-X1) +C22 ехр(->,-X1 J -^ = U 1
 ̂ к (24)

р (С 1 ехр(Р х1)-С 2 е хр (-р х1)) = >.(С12 ехр (Х х1) -С 2 е х р (-Х х 1))

выполняется следующее равенство:

C2 ехр(-А. (х 1-/.)) +е0- -ехр(-Х-х})=и (25)
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Рис. 12. Общий вид устройства [20]

Рис. 13. Разрушение бетонного кольца

Рис. 14. Общий вид монолитной плиты П-п-Х

— 1 - модель (трехлинейная аппроксимация сдвига) 
♦  2 - эксперимент (основание бетонное)

Рис. 15. Распределение относительных перемещений 
в плите

------1 - модель - упругий расчёт
* 2 - модель - упругопластич расчёт по трёхлин диагр. сдвига 
л 3 - модель - упругопластич расчёт по двухлиндиагр. сдвига
♦  4 - предельно допустимый уровень напряжений

Рис. 16. Распределение относительных напряжений в плите

CT1

------1 - модель - упругопластич. расчёт по двухлин. диагр. сдвига
ж 2 - модель - упругопластич. расчёт по трёхлин. диагр. сдвига 
♦  3 - предельно допустимый уровень напряжений

Рис. 17. Распределение относительных напряжений 
в имитируемой плите

Подставим уравнения (23) и (25) в систему (24). 
Таким образом, находим точку "склейки" X1 для двух 
уравнений (15) и (18). После нахождения значения X1 
определяем все постоянные интегрирования C11, C12, 
C21 и C22.

Из представленных равенств получаем следующую 
систему уравнений:

с ’ = -

C11=-

u 1
2sinh(P X1)

Ui
2sinh(P х ,)

C 22 =
U1-H^-E0 XexpI XIii]]
expf-X -fX j-L^+expf-X -x,)

Cf =C22 exp(-X-Z_)+e0 X exp(-4 )
Тогда решение для U1 < u < U2 примет вид:

U(X) =
C11 ехр(Р х)+С2 ехр(—р х), если 0<х<х, 

С,2 ехр(Х х) + С22 ехр(-Х х ) - р  если х > х г

(26)

(27)

Случай 3. Данный случай справедлив, если 
значение функции u(Z_/2) > u2. Здесь функция и(х) имеет 
вид (13) до некоторой точки х2, в которой достигается 
значение u(x2) = и2; а далее функция и(х) описывается 
уравнением (6).

Введем условие, что для точки х2, в которой происхо
дит "склейка" (т. е. Iimx̂ x2_0u(x) = limx_̂x2+0u(x) = u2, а функ
ция u(x) справа и слева от точки х2 определена по фор
мулам (15) и (18) соответственно), выполняется условие 
,imx->X2-oU'(x) = lirrv^+oU'Jx). В таком случае запишем еле-

1 0 4 / ISSN 1818  9792 C O N S T I O C T I I N  S C I E N C E  fi E N G I N E E R I N G Г2111



\ Ш 81 И ЖЕДЕЗВЬЕТВ!

дующую систему условий:

U(O) = O до достижения точки
< = > >

после прохождения точки и2

которую можно переписать:

2sinh(P*x1)

с . _  ц '

' 2sinh(P-X1)

Cf exp(X x,)+C f exp(-X x , ) - ^ = U |

P (C je x p (P x l ) - C 2 ехр(-р X 1) )  = X (Cf ехр(А.х,)-С 22 ехр(-Я.х,)) 

* С,2 ехр(). х 2 )+С22 ехр(-Х х 2 ) - ^ = и 2

X ( C f e x p ( X x 2 ) - C 2 e xp (-X x2)) = — - — X 2 +Cf
Er h

E - h  2
- + C f  - е 0

Хг Х2- + С ? х 2 + С23 = и2,
E c h 2

где, численно решая, находим: C11, C12, C21, C22, C31, C32, X 1 их2.

Тогда решение для и >и 2 примет вид:

(28)

(29)

1У(х) = С1 ехр(Р-х)-1-С2 ехр(-р х), если 0 < х < х ,

< L/(x) = C12 exp(>. x)-i-C2 exp(-^ x ) - ^ ,  если х , < х < х 2 (30)

X 2 Lи(х) = а — +C13-х + C2, если х2< х < - .
2 1 2 2 2

Таким образом, используя зависимость "т —  и" для различных значений Zsht системы уравнений (27) и (30) опи
сывают закон изменения функции и(х).

4.2 Расчет напряжений
Известно, что бетон является упругопластическим материалом. Особенно это свойство может проявляться на 

начальных стадиях твердения бетона, когда жесткость ограничивающей связи, сдерживающей собственные дефор
мации, весьма значительна. Если деформации бетона развиваются быстро, в начальный период твердения при до
статочно большой жесткости ограничивающей связи упругий расчет, как в [5, 6, 12], будет давать погрешность из- 
за неучтенной релаксации напряжений, являющейся следствием проявления пластических деформаций. Следует 
отметить, что это свойство проявляется как в бетоне, претерпевающем усадку, так и в расширяющемся бетоне. 
Причем в последнем случае —  в более значительной мере.

Механизм учета упругопластических деформаций подробно рассмотрен в [19]. Принцип расчета напряжений 
основан на том предположении, что возможен расчет напряжений в теле бетона, основываясь исключительно на 
знании величины деформации, которая не реализовалась вследствие ограничения со стороны наложенной связи. 
В соответствии с [4] напряжение в бетоне можно записать в следующем виде:

< М П = (е свобод -е „ >
E M )

1+(р<0
(31)

где ф(0 —  коэффициент упругопластических деформаций, определяемый согласно [19]; 
есвобоД ~  свободная усадочная деформация бетона; 
еСВЯзн —  связная деформация бетона плиты.

5 СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА C ДАННЫМИ ОПЫТОВ

При выполнении расчетов по представленной в разделе 4 модели были приняты следующие исходные данные, 
соответствующие опытам, выполненным в лабораторных условиях:
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—  характеристики сдвига: T 1 т  = 1,03 МПа; 
T2 = 0,24 МПа; uhR(t) = 0,000039 м; U2 = 0,000169 м;

—  деформации свободной усадки Esh, полученные на 
образцах-призмах размерами 7x7x20 см, выполненные 
из того же бетона и хранившиеся в тех же условиях, что 
и опытная плита (Esh = 0,000340);

—  деформации связной усадки и напряжения, уста
новленные по методике, представленной в [20]: боль- 
шое кольцо: е6 кольцо = 0,000027; O6 кольцо = 5,86 МПа; малые 
кольца: ем кольцо = 0,000119; ом кольцо = 5,80 МПа. Большое 
кольцо представлено на рис. 12, 13;

—  модуль упругости, полученный на бетонных приз
мах размерами 10x10x40 см: Ec = 33 550 МПа;

—  разрушающая нагрузка при растяжении: 
fctm = 5,89 МПа.

Плита П-п-Х (рис. 14) была выполнена в лаборатории 
испытательного центра Брестского государственного 
технического университета (БрГТУ) непосредственно на 
бетонном основании. Ее геометрические размеры —  
4000x250x60 мм. Измерения перемещений плиты про
изводились индикаторами часового типа с ценой деле
ния 0,001 м в течение 28 суток.

В лабораторном эксперименте для бетона использо
вали портландцемент марки ПЦ-500Д0. В качестве 
заполнителей для бетона в образцах использовали пе
сок Заславльского карьера с модулем крупности 
M k = 2,2-2,4, гранитный щебень Микашевичского карь
ера фракции 5-20 мм. Щебень перед использованием 
промывали в проточной воде. Водоцементное отноше
ние В/Ц было назначено равным 0,46.

Графики результатов, полученных в эксперименталь
ных исследованиях, и графики расчетов перемещений 
плиты П-п-Х, а также теоретически определенных на
пряжений представлены на рис. 15, 16.

Сравнивая графики распределения относительных 
перемещений плиты, полученные при анализе экспери
ментальных данных и рассчитанных с использованием 
построенной модели, следует отметить их достаточно 
хорошее совпадение. Отклонение экспериментальных и 
теоретических значений относительных перемещений 
(см. рис. 15, крайняя точка плиты П-п-Х с относительной 
координатой x/(L/2) = 1,) полученных при моделирова
нии по трехлинейной аппроксимации кривой сдвига, со
ставляет 16,2 %. Как видно из рис. 16, относительные 
напряжения в экспериментальной плите приближаются 
к критическому уровню уже на четверти расстояния от
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правого края плиты (точка с относительной координатой 
x/(L/2) = 0,75). Очевидно, что необходимо заложить 
большую толщину плиты или уменьшить длину нераз
резной части с целью предотвращения трещин. Если, 
как рекомендует СНиП 2.03.13 [1], заложить толщину 
плиты, равную 0,2 м, при устройстве бетонного покры
тия на бетонном основании, и при этом увеличить длину 
неразрезной части до 6,0 м, распределение относи
тельных напряжений в плите на 28 суток (изготовленной 
из такого же бетона, что и экспериментальная плита 
П-п-Х) будет выглядеть, как показано на рис. 17.

Нижний график на рис. 17 —  распределение напря
жений по длине плиты при трехлинейной аппроксима
ции кривой сдвига, верхний —  то же, при двухлинейной 
аппроксимации [6]. Очевидно, что при использовании в 
расчетах двухлинейной диаграммы сдвига, напряжения 
приближаются к предельным уже на середине правой 
части плиты (см. рис. 17, точка с относительной коорди
натой x/(L/2) = 0,55), в то время как при трехлинейной 
диаграмме напряжения нигде не достигают предельно
го уровня.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

1 Согласно проведенным экспериментальным исследо
ваниям, авторы считают вполне приемлемым использо
вание в модели, описывающей развитие напряженно- 
деформированного состояния в плите, двухлинейной 
диаграммы сдвига в случае применения сыпучих осно
ваний (песка, гравия, щебня) или основания с так на
зываемым скользящим слоем. В этом случае погреш
ность расчета перемещений в плите будет незначи
тельной, так как в подобных ситуациях не происходит 
выраженного падения напряжения при достижении 
максимального уровня напряжений в контакте.

2 При использовании в качестве основания бетона 
или, как в [6], стабилизированного основания 
применение двухлинейной аппроксимации вносит 
значительную погрешность в расчет напряжений. 
Таким образом, использование в модели трехли
нейной диаграммы сдвига позволяет более точно 
прогнозировать поведение плиты, устроенной на 
бетонном основании (и подверженной вынужден
ным деформациям усадки), что даст возможность 
значительно экономить материал и точнее прогно
зировать место устройства деформационного шва.
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