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Аннотация. Определение величин критических сил, вызывающих потерю устойчивости центрально-сжатых 
деревянных брусьев в составе строительных конструкций является необходимым требованием при проверке их 
несущей способности. По этой причине требуется разработка научно обоснованной расчетной модели опреде­
ления коэффициентов расчетных длин центрально-сжатых деревянных элементов, связанных с часто установ­
ленными упругими опорами или с упругим основанием. В статье приводится решение задачи их устойчивости 
при различных способах опирания концов бруса (шарнирно закрепленные концы; один из концов защемлен, вто­
рой — закреплен шарнирно; оба конца защемлены; один из концов свободен, второй — защемлен). Результаты 
изложенного в статье решения могут быть использованы для определения коэффициентов продольного изгиба 
сжатых деревянных брусьев, связанных с упругим основанием.
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Abstract. Determination of the values of the critical forces causing the loss of stability of centrally compressed wooden 
beams in the composition of building structures is a necessary requirement when checking their bearing capacity. For 
this reason, it is necessary to develop a scientifically grounded design model for determining the coefficients of the 
design lengths o f centrally compressed wooden elements associated with often installed elastic supports or with an 
elastic foundation. The article provides a solution to the problem of their stability with various methods of supporting 
the ends of the beam (pivotally fixed ends; one of the ends is pinched, the second is fixed pivotally; both ends are 
pinched; one o f the ends is free, the second is pinched). The results obtained in the form of graphs of changes in the 
coefficients o f the calculated lengths of compressed wooden beams associated with an elastic base are recommended to 
use for assessing their stability under central compression. The results o f the solution presented in the article can be 
used to determine the buckling coefficients of compressed wooden beams associated with an elastic foundation. 
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Введение
Задача потери устойчивости центрально-сжатого 

стержня, связанного с упругим основанием, была 
впервые представлена в работе, автором которой 
являлся F. Engesser [1]. Полученное им решение 
было развито другими исследователями (M. Piazza, 
R. Tomasi, R. Modena [2]), рассмотревшими иное 
закрепление концов, отличное от шарнирно-непод­
вижного в поперечном направлении по отношению 
к продольной оси стержня. Результаты полученных

решений легли в основу проверочных расчетов по 
оценке устойчивости сжатых стержней, связанных 
с упругим основанием, в частности сжатых винтов в 
массиве древесины [3—8]. При этом следует отме­
тить, что в полученных решениях материал стержня 
принимался изотропным, а сам стержень являлся 
телом сплошного поперечного сечения. Названные 
предпосылки позволяли не производить учет влия­
ния поперечной силы в стержне на форму его изог­
нутой оси при продольном изгибе.
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Древесина как конструкционный материал обла­
дает анизотропией свойств: в данном случае следу­
ет учитывать влияние поперечной силы на ордина­
ты функции изогнутой оси стержня при его про­
дольном изгибе. В частности, между модулем упру­
гости и модулем сдвига названного материала име­
ется существенная разница (на порядок).

Решение этой задачи актуально для оценки ме­
стной устойчивости отдельных элементов в доща­
то-гвоздевых конструкциях, а также для оценки ус­
тойчивости верхнего неразрезного пояса деревян­
ных ферм, сжатых поясов рам, узлы которых не 
могут быть приняты неподвижными в вертикальной 
плоскости [9, 10]. При достаточно коротком разме­
ре панели и частом расположении узлов сжатые 
пояса названных конструкций могут быть рассмот­
рены как деревянные балки, связанные с упругим 
основанием.

Основная часть

В основу предлагаемого решения рассматривае­
мой задачи положено дифференциальное уравне­
ние центрально-сжатого стержня, связанного с уп­
ругим основанием:

d 4v P  d2v c
— г  + -------- — + —  v -  0
dx4 EI dx2 EI

( 1)

где EI — изгибная жесткость стержня, Н-м2; v — поперечные 
перемещения оси стержня только от действия изгибающего 
момента, м; x — текущая координата в продольном направле­
нии, м; P  — усилие сжатия в стержне, Н; с — коэффициент по­
стели винклеровского основания, Н /м 3.

Сжатые пояса ферм или рам располагаются на 
подвижных опорах, поэтому для оценки их устой­
чивости при помощи полученного ниже решения 
следует разделить жесткость упругих опор (величи­
ну сжимающих усилий в стержнях решетки) на дли­
ну панели (шаг узлов) [11].

Применяя закон Гука для сдвига, можно полу­
чить следующее дифференциальное уравнение:

du Q
~Т = Е7 , (2)dx GA

где G — модуль сдвига, Па; и — поперечные перемещения оси 
стержня только от действия поперечной силы; м, Q — про­
дольная сила в стержне, Н.

Дифференцируя уравнение (2) трижды и учиты­
вая, что функция изменения поперечной силы в 
стержне — первая производная от изгибающего 
момента, величина которого М  =  Pw, где М  — 
обобщенный изгибающий момент, Н-м, возникаю­
щий в произвольном сечении по длине стержня 
от суммы ординат перемещений этого сечения 
w =  v +  и, м, от исходного прямолинейного поло­

жения, а также суммируя уравнения (1) и (2), мож­
но получить следующую запись:

d 4w P  d 4w P  d2w c .

dx4 ~GAdx4  + E id x 2 + E I w -  ■ (3)

Для удобства решения уравнения (3) его запись 
можно представить в несколько иной форме:

д4 R 2 А4 У + - т  У -  и2 
n

А4 у  4  - ±  А2 у
V 4  П У

(4)

где А — оператор конечной разности; у  =  w /w max — функция 
безразмерных ординат эпюры перемещений стержня в мо­
мент потери устойчивости, отношение функции изогнутой оси 
к максимальной ординате; R =  cL4/ E I  — безразмерный пара­
метр жесткости упругого основания; L — длина стержня, м; 
n — число участков разбиения стержня по длине; и -  L^jP/EI 
— безразмерный параметр критической силы; J  =  E / G  — от­
ношение модуля упругости и модуля сдвига; Хо =  L / i  — пара­
метр гибкости стержня, отношение его геометрической дли­
ны к радиусу инерции поперечного сечения в плоскости про­
дольного изгиба; i — радиус инерции поперечного сечения.

При решении уравнения (4) необходимо разде­
лить правую и левую части равенства, вводя функ­
цию-форму Ф, которая при решении будет уточне­
на методом последовательных приближений. Этот 
подход был сформулирован исследователями ус­
тойчивости стержня переменной жесткости N. M. 
Newmark [12] и M.G. Salvadori [13]. В основе дан­
ного подхода лежит задание формы искривленной 
оси стержня, которая многократно уточняется при 
численном решении дифференциального уравне­
ния до тех пор, пока разница между искомыми ве­
личинами не достигнет допустимого уровня по­
грешности. Для решения уравнения (4) при помощи 
описанного подхода его следует переписать в сле­
дующем виде:

А4
R

У + —  уn4
r j i ^
А4Ф —------- - А2Ф

V 4  n2 у
(5)

В представленной работе применен метод экстра­
поляции Рунге—Ромберга, использованный не с це­
лью уточнения значений численных производных 
для применения их при решении, а с целью поиска 
такого числа разбиения n стержня по длине, при ко­
тором величина экстраполированного приращения 
производной была бы сопоставима с погрешностью 
ее округления. Расчет стержней на устойчивость 
производился с числом участков n =  6, 12, 24, 48 
разбиений стержня по длине. При этом погрешность 
вычисления производных второго порядка точности 
уменьшалась в 4, 16 и 64 раза соответственно. Оцен­
ка погрешности первой численной производной 
функции изогнутой оси по методу Рунге—Ромберга
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[14] выполнена с использованием следующей фор­
мулы

O =
Ук/2 -  yh 

3
(6)

где y^ 2 — численная производная функции изогнутой оси, оп­
ределенная с использованием дробного (уменьшенного 
вдвое) шага; yh — то же, с использованием принятого шага.

Оценка погрешности старших численных произ­
водных осуществлялась путем последовательного 
дифференцирования первой производной.

При разбиении стержня на п участков следует 
вычислить конечные разности, входящие в уравне­
ние (5), для n + 1 точки, в то время как конечные 
разности четвертого порядка могут быть вычисле­
ны для n -  3 точек. Остальные четыре уравнения 
следует составлять из граничных условий. Чтобы 
применять конечные разности в начальной и конеч­
ной точках на оси стержня одного порядка точно­
сти при формулировании граничных условий, сле­
дует использовать интерполяционный полином Ла­
гранжа для вычисления значений функции изогну­
той оси в безразмерных ординатах по шести точ­
кам и записать его производные в этих точках:

П
L(x  ) = w max E  У111(x  X

i=0
(7)

где
n X -  Xj x -  Xj +, x -  Xj ,2

l(x) = П  ------- ----------- — -------- —
j=0,j *i xi -  xj xi -  xj +1 xi -  xj +2

x -  xn _

x  -  xn’
(8)

и конечные разности интерполяционного полино­
ма Лагранжа различных порядков в начальной и 
конечной точках:

л 137 . . 10 5 1
АУо = -  -60 Уо + 5 У -  5 У2 + у  Уз -  4  У4 + 5  У5; (9)

а2Уо = 12(45Уо -154у  + 214У2-156У3 + 61У4 -10У5); (10) 

А3 У0 = 4  (-17У0 + 71y1 -118 У2 + 98 У3 - 41y4 + 7У5); (11)

А4У0 = 3У0 -1 4 У! + 26У2 -2 4 У3 +11y4 - 2 У5; (12)

137 10 5 1
аУп = 6 )  Уп -  5Уп- 1 + 5 Уп- 2 -  У  Уп- 3 + 4 Уп- 4 -  5  Уп-5 ; (13)

А2 Уп = 12 (45 Уп -154 Уп- 1 + 214 Уп -  2 -156 Уп -  3 + (14)
+ 61Уп-4 -1 0Уп-5);

А3 Уп = 4 (17 Уп -  71Уп-1 +118 Уп -  2 -  98 Уп -  3 + (15)
+ 41Уп-4 - 7Уп-5).

Рис. 1. Изогнутые формы деревянных брусьев, 
связанных с упругим основанием при различных 
значениях параметра гибкости А,0

Формулировка возможных граничных условий 
выполнена следующим образом:
• а) шарнирно-неподвижное закрепление обоих 
концов в поперечном направлении к оси стержня:

EI  *2 EI  2
wmax ,2  А У0 = 0 ; wmax ,2  А Уп = 0 , (17)h2 h

У 0 = 0, Уп = 0, (18)

из чего следует, что конечные разности второго 
порядка на концах стержня равны нулю, поскольку 
изгибная жесткость EI  и шаг разбиения h ненуле­
вые;
• б) один из концов защемлен и неподвижен в по­
перечном направлении, второй оперт шарнирно-не­
подвижно; в данном случае определение граничных 
условий при защемлении одного из концов следует 
формулировать полагая, что вблизи жесткой за­
делки концевое сечение стержня имеет ненулевой 
угол отклонения от исходного положения, посколь­
ку его значение обусловлено сдвигом:

w 0
GA

-1 M  0 = E^w  0 = Ji 2w 0
GA GA

(19)

Представляя функцию изогнутой оси стержня в 
общем случае неизвестной, можно произвести ап­
проксимацию ее конечной разности для средних 
точек, принимая второй порядок точности [15, 16]:

а4 yi = yi-2 -  4 yi-1 + 6У; -  4 yi+1 + yi +2 • (16)

Переходя к конечным разностям, умножив урав­
нение на куб шага разбиения стержня, можно пе­
реписать уравнение (19):

п2 3
Ау0 - А у 0 = 0, (20)4
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Рис. 2. Изогнутые формы деревянных брусьев, 
связанных с упругим основанием, без учета 
поперечной силы (а )  и с ее учетом (б )

а условие неподвижности концов будет аналогично  
записи (18);
• в) оба конца защемлены и неподвижны, условие 
защемления правого конца:

п 2 3
ДУп -  J ~ Y  А У п  = 0. (21)

Остальные граничные условия аналогичны (15) и
(17);
• г) один из концов защ емлен, второй — свободен:

n 2 3
—  Д3У п  =  о , У п  =  0 ;
4

(22)

Д2 У  0 =  0. (23)

Решение дифференциального уравнения (3) с 
учетом последующих преобразований и примене­
ния соответствующих граничных условий сводится 
к решению системы n +  1 линейных неоднородных 
уравнений матричным методом. Далее проиллюст­
рировано построение матрицы коэффициентов при 
неизвестных D  и вектора свободных членов F.

Область граничных условий 
(2 строки)

1 -4 6 - 4 1 0 ...

0 1 - 4 6 - 4 1 ... ; (24)

0 1 - 4 6 - 4  1

Область граничных условий 
(2 строки)

а, д — шарнирно закрепленные концы; б, е — один из концов 
защемлен, второй закреплен шарнирно; в, ж  — оба конца 
защемлены; г,з — один из концов свободен, второй — защем­
лен

Рис. 3. Графики изменения коэффициента расчетной 
длины деревянного стержня, связанного с упругим 
основанием, при J =  13 ( а —г) и при J =  22  (д —з)

' 0 0 0 0 0 0 . . :

0 0 0 0 0 0 ...

0 0 1 0 0 0 ...

0 0 0 1 0 0 ...

0 0 0 0 0 0 ...

о 0 0 0 0 0

[D  ] = [D  J  + [D  2]; (25)

[Ф IV J Фг -2 -  4Фг-1 + 6Фг -  4Фг+1 + Фг+2

[Ф I I ] =

где

Ф -1 -  2 Ф  + Ф +1

[ф ] = [ф о . . . ф , . . . Фп ]Т ;

[F  ] = [Ф i v ] 4  -  4 [ Ф  п]- 
Г о п

; (26)

(27)

(28)
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Структура вектора значений из свободных коэф­
фициентов правой части выражения (27) аналогич­
на структуре матрицы левой части (24) — две пер­
вые и две последние строки занимают формули­
ровки граничных условий а—г. Следует отметить, 
что и в исходном уравнении (4), и в его матричных 
преобразованиях отсутствует такой параметр, как 
длина стержня. Поэтому значения ординат функ­
ции-формы, входящие в состав вектора F  следует 
получать, полагая длину стержня равной единице 
или отношению текущей координаты x к длине 
стержня L. Определение вектора безразмерных 
ординат функции изогнутой оси стержня [у] осуще­
ствляется при решении системы линейных уравне­
ний в матричном виде:

[у  ] = U 2 [ D  ] - 1[F ] . (29)

Удобно в этом случае принять значение и за еди­
ницу. Решением уравнения (29) является вектор 
значений [у], нормализовав который и подставив 
полученные результаты вместо значений вектора 
[Ф], расчет повторяем. Квадрат параметра и здесь 
является коэффициентом пропорциональности ме­
жду правой и левой частями уравнения (29). Значе­
ние коэффициента расчетной длины стержня в 
этом случае может быть определено из следующе­
го выражения:

Р = W У max ’ (30)
гдеymax — максимальное значение элемента ненормализован­
ного вектора безразмерных ординат [у].

При помощи рассмотренного подхода была ре­
шена задача потери устойчивости сжатого деревян­
ного бруса, связанного с упругим основанием. Вы­
числение ординат формы потери устойчивости и 
коэффициента расчетной длины выполнено при 
его разбиении по длине на n =  48 равных частей. 
На рис. 1—3 показаны наиболее характерные слу­
чаи изменения формы изогнутых осей при различ­
ных способах закрепления концов деревянного 
бруса.

Анализируя потерю устойчивости сжатых дере­
вянных брусьев, связанных с упругим основанием, 
следует отметить, что на величины ординат функ­
ций изогнутых осей и характер форм их изогнутых 
осей наиболее существенное влияние оказывает 
безразмерный параметр жесткости упругого осно­
вания R, а параметр гибкости Xq вызывает, главным 
образом, различие ординат функции изогнутой оси 
стержня. Соотношение модуля Юнга к модулю 
сдвига J  =  E/G,  как правило, вызывает изменение 
только значений коэффициентов расчетных длин, 
но качественно на форму потери устойчивости пра­
ктически не влияет.
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При сравнительно небольшом различии ординат 
функций изогнутых осей стержней центрально­
сжатых деревянных брусьев, связанных с упругим 
основанием, коэффициенты их расчетных длин 
различаются незначительно. В тех же случаях, ког­
да эта разница значительна либо вообще присутст­
вует качественно иная форма деформирования 
(разное число полуволн изогнутой оси стержня), 
наблюдается существенное изменение коэффици­
ентов расчетных длин. Как и было упомянуто ра­
нее, учет влияния поперечной силы при продоль­
ном изгибе стержня важен, поскольку это явление 
значительно сказывается на величине коэффици­
ента расчетной длины и схеме деформирования 
стержня. На рис. 2 показан пример изменения ка­
чественных форм деформирования шарнирно за­
крепленных по концам сжатых брусьев без учета и 
с учетом сдвига.

Для безразмерных параметров жесткости упру­
гого основания R =  500; 5000 и 20000 без учета по­
перечной силы в поперечных сечениях деревянных 
брусьев коэффициенты расчетных длин р равны 
соответственно 0,404; 0,261 и 0,177. При учете дей­
ствующих поперечных сил для принятых значений 
безразмерной жесткости основания минимальные 
значения коэффициентов расчетных длин равны 
соответственно 0,732; 0,308 и 0,247. Для рассмот­
ренного примера критические нагрузки, получен­
ные без учета сдвига, будут завышены от двух до 
трех раз.

Графики изменения коэффициентов расчет­
ных длин деревянных брусьев, полученные при 
различном закреплении их концов, различном 
параметре гибкости Xq и соотношении модуля 
Юнга к модулю сдвига J =  13 и J =  22, показа­
ны на рис. 3. Промежуточные значения коэффи­
циентов расчетных длин между смежными гра­
фиками могут быть найдены при помощи линей­
ной интерполяции.

Проверку устойчивости деревянного бруса, свя­
занного с упругим основанием или с часто распо­
ложенными упругими опорами по длине, следует 
проводить используя формулу Эйлера для критиче­
ской силы.

В ы в о д ы
1. Разработанное решение позволяет учесть сле­

дующие факторы:
• различное закрепление концов деревянного 
бруса, связанного с упругим основанием;
• влияние поперечной силы на форму потери ус­
тойчивости рассмотренного деревянного бруса: 
учет сдвига качественно изменяет его форму поте­
ри устойчивости, позволяет определить коэффици­
енты расчетных длин, которые при учете рассмот-
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ренного явления заметно возрастают по сравне- менения коэффициентов расчетных длин сжатых 
нию с решением подобной задачи с использова- деревянных брусьев, связанных с упругим основа­
нием изотропного материала. нием, рекомендуется использовать для оценки их
2. Полученные результаты в виде графиков из- устойчивости при центральном сжатии.
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