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Чичурин А. В., Швычкина Е. Н. О соотношениях между точными и приближенными решениями 

модели хемостата, содержащей два субстрата и один микроорганизм. Для модели хемостата с одним 

микроорганизмом, двумя питательными субстратами и двумя различными механизмами их взаимодействия 

приводится обзор результатов, полученных авторами. Приведена связь между точными аналитическими 

решениями и решениями, найденными с применением асимптотических методов.   
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Chichurin Alexander, Shvychkina Alena. On the relations between the exact and approximate solutions of 

the model of chemostat, that contains two nutrients and one microorganism. For a chemostat model with one 

microorganism, two nutrient substrates and two different mechanisms of their interaction, a survey of the results 

obtained by the authors is given. A connection is made between the exact analytic solutions and solutions found using 

asymptotic methods. 

Keywords: сhemostat model, microorganism with two nutrients, exact solution, approximate solution, 

differential equation, equilibrium position. 

 

ВВЕДЕНИЕ  

Рассмотрим ресурсную модель, которая описывает процесс роста микроорганизма в 

хемостате [1]. Хемостат – это лабораторный аппарат, используемый для производства и 

физиологического изучения микроорганизмов. Такие модели имеют место как в экологии 

(например, условия роста планктона в озерах), так и в биотехнологических задачах. 

Экспериментальные исследования взаимосвязи между теорией и экспериментом можно 

найти, например, в [2−6]. Базовая модель роста популяций в хемостате, которая 

основывается на кинетике Моно, описывается безразмерной системой 
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 (1) 

где параметр D  называется потоком и он численно равен скорости подачи питательного 

субстрата в ферментер; функция )(ts  обозначает плотность питательного субстрата; 

функции )(),( 21 txtx – плотности микроорганизмов в момент времени t ; 0s  концентрация 

субстрата в питательном растворе на входе (начальная концентрация); параметры 

 ),( 21iai  константы Михаэлиса-Метен; величины ),( 21imi  обозначают максимальные 

скорости роста i -го микроорганизма. 

Системы вида (1) изучались в многочисленных работах (например, [1−6]), где для них 

были проведены исследования с помощью асимптотических и топологических методов, а 

также с помощью методов качественной теории дифференциальных уравнений.  

В работах [7−10] было показано, что в случае, когда коэффициенты Михаэлиса-Ментен 

удовлетворяют условию 21 aa   интегрирование дифференциальной системы третьего 

порядка (1) удается свести к интегрированию одного нелинейного дифференциального 

уравнения первого порядка. В работах [7−9, 11] были найдены коэффициентные 

соотношения, при выполнении которых удается построить двухпараметрические семейства 

решений в аналитической форме и привести визуализацию этих решений. В этих же работах 

были приведены области допустимых значений параметров системы (1), которые 

гарантируют существование аналитических решений.   

В работах [12−16] было показано, что модели с несколькими субстратами в ряде задач 

являются более адекватными для описания процессов взаимодействия. Так модели, 

связанные с наличием двух или более субстратов, важны для изучения, поскольку при 

наличии этих субстратов и их взаимодействии изменяется эффективность роста 

микроорганизма (микроорганизмов). Этот процесс реализуется в случае, когда два субстрата 

удовлетворяют различным потребностям микроорганизма. Пример двух таких субстратов: 

аммиак предоставляет азот, в то время как глюкоза дает углерод [15] (образующие блоки 

белка). Такие субстраты дополняют друг друга. Аналогичным образом два питательных 

вещества являются взаимозаменяемыми, если они отвечают тем же потребностям организма. 

Например, глюкоза, галактоза, фруктоза обеспечивают микроорганизм энергией (сахар) [13]. 

В данной работе мы рассмотрим модификацию хемостат-модели (1), в которой 

присутствуют два питательных субстрата и только один микроорганизм.  

Выделяют три основных механизма взаимодействия субстратов [12]:  
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-  з имо ополн ющие, когда происходит взаимодействие между субстратами. 

Например, было установлено [13, 14], что кишечная палочка E. Сoli при культивировании 

использует как субстрат сахара глюкозу, галактозу и др. Но клетки E. Coli, выращенные в 

хемостате, способны заменить глюкозу в качестве источника углерода и энергии некоторыми 

другими сахарами без лаг-периода [2]; 

-  з имо ополн ющие, когда не происходит взаимодействие между субстратами. 

Например, при строительстве молекул белка аммиак (первый субстрат) выделяет азот 

(второй субстрат) не взаимодействуя с ним, тоже самое можно сказать о глюкозе (первый 

субстрат) и углероде (второй субстрат) [15]. Два питательных вещества (субстрата) 

дополняют друг друга, если они удовлетворяют разным потребностям микроорганизма; 

-  з имоз мен емые. Оба субстрата при этом удовлетворяют одинаковым потребностям 

микроорганизма. Например, два из следующих шести веществ: глюкоза, галактоза, мальтоза, 

рибоза, арабиноза и фруктоза, могут быть выбраны в качестве двух субстратов, которые 

участвуют в процессе обеспечения энергией микроорганизма [13]. 

МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ  

Рассмотрим модель хемостата, в которой происходит рост одного микроорганизма, 

питающегося двумя субстратами. Такая модель описывается системой дифференциальных 

уравнений [15, 16]: 
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 (2) 

с заданными начальными условиями 

,0)0(,0)0(,0)0( 0202101  xxssss  (3) 

где    )2,1(iyi коэффициенты экономичности использования субстрата, показывающие 

какая доля i го субстрата идет на увеличение биомассы микроорганизма на единицу 

потребляемого ресурса.  

З меч ние 1. Система (2) записана в безразмерной форме. Функция 1 2( , )f s s  

выбирается исходя из имеющего способа взаимодействия субстратов. 

В случае если субстраты взаимозаменяемы, то 
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если субстраты взаимодействуют между собой, то 
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 ; (5) 

если субстраты не взаимодействуют между собой и одно питательное вещество ограничивает 

другое, то функция ),( 21 ssf  в системе (2) принимает вид [16] 
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Величины 21,, mmD  и 21,aa  в соотношениях (4)−(6) являются биологическими параметрами 

и принимают действительными положительные значения. 

В работе [17] было показано, что система (2), (3) может быть переписана в виде 
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Решение первых двух уравнений системы (7) имеет вид 
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   ,  (8) 

где       – произвольные постоянные. Подставив соотношения (8) в третье уравнение 

системы (7), получим уравнение 
  

  
 . .    

 

  
      

        
 

  
      

   /   /  .  (9) 

В работах [17, 18] система (7) исследовалась для случая, когда      Тогда 
     ,     , (10) 

и третье уравнение системы (7) принимает вид 
  

  
 . .    

 

  
      

 

  
 /   /  .  (11) 

В работе [17] было проведено численное исследование уравнения (11) для различных 

механизмов воздействия субстратов на микроорганизм, т.е. рассматривалась функция 

),( 21 ssf  вида (4), (5) или (6). Там же была приведена визуализация поведения таких систем, 

после чего был сделан вывод о том, что наиболее высокая плотность микроорганизма будет 

возникать в случае взаимодополняющих субстратов. Были также показаны и 

проиллюстрированы различия в поведении систем, моделирующих невзаимодействующие 

взаимодополняющие субстраты и взаимодействующие взаимодополняющие субстраты. 

Компьютерные симуляции показали, что взаимодополняющие субстраты, которые 

взаимодействуют между собой, приводят к более высокой плотности микроорганизма, чем 

невзаимодействующие, при которых микроорганизмы вымирают. Это согласуется с 

экспериментальными результатами [20] о том, что дополнительные питательные вещества 

(глюкоза и пептон) значительно увеличивают производство водорода анаэробными водород 

образующими бактериями. 

В работе [18] дифференциальное уравнение (11) было проинтегрировано для трех 

различных видов функции ),( 21 ssf . Приведенные там точные частные решения 

дифференциальных уравнений описывают зависимости  ( ) в моделях хемостата (2)-(4) и 
(2), (5), (6). Были приведены примеры, в которых для конкретных значений параметров 

указывался точный вид решений и осуществлялась визуализация этих решений, а также 

демонстрировалось совпадение графиков интегральных кривых с графиком потока 

соответствующего векторного поля на достаточно больших временных промежутках.  

В работе [19] было рассмотрено дифференциальное уравнение (9) для случая (4) и были 

найдены коэффициентные условия на параметры системы (2), при выполнении которых его 

удается проинтегрировать. Для функции ),( 21 ssf  вида (5) был проведен численный анализ 

решения уравнения (9), записанного в виде интерполяционной функции. Эта функция 

аппроксимирует на заданном временном интервале точное аналитическое решение, которое 

найдено с применением асимптотических методов. 

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 
В зависимости от характера взаимодействия субстратов рассмотрим два случая.  

1. Пусть функция ),( 21 ssf  имеет вид (5). Тогда уравнение (9) примет вид 
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.       
 

  
        /.       

 

  
        /

  ) .   (12) 

Для уравнения (12) будем искать коэффициентные соотношения, при выполнении 

которых это уравнение удастся проинтегрировать способом, аналогичным представленному 

в работе [19]. 

Введем замену 

    
   

 
. (13) 

Тогда уравнение (12) примет вид 
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Введем замену 

    ( ). (15) 

Тогда уравнение (14) примет вид 
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Пусть коэффициенты уравнения (16) связаны соотношениями 

           
     

  
    

    

  
     

  

  
  . (17) 

Учитывая соотношения (17), уравнение (16) сводится к уравнению 

  
  

  
 .  

    ((        )    )((        )    ) 

((           )    )((           )    )
/  ,   (18) 

которое после замены 

           (19) 

сводится к уравнению Бернулли 
  

  
  

 (  (      )  )
 

     (   (       )  )
  

        

   
 (   (       )  )

  .  (20) 

Таким образом, проинтегрировав уравнение (20) и воспользовавшись заменами, 

обратными заменам (19), (15), (13), найдем общее решение уравнения (12), (17). 

З меч ние 2. Первые три условия (17) удовлетворяют ограничениям на параметры для 

модели хемостата, а именно, являются положительными величинами. Последнее условие 

(17) говорит о том, что величины    и    имеют противоположные знаки, что противоречит 

условиям 

    
  

  
     

  

  
, 

которые были получены в работе [19]. 

 

2. Пусть функция ),( 21 ssf  имеет вид (4). Тогда уравнение (9) примет вид 
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В случае выполнения условия (10), дифференциальное уравнение (21) запишется в виде 

  

  
  (

  (    
  

  
)

       
  

  

 
  (    

  

  
)

       
  

  

  ).  (22) 

Общий интеграл уравнения (22) записывается с помощью специальных функций [18]. 

В работе [19] были найдены коэффициентные условия вида 

  (      )    (      )                  ,  (23) 

при выполнении которых уравнение (21) интегрируется в специальных функциях. 

Для решений дифференциально уравнения (21), коэффициенты которого связаны 

соотношениями (23), выясним связь с решением дифференциального уравнения (22) с теми же 

коэффициентными соотношениями. 

Рассмотрим, например, набор значений параметров 

                ⁄                 ⁄       (24) 

и начальное условие  

 ( )   . (25) 

Подставляя значения (24) в уравнения (21) и (22), получим соответственно уравнения 
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Решением задачи Коши (26), (25) является функция вида 

    
 

    ⁄     ⁄ Г .
 

 
  /       ⁄    ⁄     ⁄ Г .

 

 
 
 

 
/  (28) 

где Г(   )   неполная гамма-функция [21]. Общий интеграл уравнения (27) имеет вид 
 

 
 

   ( )

  
            (29) 

где     произвольная постоянная. 

Построим графики потоков векторных полей [22] уравнений (26) и (27). На рисунке 1а 

изображен график функции (28) совмещенный с векторным полем дифференциального уравнения 

(26), решением которого она является.  
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а)                                                               б) 

Рис. 1. График функции (28) совмещенный с векторными полями дифференциальных 

уравнений (26) и (27) 
На рисунке 1б этот же график совмещен с векторным полем уравнения (27). Из рисунка 

1б можно сделать вывод о том, что поведение графика функции (28) в окрестности точки 

     отличается от направления векторного потока. Однако, с увеличением значений   

кривая функции (28) приближается к линиям потока векторного поля дифференциального 

уравнения (27) (на рисунке 1б это можно заметить уже при    ). Это связано с тем, что 
нелинейный член      уравнения (21) с увеличением переменной   становится практически 

равным нулю и решение дифференциального уравнения (26) приближается к 

асимптотическому решению уравнения (27).  

Определим значение    из общего интеграла (29), при котором он будет совпадать с 

частным решением (28). Подставим в уравнение (28) значение        Отсюда получим 
приближенное равенство  

             или       
 

 
   (     )        

Подставляя значения       и        в соотношение (29), находим значение произвольной 

постоянной         . 

На рисунке 2 совмещены графики функций (28) (сплошная линия) и (29) (пунктирная 

линия). Показано, что обе кривые проходят через точку (1.45, 0.1). На рисунке 3 изображена 

кривая (29) и векторное поле дифференциального уравнения (27). 

 

  
Рис. 2. Интегральные кривые уравнений 

(26) и (27), проходящие через точку (1.45, 

0.1) 

Рис. 3. Интегральная кривая (29) 

уравнения (27), совмещенная с графиком 

потока векторного поля этого уравнения 
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Видно, что с увеличением времени   для описания численности микроорганизма  ( ) 

можно вместо равенства (28) использовать равенство (29) с определенным значением   , вид 

которого, очевидно, намного проще. Предложенный выше способ оценки двух решений, 

позволяет выбрать приблизительное значение переменной  , при котором можно 

осуществить переход от решения, определяемым равенством (28) к решению, определяемым 

равенством (29) с определенным значением   . Здесь следует руководствоваться 

требованиями к допустимым погрешностям в решении конкретной прикладной задачи.  

ВЫВОДЫ И ПЕРСПЕКТИВЫ ДАЛЬНЕЙШИХ ИССЛЕДОВАНИЙ. 

Приведен анализ результатов исследований для точных и приближенных решений 

модели хемостата, содержащей два субстрата и один микроорганизм, которые были 

получены ранее авторами. Отмечена целесообразность рассмотрения ненулевых 

отрицательных произвольных постоянных в первых интегралах системы дифференциальных 

уравнений, описывающей модель хемостата.  

Рассмотрены примеры, в которых для конкретных значений параметров приведена 

оценка точных и приближенных решений модели хемостата. Указан способ выбора 

временного промежутка, в котором предпочтительней с точки зрения простоты вычислений 

использовать приближенные решения вместо точных решений, заданных в неявной форме и 

содержащих специальные функции. Вычисления и визуализация функций были проделаны с 

использованием системы Mathematica. 

 

Публикация автора Швычкиной Е. Н. была выполнена при поддержке Белорусского 

республиканского фонда фундаментальных исследований (проект № Ф17М-124). 
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Якунін А. В. Математизація та її роль в електронному навчанні. Розглянуто сучасний стан 

математизації як основної компоненти фундаменталізації випереджаючої освіти для сталого розвитку. Виділено 

глобальні тенденції, що служать передумовою математизації. Сформульовано ключові проблеми, вирішенню 
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