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Одной из основных проблем аналитической теории нелинейных диф­
ференциальных уравнений была и остается проблема выделения классов 
уравнений, решение которых имеет достаточно простой характер подвиж­
ных особых точек.

Начиная с работ Врио и Буке, Фукса и Пенлеве, исследования по ре­
шению этой проблемы ведутся в нескольких направлениях.

Во-первых, ищутся классы уравнений, решения которых имеют в ка­
честве особых подвижных точек только однозначные полюсы. Оказалось, 
что уравнения

w' =  R(w,z), (1)

где R -  рациональная относительно w и аналитическая относительно z 
функция, в этом случае имеет вид уравнений Риккати, а уравнения

w” =  R(w\ w, z), (2)

где R -  рациональная относительно wf и w и аналитическая относитель­
но z функция, сводятся к 50 каноническим видам, указанным Пенлеве и 
Гамбье. Во всех остальных случаях уравнения (1) и (2) имеют решения с 
подвижными критическими особыми точками.

Уравнения
P(w', w, Z) =  0, (3)

где P -  полином относительно Wf и w  и аналитическая функция относи­
тельно z, не имеют решений с подвижными критическими особыми точ­
ками тогда и только тогда, когда выполнены известные условия Фукса. 
Что касается уравнений вида

P(w", w', w, z) =  0, (4)

а тем более уравнений порядка выше второго или систем двух уравнений, 
то в общем случае, несмотря на усилия многих математиков, необходи­
мые и достаточные условия однозначных решений не приведены. Указаны



лишь отдельные достаточные условия, когда такие уравнения или систе­
мы свободны от решений с подвижными критическими особыми точками.

Во-вторых, ищутся классы уравнений и систем, подвижные особые 
точки которых исчерпываются алгебраическими особыми точками (полю­
сами, алгебраическими критическими особыми точками и критическими 
полюсами). Основополагающей в этом плане является теорема, доказан­
ная Пенлеве: уравнения вида (3) не имеют подвижных трансцендентных и 
существенно особых точек. Попытки Пенлеве и других математиков сфор­
мулировать и доказать аналогичный результат даже для довольно част­
ных уравнений порядка выше первого успехом не увенчались. Доводы в 
пользу высказанной Пенлеве гипотезы о том, что однозначные решения 
уравнений вида (4) не имеют решений с подвижными особыми линиями, 
как показали дальнейшие исследования, не подтвердились. Таким обра­
зом, несмотря на усилия многих математиков, до настоящего времени не 
удалось указать достаточно общие классы нелинейных уравнений порядка 
выше первого, не имеющих решений с подвижными трансцендентными и 
существенно особыми точками или подвижными критическими полюсами.

Более успешно развивалось направление, где отыскивались классы 
уравнений и систем уравнений, допускающих решения с подвижными 
трансцендентными особыми точками, но не имеющие решений с подвиж­
ными существенно особыми точками. Здесь следует в первую очередь на­
звать работы Пенлеве и Кимуры.

Для уравнения первого порядка вида

» ' =  Л ї Ц ,<p{w,z)
где f m p -  целые функции относительно W f и аналитические в области D 
функции относительно л, Пенлеве доказал, что при условии

ip (ги, Z0 ) ,z0 € D

уравнение (5) не имеет вовсе решений с существенной особенностью в 
точке Z0 .

Что касается уравнений второго порядка, то сначала Пенлеве, а 
несколько позже и Кимура выделили классы уравнений вида (2), у кото­
рых или w (г), или w' (z) не имеют подвижных существенно особых точек.

Если R =  —, где Q и S -  полиномы относительно w' и w и аналитические
и

функции относительно г, то для отсутствия у w (z) подвижных существен­
но особых точек, как показали Пенлеве и Кимура, достаточно потребовать



выполнения неравенств q > 5 +  3, где q и s -  степени полиномов Q и S 
относительно w'.

Характер возможных подвижных особых точек решений нелинейного 
уравнений типа Льенаре

w" + P (w)w' + Q (w) =  f  (z ) , (6)

где P n Q  -  полиномы относительно w степени соответственно пи га, а /  -  
аналитическая функция относительно z, исследовал Смит. Он установил, 
что при п > т подвижные особенности решений уравнения (6) исчерпы­
ваются полюсами (как правило, критическими) и точками их накопления, 
откуда следует, что уравнение (6) при п > т не имеет решений с подвиж­
ными особыми линиями.

Дальнейшие результаты по решению указанной проблемы были полу­
чены Н.П. Еругиным.

Пусть

^  =  P  (х, у, z) , ^  =  Q (х, у, z) , (7)

где P и Q -  полиномы относительно хи у и любые целые функции отно­
сительно 2т, pi и р2, и <72 -степени полиномов P  и Q относительно х ну .  

Н.П. Еругин доказал теорему: если выполнены условия

Pi — Q2 +  2, g2 =  Р2 +  2

и коэффициенты при уЪ и Xqi в разложениях полиномов P h Q соответ­
ственно ПО X  и у постоянны, то система (7) вовсе не имеет решений C 
подвижными существенно особыми точками.

Выделению классов нелинейных систем двух дифференциальных урав­
нений, не имеющих решений с подвижными существенно особыми лини­
ями, а также изучению структуры решения в их окрестности посвящена 
данная работа. Первоначально мы выбрали в качестве объекта исследова­
ния систему

dx _  P  (д, у, z) dy _  Q(x,y ,z)
dz R (x ,y ,z ) ’ dz S (x ,y ,z ) ’

где P, Q, R и S -  многочлены относительно X н у с аналитическими в 
некоторой области D коэффициентами относительно z.

Обозначим наибольший общий делитель многочленов P h Q через 
К  (х, у, z), а многочленов R h S -  через L (х , у, z), т.е. будем считать, что



P  ( i ,  y,z) =  K  (і , у, z) P1 (х , у, Z) ,

Q (х, y,z) = K  (х , у, z) Q1 (х , у, z ) ,

R (х , y,z) =  L (х, у, z) Ri (х, у, г ) ,

S (х, y,z) =  L (х, у , г) Si (х, у, z ) ,

где, следовательно, К, L, Р\, Qi, R\ и S\ -  многочлены относительно х 
и у, коэффициенты которых представляют собой голоморфные функции 
относительно z в области Д  причем Pi и Qi, а также P i и 5i уже не имеют 
общих делителей при произвольных значениях z Є D .

Пусть представления многочленов К, L, Р\, Qi, P i и Si по степеням 
х и у имеют вид

к  (х, = к і1) z) xk'~' = E  Kf ] (*•2) yk2~3’
г=0 j=0

L (x, y, z) =  ^  і|х) (у, г) х1'- { =  ^  (х, z) yh~j ,
»=0 j’=0

A  (z, y,z) = Y^ Pi1] {у, г) xp1-1 =  ^  g j2) (x, z) y4l~3,
»=0 j=0

R1 (x, y , z ) « £  (y' z) xU~' =  E r T  2) 3/r2_J-
z=0 j=0

S1 (x, y,z) =  Y , (у’z) xSl~* = E sf ] (1'
i=0 j=0

где ((, z) 4 °  (£, z) P0(,) (¢, z) Qo0 (f, z) (^, z) Sq1) (^, z) ^  0 (i =  1 ,2 ) .
Через x =  G(z) обозначим общие корни многочленов (х ,z) (j =

=  0 ,1, • • • , S2) , через у =  H ( z ) -  общие корни многочленов P -1̂ (у, z) (г =  
=  0,1, • • • ,S2).

О пределение 1. Точку (хо, 2/оj zo), где -  внутренняя точка области 
Д  а хо, 2/о ~ конечные комплексные числа, будем называть обыкновенной 
точкой системы (8), если выполнено хотя бы одно из следующих условий:

1) P  (х0, уо, Z0) S (х0, 2/о, Z0) ф 0;
2) P  (х0,2/о, 20) s I (хо, 2/о, *о) 0, P  (х, у, г0) ^  0, у0 ф H (2¾);
3) Q (х0, уо, *о) ^ i (х0, уо, Z0) ф 0, S (х, у, 2¾) ^  0, у0 ^  G (z0).



Определение 2. Точку (оо, Po, Zo), где Zq -  внутренняя точка области 
Д  а уq -  конечное комплексное число, будем при условии

P i - г\ > max {її -  кг +  2, qx -  sx +  2 }  (9)

называть обыкновенной точкой системы (8), если
1) при рг — г\ > max {1Х — к\ +  2, q\ — sx +  2 } выполнено условие

(Уо, *o) -pOlt (ЗЛ>, го) (у0, «о) ф 0, R (х, у, Z0) фО,у0 ф H (Z0) ; (10)

2) при pi -  гг = W -  к\ +  2, qi -  Si < Ii -  кг выполнено хотя бы одно 
из двух условий: (10) или

Lq] (уо, Z0) (у0, Z0) (у0, Z0) ф 0; (11)

3) при Pi — гг =  qi — -si +  2, qi — si > Ix — кх выполнено хотя бы одно 
из двух условий: (10) или

(у0, Z0) (у0, Z0) (у0, Z0) ф 0, S (х, у, Z0) ф 0; (12)

4) при pi — гг = h — кг +  2, qx — si =  Ix — кх выполнено хотя бы одно 
из трех условий: (10),(11) или (12).

Аналогично при условии

Pi -  гг > max {12 -  к2 +  2 ,р 2 -  г2 +  2 } (13)

вводится понятие обыкновенной точки системы (8) вида (хо, ОО, Zq), где 
Zq -  внутренняя точка области Д  а Xo -  конечное комплексное число.

Теорема 1 (теорема существования). Система (8) при любом Zq Є D 
и любых конечных или бесконечных Xq или Pq, для которых (хо, Po? ^o) -  
обыкновенная точка, имеет единственное решение (х (z), р (z)) со свой­
ством

X (z) ->  X0, P (Z) ->> PqZ ->  Zq. (14)

Точка z = Zq для функций х (z) и р (z) этого решения будет или точкой го­
ломорфности, или алгебраической особой точкой (полюсом, критическим 
полюсом или алгебраической критической особой точкой).

Теорема 2 (теорема единственности). Если решение (х ( z ) , р (z)) си­
стемы (8) обладает таким свойством: существует путь L, вдоль ко­
торого z - *  Zq Є D и на котором, исключая быть может точку Zq, 
функции x (z )  и p (z ) являются аналитическими, и на нем последова­
тельность точек {zn} —> Zq и такая, что {х  (zn) }  - »  xq) {у (zn) }  ->  ро,



где (хо, 2/0? ^o) -  обыкновенная точка системы (8), то это решение обла­
дает свойством (Ц) и совпадает в окрестности точки z =  Zq с реше­
нием, описанным в теореме 1.

Теоремы 1 и 2 обобщают известные теоремы Коши и Пенлеве о суще­
ствовании и единственности решений, в которых аналогичные утвержде­
ния доказываются для правильной точки системы.

Далее рассмотрим существенно особые точки аналитической функции 
и разобъем их на два класса. К первому классу относим все те существен­
но особые точки аналитической функции w =  /  (z), в которых множество 
неопределенности этой функции не более чем счетно. Все остальные су­
щественно особые точки функции W = f  (z) относим ко второму классу. 
Тогда можно установить справедливость следующих утверждений:

1. Существенно особые точки первого класса аналитической функции 
всегда расположены на ее особых линиях.

2. Если Zq есть существенно особая точка первого класса аналитиче­
ской функции w =  / ( z ) ,  то в окрестности I z — го| <  г существует не 
более чем счетное число областей, примыкающих к этой точке, в каждой 
из которых существует при z —у Zq вполне определенный предел f  (z), 
конечный или бесконечный, и по крайней мере в двух этих областях ука­
занные пределы различны.

3. Если Zq есть существенно особая точка второго класса аналитиче­
ской функции w = f  (z), то в области ее аналитичности обязательно суще­
ствует путь L, ВДОЛЬ которого Z —У Zq, ЧТО Iim /  (z) При Z -> Zq (z Є L) НЄ 
существует, т.е. множество неопределенности функции W =  /  (z) в точке 
Zq вдоль пути L будет множеством мощности континуума.

Используя эти утверждения, можно провести классификацию систем 
вида (8), которые не имеют решений с подвижными существенно особы­
ми точками. При этом к истинности окончательного результата можно 
прийти методом исключения систем из рассмотренных систем вида (8), 
которые имеют решения хотя бы с одной неопределенной компонентой.
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