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ПРИМЕНЕНИЕ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ  
К РЕШЕНИЮ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  
ДРОБНОГО ПОРЯДКА

Для функции У ( і ) ,  заданной на положительной полуоси, определим 
интегральное преобразование

где

7 (є, cj7г) =  {р  : |р| =  є, I argp| ^  cj7t}  U {р  : |р| ^  є, argp =  ± c j7 r }  -

контур Ханкеля и

Ea(z\ р)
OO

E Г(ак H- р) (3)

функция типа Миттаг-Леффлера.
Из свойств функций (2) и (3) следует, что интеграл (1) будет сходить­

ся, если функция V  (х ) интегрируема на любом конечном отрезке положи­
тельной полуоси и выполняются асимптотические неравенства:

\V(x)\ < Cxt при х -+ 0, где / * > - 1,
\  Є >  -2 ,

если р Ф О, 
если р =  0,

\V(x)\ < СеКх5 при х - *  -Ьоо, где є <  ■ - - (С, К  > 0). (4)

Интегральное преобразование (1) обладает следующими свойствами.

I. AaW (X )  =  AaV (х).



Следует из определений операторов дробного интегродифференциро- 
вания в смысле Римана-Лиувилля порядка (л є  R

D%g(t) =
signft -  s) f  д ( №

Г(-м) J І І - І Г 1’ M < о,

£ £ 0(0  =  a(t), ц =  о,
dP

D*9(t) =  sign"(t -  s)— D t̂ ng(t), t i - l < ^ n ( n e N )

и определения регуляризованной дробной производной (производной Ka- 
путо)

=  signn(< -  s ) ^ D ^  ng(t ), n -  I <  д <  n (n  Є  N).

2. Если K (x ) непрерывна в нуле и дифференцируема при х >  0, то

DggAW V(Z )  =  A w v r(X) +  V( 0 ) щ .  (7)

На основании свойств операторов дробного дифференцирования и функ­
ции Райта имеем

+OO

DSt Aa^V(X) =  J  V ( t ) x » -a- le\»-a( - t x - a)dt =
О

=  -  J  V ( t )^ j - e ° % ( - t x  a)dt =  -  J  V ( t )^ x *e \ * ( - tx  a)dt.
О о

Интегрируя по частям и учитывая

где
п

о . = £
Jfc=O

PkXk
Т(6 +  к (1 - р )У

получим справедливость (7). В частности, при (i =  О из (7) следует, что

DSxAafiV  (х) =  AafiV  (х). (8)



Аналогично, для дробной производной Капуто

Dgr Aa^ aV (х) =  Aâ aV f (х). (9)

_ ц
3. Пусть 0 ^  /і  <  а и существует конечный предел Iim D0xaV (х) =  Vo-

£—►0
Тогда

hm D ^ 1 Aa^ V (х) =  Ко. (10)

Следует из свойств производной (5) и интегрального преобразования (1) 
Применим интегральное преобразование (1) к дифференциальному 

уравнению

да
g ^ u(x ’ у) =  Lxu(x, у) +  F(x, у) (11)

дробного порядка а € (0; 1) относительно неизвестной функции и(х,у ), 
i t : X  х R f  М, где определяет либо производную Римана-Лиувилля 
D0y, либо производную в смысле Капуто D0yl где Lx -  линейный оператор, 
зависящий только от х с областью определения D (L x) ; X  -  множество 
точек х, у Є К+ = {у Є R : у > 0}, F(x,y )  : X  х R+ —> R  -  заданная 
функция.

Предположим, что функция V (х, у) является решением уравнения

l yV(x, у) =  LxV (х, у) +  G(x, у), (12)

т.е. V(x, у) Є D (L x) для любого фиксированного у Є R f , V(x, у) Є C1(IlLf ) 
для любого фиксированного х Є X  и удовлетворяет начальному условию

V(x,0 ) =  т (х ), х Є X. (13)

C помощью (8) и (10) получаем, что если:

1) К (х 1 у) =  AaG(X^y)1X Є X;
2) функции V (x 1y)1Vv(x1y)LxV (x 1y) при любом фиксированном 

х Є X удовлетворяют асимптотическим неравенствам (4) относительно 
у при у —> 0 и при у —> оо;

3) AaV(x,y) Є D (L x) и AaLxV (х, у) =  LxA^V(x1y) для любого фик­
сированного у Є IR+,
то функция и(х , у), определенная равенством и(х , у) =  AyV (х, у) являет­
ся решение уравнения (11) в случае производной Римана-Лиувилля Dfiy и 
удовлетворяет начальному условию



1Im ^oy 1Ii(Z1J z )= T (X )j X e X .  (14)
у—►О у

Аналогично, если для любого фиксированного х Є X  выполнены соот­
ношения:

1) F(x ,y ) =  A^1- aG(XtV);
2) функции V (x }y),Vy(x }y) и LxV(x,y)Vx Є X  по у при у -> 0 и 

у —> оо удовлетворяют асимптотическим неравенствам (4);
3) A f ~ aV(x,y)  Є D (L x) и A f ~ aLxV(x,y) =  LxA f - aV (х ,у ), то 

и(х,у) — A f ~ aV (x >y) есть решение уравнения

D g X x ,  у ) =  Lxu(x, у) +  F (x , у ) (15)

с начальными условиями

и(х , 0) =  т (х ), х Є X.

Таким образом, вопрос о существовании и представлении решения за­
дачи Коши для уравнения (11) с начальными условиями (14) с производ­
ной Римана-Лиувилля или (15) с производной Капуто сводится к решению 
задачи Коши (13) для дифференциального уравнения (12).
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