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ПРЕДИСЛОВИЕ

Система компьютерной алгебры Mathematica (далее в тексте при 
ссылках на пакет Mathematica будем использовать соответствующий 
русский термин Математика, набираемый курсивом), разработанная 
американской компанией Wolfram Research Inc., является одним из 
наиболее распространенных в мире программных средств, которое 
позволяет весьма эффективно выполнять как численные, так и 
символьные вычисления, имеет развитую двумерную и трехмерную 
графику и встроенный язык программирования высокого уровня. 
Указанные возможности Математики и удобный пользовательский 
интерфейс обеспечили ей широкое применение во многих областях 
современного естествознания. Появившись в 1988 году, за десять лет 
своего развития Математика стала одним из лидеров среди систем 
компьютерной алгебры и превратилась в мощный инструмент в руках 
инженера и научного работника, преподавателя и студента. Она позволяет 
переложить многие громоздкие и трудоемкие аналитические вычисления 
на компьютер и сосредоточиться на проблеме постановки задачи и 
анализе результатов ее решения. К ее достоинствам можно также отнести 
и обширные графические возможности.

Математика находит все более широкое применение и в учебном 
процессе. В настоящее время она используется более чем в пятидесяти 
крупнейших университетах мира, на ее базе разработаны сотни 
различных курсов для студентов и школьников. Кроме того, появились 
специальные версии пакета для студентов. Список научных монографий, 
посвященных приложениям Математики, составляет более двухсот 
наименований. Таким образом, Математика стала важной составной 
частью учебного процесса. Однако большая часть литературы по 
Математике издается на английском языке [17-27], что пока затрудняет 
ее использование студентами в странах СНГ. Лишь в последнее время в 
России появилось несколько книг [1, 15, 16], в которых достаточно полно 
описан пакет Математика и его возможности. При этом русскоязычная 
литература, посвященная приложениям Математики, практически 
отсутствует.

Основная цель предлагаемого пособия -  познакомить пользователей 
Беларуси и стран СНГ с пакетом Математика и его возможностями и 
научить его применению для решения основных типов обыкновенных 
дифференциальных уравнений. Следует отметить, что во многих случаях 
такие решения могут быть легко найдейы с помощью соответствующих
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встроенных в Математику функций. Однако применяемый при этом 
способ решения уравнения остается для пользователя тайной. Поэтому в 
пособии детально рассматриваются методы интегрирования дифферен­
циальных уравнении с использованием Математики для символьных 
вычислений и преобразований уравнений к виду, удобному для 
интегрирования. Многочисленные примеры показывают, что при объеди­
нении теории дифференциальных уравнений с возможностями Матема­
тики удается проинтегрировать даже такие уравнения, которые не 
решаются непосредственно с помощью встроенных функций. Изложение 
базируется на версии Математики 3.0, которая позволяет использовать 
стандартные обозначения для математических объектов. Вся книга 
представляет собой обычный документ типа Notebook, получаемый при 
работе с пакетом Математика 3.0.

Пособие состоит из введения в Математику и восьми глав. Во 
вводной главе дается общая характеристика пакета и обсуждаются 
некоторые особенности его использования. Следует отметить, что Мате­
матика представляет собой очень обширную систему, фирменное 
описание ее третьей версии [17], например, составляет около тысячи 
четырехсот страниц. Поэтому во вводной главе приводятся лишь 
необходимые для работы с пакетом сведения и рассматриваются 
основные встроенные функции, которые затем используются в 
последующих главах. Большое количество примеров демонстрирует 
применение Математики для выполнения численных и символьных 
вычислений, а также для визуализации математических объектов.

В первой главе рассматриваются некоторые проблемы, для анализа 
которых необходимо находить решения дифференциальных уравнений. 
На конкретных примерах показано, как можно использовать Математику 
для получения решения и его визуализации.

Вторая глава содержит основные понятия и определения, используе­
мые в теории дифференциальных уравнений первого порядка, а также 
анализ дифференциальных уравнений с разделяющимися переменными. 
Использование графических возможностей Математики позволяет 
прояснить геометрический смысл дифференциального уравнения первого 
порядка и его решения с помощью таких понятий, как "изоклина", "поле 
направлений", "интегральная кривая".

В третьей главе рассматриваются основные типы дифференциаль­
ных уравнений первого порядка, разрешимых относительно производной.

В четвертой главе обсуждаются методы интегрирования дифферен­
циальных уравнений первого порядка, не разрешимых относительно 
производной, а также рассматриваются некоторые геометрические
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задачи, приводящие к таким уравнениям.
Пятая глава посвящена обсуждению проблемы существования и 

единственности решения дифференциального уравнения. Кроме того, 
показана реализация метода последовательных приближений для 
нахождения решения дифференциального уравнения с помощью 
Математики.

В шестой главе рассматриваются дифференциальные уравнения выс­
ших порядков, интегрируемые в квадратурах, а также методы решения 
дифференциальных уравнений, допускающих понижение порядка.

Седьмая и восьмая главы посвящены анализу линейных дифферен­
циальных уравнений и линейных систем соответственно и методам их 
интегрирования.

В начале каждой главы приводятся основные теоретические сведе­
ния, знание которых требуется для решения задач, а также обсуждаются 
некоторые общие вопросы теории обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Затем рассматриваются примеры, иллюстрирующие при­
веденный теоретический материал и демонстрирующие применение 
Математики для символьных преобразований и решения диффе­
ренциальных уравнений. В некоторых случаях проводится сравнение 
найденных решений с соответствующими результатами, получаемыми с 
помощью встроенных функций, а также приводятся графики полученных 
решений. В конце каждой главы приводится краткий перечень заданий 
для самостоятельного решения.

При написании пособия авторы придерживались программы курса 
по обыкновенным дифференциальным уравнениям для университетов. 
Теоретические сведения по рассматриваемым вопросам можно найти в 
ряде учебников. Для удобства читателей в конце каждой главы приведен 
список наиболее распространенных учебников с указанием соответ­
ствующих глав и параграфов. Там же указаны разделы задачников, в 
которых можно найти дополнительные задания. Следует отметить, что 
часть рассмотренных в пособии уравнений взята из известных задачников 
А.М.Самойленко, С.А.Кривошеи, Н.А. Переспока [11], Н.М.Матвеева [9], 
АФ.Филиппова [13], которые являются основными при изучении 
университетского курса по обыкновенным дифференциальным 
уравнениям в Республике Беларусь, а также из задачника Л.И.Креера [8].

Авторы выражают искреннюю признательность профессору Н.А.Лу- 
кашевичу и профессору Р.Краглеру за полезные замечания и советы, 
способствовавшие улучшению данного пособия, а также профессору 
Н.И.Юрчуку, оказавшему значительное содействие в опубликовании.



ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИКУ*

Пакетт Математика (Mathematica) представляет собой программное 
средство для выполнения математических расчетов на компьютере. 
Математика состоит из двух частей: Ядро (Kernel) и Оболочка (Front 
End). Ядро представляет собой программное обеспечение, непосред­
ственно выполняющее расчеты, которое работает одинаково на всех типах 
компьютеров. Оболочка обеспечивает интерфейс между ядром и 
пользователем. В большинстве компьютерных систем используется 
интерфейс типа "Notebook”, который позволяет создавать документы, 
содержащие текст, графики, звук и активные формулы или команды, 
обрабатываемые ядром. Такой документ можно читать на экране 
компьютера, редактируя и выполняя отдельные его части, сохранить на 
дйске или распечатать на бумаге.

1. Основные элементы Математики

1.1. Численные расчеты
а) В отличие от традиционного калькулятора, который имеет фикси- 
ровайнуй степень точности вычислений, Математика может 
йройзвбдитъ вычисления с любой точностью. Кроме того, Математика 
может производить расчеты с использованием большого числа 
специальных функций.
б) С помощью Математики можно вычислять интегралы, численно 
решать алгебраические и дифференциальные уравнения и системы 
уравнений.
в) Математика может обрабатывать численные данные, производя их 
статистический анализ, а также производить фурье-анализ, интерполяцию 
и аппроксимацию данных с помощью метода наименьших квадратов.
г) Математика может работать не только с числами, но и с матрицами,

* Полужирным шрифтом в тексте набраны названия разделов меню, команд, 
функций и опций Математики, а также секции или ячейки, содержащие команды и 
формулы, предназначенные для обработки ядром 

Курсивом набраны название пакета Математика, а также математические формулы 
и определения Кроме того, курсивом набраны метки секций 1п[1]:= и Out[l]= , 
содержащие соответственно данные, предназначенные для обработки ядром, и 
получаемые результаты.
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обеспечивая выполнение всех операций линейной алгебры. Например, 
можно вычислить определитель матрицы, обратную матрицу, найти 
собственные значения и собственные векторы.

1.2. Символьные вычисления
а) Математика позволяет производить манипулирование алгебраичес­
кими формулами, те. разлагать на множители, раскрывать скобки и 
производить упрощение полиномов и рациональных выражений. Она 
также позволяет находить алгебраические решения полиномиальных 
уравнений и систем уравнений.
б) Математика может вычислять интегралы и производные, решать 
дифференциальные уравнений в символьной форме.
в) Математика может представлять функции в виде разложения в ряд, 
а также вычислять пределы.

1.3. Графические средства
а) Математика может строить двумерные и трехмерные графики 
функций, заданных явно или в параметрической форме, а также контурные 
графики и графики плотности. Аналогично можно изображать и 
численные данные.
б) В Математике существует много опций, позволяющих контролировать 
различные аспекты графиков. Например, для трехмерных графиков можно 
изменять цвет, тени, освещение и яркость поверхности и т.д.
в) Математика включает графический язык, позволяющий изображать 
геометрические объекты, используя стандартные фигуры; 
многоугольники, окружности и их дуги и т.д., а также вставлять текст в 
любое место двумерного или трехмерного графического объекта.

1.4. Программирование
а) Кроме встроенных функций, Математика позволяет определять 
дополнительные функции.
б) Математика включает в себя такой мощный элемент, как правила 
преобразования, которые позволяют преобразовывать символьные выра­
жения из одной формы в другую.
в) Математика представляет собой язык программирования высокого 
уровня, на котором можно писать как малые, так и большие программы. 
Программы могут включать в себя обработку произвольных символьных 
данных.
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SUMMARY < f

A.N.Prokopenya and A.V. Chichurin

USAGE of the SYSTEM MATHEMATICA for SOLVING ORDINARY. 
DIFFERENTIAL EQUATIONS
Textbook

Minsk, Publishing House of Belarus State University, 1999 
ISBN 985-445-234-4

Usage of computer algebra system Mathematica for solving ordinary differential 
equations is discussed. The textbook consists of the following chapters: Preface, an 
introductory Mathematica chapter which is followed by eight special chapters devoted to 
various aspects of ordinary differential equations, an Index and a List of References.

The important features of Mathematica such as numerical and symbolic calculation, 
graphics and high level programming are thoroughly discussed and illustrated by many 
examples in an introductory chapter.

The first chapter considers several problems demonstrating the necessity to obtain solu­
tions of differential equations for their analysis; several examples show how to use 
Mathematica in order to obtain and visualize the solutions.

The second chapter comprises the main notion and definitions used in the context of the 
theory of ordinary differential equations of first order. Differential equations with separable 
variables are analyzed too. With the usage of the graphical facilities of Mathematica a 
geometrical interpretation of the solutions of first order differential equations in terms of 
directional fields is demonstrated.

Reduction of the solution to quadratures through integration of first order differential 
equations is considered in the third chapter.

Differential equations of Lagrange and Clairaut type and some other first order 
differential equations which cannot be simply solved by their derivatives are investigated in 
the fourth chapter.

In the fifth chapter the problem of existence and uniqueness of the solution of 
differential equations is discussed.

Certain types of higher order differential equations which can be integrated in terms of 
quadratures are considered in the sixth chapter.

Chapters seven and eight are devoted to the integration of linear differential equations 
and systems respectively. Applying the capabilities of Matherhatica to analytical 
transformations of functions and to reductions of differential equations to forms most 
convenient for integration is demonstrated.

An Index containing a list of the essential functions built into Mathematica supplements 
the textbook and obviously simplifies its usage.

The textbook contains all main types of differential equations which are studied in a 
university course on "Ordinary Differential Equations". Many examples demonstrate the 
usefulness of Mathematica in order to obtain solutions of differential equations and visualize 
them. This textbook will be very useful and interesting for students, instructors and 
researchers investigating the solution of differential equations.
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