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О НОРМАЛЬНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМАХ 
ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА, РЕШЕНИЯ КОТОРЫХ ОБЛАДАЮТ 
БЕСКОНЕЧНЫМИ ПРЕДЕЛЬНЫМИ СВОЙСТВАМИ

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений вида
Pl\,Pi2>Pi3
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где X](z), x2(z), X}(z) -  искомые функции, z -  независимая 
комплекснозначная переменная; рц ,q,k (i, k=l,2,3) -  целые
неотрицательные числа, причемРи+Ра+Рв=р()> qu+qi2+qi3 s qfi)-

Будем полагать, что одно из уравнений системы (1) (пусть это будет 
первое уравнение) имеет вид 
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Для системы (1) ищутся решения x,=x,(z), (i=l,2,3), обладающие 
бесконечными предельными свойствами

*,—»<» (i=1,2,3) при z -> zq. (2)
Применим следующий метод отыскания решений системы (1), 

которые удовлетворяют условиям (2). Введем замену
_ 1  _ ^ 2 _ V 2

xi — з, х2 — > х2 —
и и и

Замена (2) сведет систему (1) к системе вида
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dv £  e ^ o , £  pTu)(i,v2,v3)u*'-<3r̂ >  
u ~ r  = vj -  3-------------------------------------------- --------------------^-m rM -2(5)

X  Pr(I)(l,V2,V2)us'~(3r'*Ti*' £  Q ^(l,F2,F3)Mrr(3r‘+r!+rj)

0=13); S,=3pn +(рм - р п), у, =3^,, + (?(0- ¾ )  (i=l,2,3).
Уравнение (4) определяет z как функцию и. Правые части уравнений 

(4) и (5) представляют собой голоморфные функции переменных z, и, У2, 
V3 в окрестности точки z=z0, и=0, V2=[i2, V3=fi3, если выполнены 
неравенства

w, -  у, > max {4, Wj -  уj + 2} .
1=2

(6)

Введем в рассмотрение следующие полиномы переменных 
£ ( W  = (/=2,3). (7)

Обозначим через V2=02, V3=f}3 решения системы (7). Далее будем 
рассматривать случай, когда
01-0з*О  и w, -у , - 4  = Wy + 2 > 0  0=2,3). (8)

Введем замену Vj=(pj+/3j, 0=2 3) и разложим правые части уравнений 
(4) и (5) в ряды Тейлора по степеням и, <р2, (р3 в окрестности точки (0,0,0). В 
результате получим систему

dz
du

¢ ( 1 ,  02,0з)

Р$Л  1 М )
{1 +  Ф(и,<р2,<рз)} ' (9)

dtp. 
и — -  

du
= aji(Pi + ал<р2 + F{u,(p2,(p3) (j  = 2,3), ( 10)

где Fj -  голоморфные функции от и, <Р2,(Ръ, в окрестности точки (0,0,0)', 
Ф(и,(р2,<р3) -  трехкратный степенной ряд, сходящийся в окрестности 
точки (0,0,0). Два уравнения системы (10) образуют систему Врио и Буке с 
искомыми функциями tpj=(p/u) 0=2,3). Далее решение системы (9), (10) 
ищем с помощью метода, рассмотренного в работах [1, 2]. Решения 
системы (1) запишем в виде

х ,= /Г 3( 1 + tf,), xJ =t]-'(l + N J) 0=2,3), (11)
где Nj 0=2,3) т -  кратные степенные ряды, сходящиеся в окрестности 
точки (0,0,0). Найденные решения будут обладать свойством (2). Точный 
вид рядов Nj приведен в работах [1, 2]. Таким образом, имеет место

Теорема 1 . Если для системы (4) -  (5) выполнены условия (6) и (8), 
то данная система (1) имеет решение x,=xt(z), (1=1,2,3), определяемое 
функциями (11) и обладающее свойством (2).



156

Пример. Рассмотрим систему трех дифференциальных уравнений
dx, _ х[ 
dz xt.

dx.
1 = -х ,2 + х

dx, х2 + х2

dz 3 2 ’ dz 12х,
Введем замену (3). Система (12) тогда примет вид

—=-зк22, u ^ = v 1+3v y
du 2 du 2 2

dV,К ,  U~ ± = V 3~3V2 
du

vl + v y3 r 2

12V,

( 12)

(13)

Рассмотрим соответствующие многочлены вида (7)
S2(К,,V3) - V 2-  V2 , S3(Pj,F3) = 4F3 -K2 . Действительными решениями 

системы Sj(V2,V})=0 (j=2,3) являются пары чисел: (l,- - ) ,  (1,-Л (0,0).

Рассмотрим случай, когда р2= 1, Рз= ~ ■ Сделаем замену Vj=<Pj+Pj

0=2,3) и разложим правые части уравнений (13) в ряды Тейлора, по 
степеням и, ср2, <рз в окрестности точки (0,0,0). Получим

и -Ад>г
du

= -Зсрг - 3 и - 9 и (р2 + ...,

dtp, 5 „ и Зи
ul^  = ~ 2 <P2 + 2<P}~ Y ~ ~ r<Pl+'

(14)

2
Система (14) является системой Врио и Буке. Корни

характеристического уравнения этой системы есть А, = 2, Я3 = -3. 
Справедливо следующее утверждение [3]. Пусть Я, <0< Я, -  целое. Тогда 
система (14) имеет однопараметрическое семейство решений, обладающих 
свойством (г>Ди)->0 0=2,3) при м->0,где

Pj=  0 ' = 2,3),
/я+/л,=1

(15)

= С -  произвольная постоянная. Подставим (15) в (14) и получим 
следующие ряды

3 3 2 3<р2=- ~и2 +. . . , <ръ =Сиг +(4С + -)м-м, +(4С + 2)2/,2 +..., (16)

где м, = и2 In и ; С3(20) = С , все остальные коэффициенты рядов (16) Cj , 
0=2,3) определяются однозначно через параметр С. Первое уравнение

системы (13) примет вид -~ \d ^= \{(P i + ^)2du. (17)
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Обозначим 7 = - - ( 2- z 0) и 7, = 71 2 3 41п7 . Подставим (16) в (17), после

чего обратим ряд (17). Для этого составим и решим следующую систему 
относительно переменных и и и /: г\ -  и(1 + В (и, и,)), rjt = В2 (и, к,) • In В(г/, и,), 
где В(м, г/,) - двукратный степенной ряд. Таким образом, получим решение 
уравнения (17) со свойством и(7)->0 при 7 -» 0 , которое можно 
определить в системе компьютерной алгебры Mathematica как Root-объект 
[4]. Подставляя найденную функцию и = «(7,7,) в (16) и учитывая замену 
(3), получим решение системы (12), удовлетворяющее свойству (2).

Систему (12) можно проинтегрировать классическими методами и 
записать общее решение в виде

Ф )  =
18е‘"+

1 -  4ег+ЗС| -  2е
г+ЗС,

2z+6C, (z + 9C2) ’
x2(z) = Зег

1 - е Г+ЗС1 »

*3(Z) = ('
9(4е:+*' -3 ) 
4(er+3Cl -1)

- 51п(ег+зс' -1) + 2С3)
(18)

з/ >

где С, (i=l,2,3) -  произвольные постоянные. Решение (18) содержит три 
вещественные функции, которые в точке z0 =O обладают заданными

предельными свойствами (2) при С/=0, С2=- С,=С произвольная

постоянная. Г рафики полученных решений в окрестности точки z0 =0 
можно построить и убедиться, что эти решения обладают требуемыми 
предельными свойствами.
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