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О ПОСТРОЕНИИ РЕШЕНИЙ НЕЛИНЕЙНОГО 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ЧЕТВЕРТОГО 
ПОРЯДКА, СВЯЗАННОГО С ЛИНЕЙНЫМ УРАВНЕНИЕМ 
ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА С ПОМОЩЬЮ 
ПРОИЗВОДНОЙ ШВАРЦА

В работах [1; 2] был приведен метод, позволяющий линейное диффе­
ренциальное уравнение четвертого порядка

у"" + р(х)у"' + Я Му"  + г(х)у ' + 5(х)у =  0 (1)
с коэффициентами, удовлетворяющими условиям

р ' + \ р 2 - \ ц  = Ъ, я ' + \ р я ~ \ г  = 0, г ' + ^ р г -  45 = 0 (2)

свести к нелинейному дифференциальному уравнению

6416 -  560;3Г2 -  1275Г4 + 44814Г  + 2040а'2Г  + 19212("2 -  5041"3 -  
1120[21'1(3) + 840 <' П (3) -  280иСз)2 + (160Н -  3001'2 + 240и")1(4) = 0.

(3)
В работах [2; 3] было проведено исследование уравнения (3). Поиск 

решений в виде ряда Лорана в точке х0 =  0 приводит к тому, что удается 
установить следующий факт: уравнение (3) имеет два двупараметрических 
семейства решений, содержащих полюс второго порядка вида 

4 а
г(х) = ---- г + —  + а0 -  —  (8а0а_х + а 3 г)х +

16481а_14+ 2 4 6 4 а _12а 0-4 0 9 6 а 02 2 , 1 2288а-1а ог+ 6 0 8 а -13а 0-2 4 3 а -1 5 
У  1024002560090 1 1 2 ао3- 8 4 1 а _ X3 +6-3 6 1 3 6 а _1  а о - 1 6 4 3 5 2 а - 12а 02 4096000

где а_1(а0 — произвольные постоянные;N 3 , а _ ,  1 ? , 1 1 3 а _14+ 9 5 4 а _ ,а 1 2 ,1(Х) = ------ Н---- ----- Ц-12 + агх ----------—-------—  X2 +
2х2 X  2 1 11 4 1 6 6 а -1г а 1- 6 1 3 а - ] 5 ^  _  68445

351015949а-16+ 2 5 4 4 8 4 а-13а 1 + 1127061а12 48897850
где а . х, аг — произвольные постоянные. Поиск решения в виде ряда Тей­
лора в точке х0 приводит к тому, что решение представляется в виде ряда

1(х) = а0 + агх + а2х 2 + а3х3 -  (64а06 + 896а2а04 -  560¾ 2¾ 3 + (4)
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г  +  Г501' 1 Л  г 2 4-V 8 а 0+  ( ^ -  V 12 7 а Д З Б а Д  \16 2 5 6 а 03/
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* ' ' “ * V ва0 3 ” /✓  г- _  •? Ч У _  Я -т _  2  П Г - .  4  ч4 Э ОЫд'/
где а0, а1; а2, а3 — произвольные постоянные.

Приведем процедуру, позволяющую из разложения (4) получить реше­
ние уравнения (3) в замкнутой форме.

Выберем, например, значения параметров а0, а1( а2, а3 в виде
а 0 = 1, <*! = 0, а2 = —- , а 3 = 0. ‘ (6)

Подставляя величины (6) в формулу (6) получим разложение

( 5)

^  = 1 ~ 7 + 500 + •
8.3309Х* + ■

15625  1 2 5 0000  1 5 6 2 5 0 0 0 0  312 5 0 0 0 0 0 0
1 1 2 0 6 3 9 9 дг16 7449433Х 18 . 4 9 0 501621Х 20

3 9 0 6 2 5 0 0 0 0 0  ' 3 9 0 6 2 5 0 0 0 0 0 0 0 0  1 9 5 3 1 2 5 0 0 0 0 0 0 0 0  9 7 6 5 6 2 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
или, его можно переписать в виде ■>'(-1- 11) 5—2- п<(*) =  У  25(

1
Последний ряд представляет собой дробно-рациональную функцию

(7 + 15п + 6~5~ (23 + 15л))5т[^р| хп_1.

вида  ̂ _  1250(1250+Ю 0 у 2+ 3 у 4)
~  (1 2 5 0 + 1 7 5 х 2+ЗХ 4) 2 ' ^ 2

В том, что функция (7) является решением уравнения (3), легко убе­
диться непосредственной подстановкой.

Выводы: 1) Найденная функция (7) является решением уравнения (3),
Р (х)содержится в классе функций вида --- - , где Р4(х), Р80 0  — многочлены со-Рв(х)

ответственно четвертой и восьмой степеней с определенными коэффи­
циентами и отлична от найденных ранее решений;

2) предложенный метод позволяет получить другие решения уравне­
ния (3).
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