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- оценки полученного вида распределения измерений физических величин;
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СОГЛАСИЕ ОПЫТНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СЛУЧАЙНОЙ 
ИЗМЕРЕННОЙ ВЕЛИЧИНЫ С ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ МОДЕЛЬЮ 

НОРМАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Распределение случайной величины. Если на улице случайных прохожих 
спросить о том, какой у них рост (вес, возраст, доход и т.п.), а потом отсорти­
ровать всех людей по группам так, чтобы каждый попал в свой диапазон роста; 
затем посчитать число людей в каждой подгруппе (частоту попадания роста в 
данный диапазон), то получим данные для гистограммы (рис. 1а), у которой 
вдоль оси Y -  количество жителей данного роста; вдоль X -  соответствующий 
диапазон роста.

а) в виде гистограммы; б) графика функции
Рисунок 1 -  Распределение роста людей по их количеству из числа опрошенных

Уточним задачу: каждый диапазон разбиваем на десять, а жителей сортиру­
ем по росту с точностью до миллиметра. Диаграмма станет глаже и уменьшится 
но высоте, так как уменьшится число жителей в каждом маленьком диапазоне. 
Тем не менее, будет вырисовываться колоколообразная фигура (рис. 16). В та­
ких задачах невозможно точно установить причины, приводящие к конкретно­
му результату, поэтому они описываются теорией вероятности и математиче­
ской статистикой. Появление случайных погрешностей в измерениях так же не 
может быть выявлено достоверно, поэтому определяют вероятность появ­
ления какой-то погрешности. Характеристикой случайных погрешностей в хо­
де измерений является закон распределения вероятностей. Различные законы 
распределения вероятностей в координатах у  = f(x) приведены на рис. 2. Рас­
пределение вероятностей рис. 16 напоминает нормальное, но, чтобы оно дейст­
вительно было таким, необходимо, кроме совпадения формы графиков, выпол­
нение и некоторых математических условий. Этой теме посвящена работа.

Пусть имеем n-измерений. Распределение вероятностей их случайных по­
грешностей имеет вид колоколообразной функции. Является ли полученная 
функция нормальным распределением?

Существует несколько методов оценки распределения вероятностей, позво­
ляющих ответить на поставленный вопрос. Один из них -  х2 (хи-квадрат). Рас­
смотрим этот метод подробнее.

Терминология теории вероятностей и математической статистики разнится 
с терминологией метрологии, тем не менее, сущностное понимание математи­
ческих величин в них единое.
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Рисунок 2 ~ Возможные распределения вероятностей измерений

Например, в теории вероятностей и математической статистике оперируют 
понятием «математическое ожидание»; в метрологии -  «среднеарифметическое 
значение». Однако математическое ожидание измерений определяется как 
среднеарифметическое измеренных величин; получается: об одном и том же 
разными словами. Условимся так же, что, используя понятие «наблюдение» 
(термин теории вероятностей и математической статистики), имеем в виду -  
«измерение», что не меняет сущности рассматриваемого, хотя эти понятия не 
тождественны.

В теории вероятностей и математической статистике нормальным являет­
ся распределение вероятностей непрерывной случайной величины, которое 
описывается уравнением плотности вероятности:

1 -(*-”»*)г
/О )  = — = = е  2°2* , (1)

ахЫ2п
где т -  математическое ожидание (среднее значение) случайной величины из­
мерений _т; о, -  среднеквадратичное отклонение (СКО) результатов наблюдений 
х/ (3) относительно их среднего значения тх (2). Рассмотрим эти величины под­
робнее. Если в ходе каких-то исследований получены измерения: x h х2 ... х„ (п =  
1, 2, 3 ...), то их среднее значение <х>  определяет величину математического 
ожидания ?пх.

1 П
тпх жСр <С х > — ~ ̂ ' Х(. (2)

i=i

Величина ох характеризует степень рассеяния результатов наблюдений во­
круг среднеарифметического значения. Она определяется на основе суммы
4



квадратов отклонений измерений Ах, = х, -  <х> и характеризует пологость 
функции нормального распределения:

<Ух f c r i  L Ах} -  VD. (3)
i=i

Ее деление на п -  1 вместо п приближает вычисляемое значение к теорети­
ческому, и чем больше п, тем лучше это приближение. Выражение D под зна­
ком корня (3) называют дисперсией случайной погрешности.

Распределение вероятностей (1) -  дифференциальный способ описания 
распределения. Поскольку плотность распределения вероятностей находится 
как производная от интегральной функции распределения, то существует и ин­
тегральное представление распределения измерений:

/(* )  =
dF{x)

dx (4)

F(x) = J f(x )d x , (5)

где F(x) -  интегральная функция распределения вероятностей измерения. Так 
как в ходе процесса наблюдений измеряемая величина изменяется в некотором 
конкретном диапазоне значений, то неопределенный интеграл переходит в оп­
ределенный:

F(x2) - F C x l ) = f 2f ( x) dx . ( 6)

При этом разница F(x2) -  F(xt) определяет вероятность попадания результа­
та наблюдения х, в интервал (xj, Хт):

[ХгР[хг < X i<  х 2] = F(Хг) -  F(Xi) = f (x )d x .  (7)
Jx*

В теории вероятностей и математической статистике существует распреде­
ление, которое условно считают нормальным. Оно получено аналитически и 
поэтому его называют теоретическим.

Различные его вариации представлены на основе таблиц и (или) графиков. 
Если в ходе измерений получили данные, то, сравнивая их распределение с па­
раметрами теоретического распределения, можем оценить принадлежность по­
лученных данных к нормальному распределению. Уровень точности того, что 
полученное распределение является нормальным, определяется так называе­
мым уровнем значимости q в процентах. Гипотеза о том, что результаты на­
блюдений принадлежат нормальному распределению, проверяются по уровню 
значимости q от Ю до 2%, т. е. с достоверностью от 90 до 98%. В ходе исследо­
ваний исследователь сам выбирает допустимый для него уровень значимости ц.

Оценка качества распределения измерений определяется на основе пара­
метров, которые называют моментами. Моменты представляют собой некото­
рые средние значения и называются начальными, если усредняются величины,
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отсчитываемые от начала координат, и центральными -  от центра функции 
плотности вероятности. Начальные моменты определяются выражением (8):

центральные -  (9):
Hr - гJ —I

x rf(x )d x ,

Hr = -  т х) rf(x )d x .

(8)

(9)

Порядок г в уравнениях (8) и (9) определяет номер момента, начального или 
центрального. Отличие уравнений, в величине т„ которая есть среднее значе­
ние измеренного массива данных, и предполагает рассмотрение функции рас­
пределения вероятностей около этого среднего значения (9). В выражении (8) 

f(x) рассматривается относительно начала координат. Первый начальный мо­
мент совпадает с математическим ожиданием тх результатов наблюдений:

Mi -  f  х  f ( x )d x  ~ т х -  < х > . (10)
j  —  00

Второй центральный момент -  дисперсия результатов наблюдений:
, 0 0

М2 -  (х  -  m x) 2f( x )d x  =  D = а\. (11)
J  — СО

Таким образом, рассмотренные прежде величины математического ожида­
ния тх, и дисперсии D, связанной со СКО выражением (3); являются, соответ­
ственно, первым начальным моментом и вторым центральным. При этом, вели­
чина СКО -  ах определяет пологость функции f(x), которая, в принципе, может 
переходить в прямую, т.е. равномерное распределение вероятностей (рис. 2). 
Однако не только пологость функции распределения вероятностей может ли­
шить его статуса нормального, но и большая крутизна графика (рис. 4). Кроме 
того, возможна положительная или отрицательная асимметрия распределения 
массива измеренных величин (рис. 3), что тоже делает распределение ненор­
мальным. Это обусловило существование еще двух параметров нормального 
распределения: асимметрии и эксцесса. Для нормального распределения они 
равны нулю. Поэтому, если для изучаемого распределения асимметрия и экс­
цесс имеют небольшие значения, то оно считается нормальным. Большие зна­
чения этих величин указывают на значительное отклонение рассматриваемого 
распределения от нормального. Как оценить асимметрию?

Рисунок 3 -  Положительная (а) и отрицательная (б) асимметрия распределения 
массива измеренных величин
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Рисунок 4 -  Положительный (а) и отрицательный (б) эксцессы 
распределения массива измеренных величин

Асимметрией теоретического распределения называют отношение цен­
трального момента третьего порядка к кубу СКО:

As (12)

р3 определяется интегральным выражением (13):
Г"Из = (.х — m xj f ( x ) d x . (13)

Асимметрия положительна (рис. За), если «длинная» часть кривой распре­
деления расположена справа от тх\ и -  отрицательна (рис. 36), когда «длинная 
часть» распределения расположена слева от тх. В принципе для оценки асим­
метрии можно использовать центральный момент р}, но он имеет размерность. 
Чтобы уйти от размерной величины делим р3 на а3 и получаем безразмерный 
коэффициент асимметрии As.

Для оценки «крутости» подъема полученной кривой, по сравнению теоре­
тическим распределением, используют -  эксцесс. Он определяется равенством 
(14), в котором Pi -  центральный момент четвертого порядка (15).

Е* = Ц) ” 3' (14)
г°°

Р-4 — I  ( х -  m x)*f (x)dx.  (15)
J—oo

Для нормального распределения р^/о* = 3, следовательно, эксцесс равен ну­
лю. Поэтому, если эксцесс некоторого распределения отличен от нуля, то кри­
вая этого распределения отличается от нормальной кривой. Если же эксцесс 
положительный, то кривая имеет высокую и острую вершину (рис. 4а), если 
эксцесс отрицательный, то сравниваемая кривая имеет более низкую и плоскую 
вершину, чем нормальная кривая (рис. 46). При этом предполагается, что рас­
сматриваемое и теоретическое распределения имеют одинаковые математиче­
ские ожидания и дисперсии.

Эксцесс, аналогично коэффициенту асимметрии As, сделан безразмерной 
величиной, за счет деления р4 на СКО в четвертой степени а /.  Это позволяет 
сделать его универсальным и использовать для любых исследований.
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В теории вероятностей и математической статистике существуют разные 
методики проверки нормальности распределения вероятностей. При этом, для. 
разного количества проведенных наблюдений -  п рекомендуются разные мето­
дики (табл. 1).

Таблица 1 -  Проверка распределения вероятностей на его принадлежность к 
нормальному_______ ______________________________________

Диапазон измерений Рекомендуемые методики оценки распределений вероятностей
3 <п< 50 Критерий W

Критерий Пирсона X,
п> 50 Колмогорова,

Мизеса -  Смирнова (и ')
15 <п< 50 2 составные критерия

Рассмотрим критерий х2, который еще известен как критерий Пирсона. Его 
рекомендуется применять, если число измерений более 50.

Проверка согласия опытного распределения случайной величины 
погрешности с теоретическим, на основе X-

Суть критерия X2 состоит в контроле отклонений гистограммы опытных 
данных fj (х) от гистограммы с таким же числом интервалов, построенной на 
основе теоретического нормального распределения/(х). Сумма квадратов раз­
ностей опытной т, теоретической тя,-частот по интервалам (т/ - m f  не должна 
превышать значений X ц  в зависимости от заданного уровня значимости q и 
числа степеней свободы к = г -  3, где: 3 -  число наложенных связей; г -  число 
интервалов измерений.

По уровню значимости q и числу степеней свободы к на основе табл. 2 
можно определить границы односторонней критической области Хлс,ч-

Таблица 2 -  Квантиль у  -  распределения для различных значений :̂, с/
К 1 -q/2 q/2

0.99 0,95 0,90 0,10 0,05 0,01
1 0,0J 157 0,023 93 0,0158 2,706 3,841 6,635
2 0,0201 0,103 0,211 4,605 5,991 9,210
3 0,115 0,352 0,584 6,251 7,815 11,345
4 0,297 0,711 1,064 7,779 9,488 13,277
5 0,554 1,145 1,610 9,236 11,070 15,086
6 0,872 1,635 2,204 10,645 12,592 16.812
7 1,239 2,167 2,833 12,017 14,067 18,475
8 1.646 2,733 3,490 13,362 15,507 20,090
9 2,088 3,325 4,168 14,684 16,919 21,666
10 2,558 3,940 4,865 15,987 18,307 23,209
12 3,571 5,226 6,304 18,549 21,026 26,217
14 4,660 6,571 7,790 21,064 23,685 29,141
16 5,812 7,962 9,312 23,542 26,296 32,000
18 7,015 9,390 10,865 25,989 28,869 34,805
20 8,260 10,851 12,444 28,412 31,410 37,566
30 14,953 18,493 20,599 40,256 43,773 50,892
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Для найденного значения:
(ГО|'-Ш|)2

mi
( 16)

справедливо условие:
я = Р{(х)2 > (Хм)2}- С17)

Следовательно, вероятность того, что вычисленное значение х2 превысит 
X2,.,, равна с/, и критическую область образуют все значения X2 > Л  q. В этом 
случае гипотеза о нормальности отвергается, т.е. опытное распределение не со- 
ответствует предполагаемому теоретическому. Если х2 ч, то гипотеза не 
отвергается, а принимается.

Кроме односторонней критической области, применяют двусторонние кри­
тические области: нижнюю Хг2 и верхнюю хЛ

При
Я = ^{х2 ^  X2 < X2} = р {х1,чгг ^  X2 < Хк.1 - , / 2 } О 8)

гипотеза о нормальности отвергается.
Будем учитывать так же следующее:
а) оценку опытного распределения осуществляем не на основе бесконечного 

числа измерений, а на основе конечного -  п, то есть выборки;
б) истинное значение измерений А предполагает обработку их бесконечного 

числа, поэтому, в рамках рассматриваемого, правильнее говорить об оценке ис­
тинного значения выборки из «-измерений, которое обозначим через А;

в) определяя по данным выборки из «-измерений значения дисперсии D и 
СКО - а, мы определяем не их истинные значения, характерные для всей гене­
ральной совокупности, а лишь оценки выборки, поэтому вместо а будем ис­
пользовать оценку S.

Введенные уточнения образуют 3 наложенные связи, которые мы учитыва­
ли при определении числа степеней свободы к = г -  3. Рассмотрим оценку рас­
пределения на конкрегном примере.

Пример 1. Цифровым вольтметром в ходе контроля напряжения было за­
фиксировано п = 100 измерений в диапазоне: 8, 911...8,927 В, при выборочном 
размахе 0,016 В. Является ли распределение измеренных величин нормальным? 
Найти его функцию плотности распределения.

1. Находим величины, которые могут быть определены на основе данных 
задания. Определяем среднее арифметическое наблюдений Л по формуле (2). 
По приближенной формуле Бесселя (3) находим среднее квадратичное откло­
нение S.

А = 8,91936 В. S = 0,0028.
2. Проводим ранжирование полученных значений п, т. е. располагаем их в 

порядке возрастания и группируем по интервалам. В соответствии с табл. 3 вы­
берем число интервалов г = 8.

Таблица 3 -  Предпочтительные объемы интервалов измерений
Число измерений п 3 0-100 100 - 500 500-1000
Число интервалов г 5 - 9 8 -  12 10- 16
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При этом оказывается возможным выбор равных по величине интервалов 
AXj = 0,002 В. Возможен выбор и неравных интервалов, но поскольку условие 
задания позволяет провести выбор равных интервалов, воспользуемся таким 
преимуществом.

3. Для каждого интервала определяем его середину Xj0 и подсчитываем 
опытное число наблюдений m j, попавшее в каждый интервал.

Если в каком-либо интервале попадает меньше пяти наблюдений, то необ­
ходимо этот интервал объединить с соседними интервалами, чтобы в новом ин­
тервале было m*j > 5.

4. Далее вычисляем теоретическое число наблюдений mj в интервате Axj, 
соответствующее нормальному распределению. Для этого от реальных середин 
интервалов xj0 переходим к нормированным величинам, которые определяются 
выражением: zj = (xj0 -  A)/S. Далее для каждого из значений ц  находим из табл. 4 
значение нормированной функции плотности распределения вероятностей (19):

'(* ;)  = v f e ^ ' /2- 0¾
От нормированного значения f(zj) переходим к реальному значению:

f(*y) = f (2))/S. (20)
Теоре тическое число наблюдений в интервале:

ш; = п (21)

Таблица 4 -  Плотность вероятности нормированного распределения (15)
I _____М _____ 2 т 2 ш 2 №

0.0 0,3989 1,0 0,2420 2,0 0,0540 3,0 0,0044
0,1 0,3970 1,1 0,2179 2,1 0,0440 3,1 0,0033
0,2 0,3910 1,2 0,1942 2,2 0,0355 3,2 0,0024
0,3 0,3814 1,3 0,1714 2,3 0,0283 3,3 0,0017
0,4 0,3683 1,4 0,1497 2,4 0,0224 3,4 0,0012
0,5 0,3521 1,5 0,1295 2,5 0,0175 3,5 0,0009
0,6 0,3332 1,6 0,1109 2,6 0,0136 3,6 0,0006
0,7 0,3123 1,7 0,0940 2,7 0,0104 3,7 0,0004
0,8 0,2897 1,8 0,0790 2,8 0,0079 3,8 0,0003
0,9 0,2661 1,9 0,0656 2,9 0,0069 3,9 0,0002

Как и для опытного распределения, если в интервале наблюдений менее пя­
ти, то этот интервал объединяем с соседним, чтобы выполнялось условие irij> 5. 
Далее определяем число степеней свободы:

k = r - 3  = (8 - 2 ) - 3  = 5,
где г -  общее количество интервалов после объединения.

Далее вычисляем х2 по формуле (12).
По заданному уровню значимости 0,02 <q <0,1 и числу степеней свободы к 

определяем по табл. 2 одностороннюю или двухстороннюю критическую об­
ласть. Если X к,ч/2> X2 ^Хл, 1.,/2, то распределение считают нормальным.

Результаты вычислений сведены в табл. 5. При k = 8 - 2 - 3 = 3 q  = 0,10 
(см. табл. 2) определяем значения х2 верхней и нижней критических областей: 
Хз: о,05 = 815; для Хз; о,95 — 0,3 52. Следовательно, распределение опытных
данных можно считать нормальным, так как 0,35< 1,17 < 7,82.
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Таблица 5 -  Данные промежуточных вычислений при исследовании проведенных измерений напряжения

j Х1 Xj+l т)
{ (Xj) =

=  т* 
П&Х/

*JO =
X/ +  х]+1 

2
Xj o-  А z; =

_ xj0- А 

S
/ ( * / )

/О /) =
_  / ( г / )  

S

т) =  
nAXjf(Xj)

V 2Xj

1 3,911 3,913 1
+ = 6

5 3,912 -0,00736 - 2,630 0,0126 4,5 0,90 
+ = 5,46 0,5340

2 3,913 3,915 5 25 3,914 -0,00536 - 1,914 0.0640 22,8 4,56

3 3,915 3,917 14 70 3,916 -0,00336 - 1,200 0,1942 69,4 13,88 0,00104

4 3,917 3,919 27 135 3,918 -0,00136 - 0,485 0,3546 126,6 25,32 0,1150

5 3,919 3,921 24 120 3,920 + 0,00064 + 0,229 0,3885 138,8 27,76 0,50920

6 3,921 3,923 18 90 3,922 + 0,00264 + 0,943 0,2558 91,4 18,28 0,00426

7 3,923 3,925 9
+ =11

45 3,924 + 0,00464 + 1,660 0,1006 35,9 7,18 
+ =8,90 0,49500

8 3,925 3,927 2 10 3,936 + 0,00664 + 2,370 0,0241 8,6 1,72
Е= 1,17

Расчет для строки j = 1: /*(х7) = - - - - - -  = 5; xj0 = 3'911+3913 = з, 912; Zj = = - 2 , 630;3.912-3,919360,0028
f (x j )  определяется по таблице 4; / ( x 7) = = 4,5; пг; = 100 * 0,002 * 4,5 = 0,99; x j  ~  = 05340



Для построения гистограммы дополнительно вычисляем статистические 
оценки средней плотности распределения вероятностей/(xj) в интервале Ах, по 
экспериментальным данным, используя формулу:

/ * ( * , )  -
т.

пАх, (22)
По оси абсцисс откладываем в определенном масштабе интервалы Ах, в по­

рядке их возрастания и на каждом интервале строят прямоугольник высотой, 
равной оценке средней плотности распределения / (х,). Площадь всех прямо­
угольников равна 1,

= Й  =  =  1  (23)
/=1 7=1 1=1

Масштабы по осям гистограмм должны быть такими, чтобы соотношение ее 
высоты к основанию составляло примерно 5:8. После построения гистограмм 
подбирают плавную кривую теоретического распределения, которая выражает 
все существенные черты статистического распределения. В нашем примере ма­
тематическое ожидание и СКО кривой нормального распределения должны 
совпадать со средним арифметическим и оценкой среднего квадратичного от­
клонения, вычисленным по измеренным данным А = 8,91936 В; S = 0,0028. Это 
графический способ определения распределения вероятностей в рассматривае­
мом примере.

Если найденные значения математического ожидания тх и СКО - ах подста­
вить в (1), то получим уравнение кривой нормального распределения. Данное 
уравнение имеет вид (24) и является аналитическим представлением распреде­
ления вероятностей: /  1 \ 1р[-3,91936\г

f (х) = ---------- =  е 0,0028 ) . (24)
V о, 0028/ 2я /

Оценка качества уравнения может быть проведена на основе определения 
начального момента (10) и центрального -  (11). Параметры асимметрии рас­
пределения (12) и эксцесса (14), найденные соответственно на основе цен­
тральных моментов (13) и (15), характеризуют качество самого распределения, 
его статус как нормального.

На основе значений средней плотности распределения вероятностей для 
каждого из восьми интервалов может быть построена гистограмма. Если ее 
дискретные значения/ (xj) в каждом интервале соединить прямыми линиями, то 
получим график, у которого по оси у -  величина/ (xj), а по оси х -  средние зна­
чения напряжения в каждом j -м интервале. Вид такого графика, полученного из 
гистограммы, представлен на рис. 2.

Таким образом, распределение измеренных напряжений в диапазоне 8, 
911...8,927 В является нормальным.

12



Рисунок 5 -  График функции / (xj), построенный для средних значений интервалов: 1-8

ЗАДАНИЕ 1

Потребление энергии многими системами электроники (компьютер, телеви­
зор, телефон и др.) происходит стахастически (случайным образом). Например 
питание памяти компьютера при работе в Интернете. И хотя работа памяти рас­
считана на конкретное постоянное напряжение, оно не такое уж и постоянное и 
допускается его варьирование вблизи некоторой величины. Если стабилизатор 
напряжения памяти рассчитан на 5В, то предусматривается его нормальная ра­
ботоспособность в диапазоне напряжений: 4,8 ...5,2 В. Так работают стабили­
заторы напряжения и в других системах электроники. И все же стабилизатор 
напряжения рассчитывается на конкретную величину и поэтому частота ее по­
явления при работе устройства будет выше, чем других значений. Это означает, 
что если измерять напряжения питания памяти, рассчитанной на 5 В в течение 
длительного промежутка времени и провести n-наблюдений, то значений 5В 
будет гораздо больше, чем напряжений 4,8 В или 5,2В. Исходя из этих сообра­
жений, на основе таблицы 6, в соответствии со своим вариантом, задайте ряд 
значений измеренной величины.

Таблица 6 -  Задания и условия вариантов
Вари­

ант

Число 
измере­
ний п

Параметр измерения
Измеренная 

величина и ее 
размерность

Отклонение 
величины от из­

меренного, Д, в %

Довери­
тельная ве­

роятность, Р
1 51 напряжение питания 5 В 10 0,95
2 52 ток потребления 2 А 9 0,99
3 53 мощность потребления з в т 8 0,9
4 54 частота импульса 2 ГГц 7 0,95
5 55 время импульса 1 С 7 0,99

6 56
температура микросхемы 
процессора 50° 8 0,9

7 57 напряжение питания 9 В 10 0,95
8 58 ток потребления 1,5 А 7 0,99
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Продолжение таблицы 6
9 59 мощность потребления 2,5 ВТ 7 0,9
10 60 частота импульса 1,8 ГГц 8 0,95
11 61 время импульса 0,8 Нс 9 0,99

12 62 температура микросхемы 
процессора 55° 10 0,9

13 63 напряжение питания 12 В 9 0,95
14 64 ток потребления 1,6 А 11 0,99
15 65 мощность потребления 2,8 ВТ 10 0,9
16 66 частота импульса 2,2 ГГи 9 0,95
17 67 время импульса 10 Нс 8 0,99

18 68 температура микросхемы 
процессора 45° 7 0,9

19 69 напряжение питания 16 В 6 0,95
20 70 ток потребления 1 А 11 0,99
21 71 мощность потребления 4 ВТ 11 0,9
22 72 частота импульса 2,44 ГГц 7 0,95
23 73 время импульса 5 Нс 7 0,99

24 74 температура микросхемы 
процессора 40° 8 0,9

25 75 напряжение питания 6,3 В 9 0,95
26 76 ток потребления 0,6 А 10 0,99

Графа табл. 6 -  измеренная величина и ее размерность, определяет должную 
величину измеряемого параметра в электронной системе. Параметр Д опреде­
ляет размах возможного отклонения измеряемой величины, в % относительно 
заданной в вашем варианте. Для варианта 1 это отклонение составляет ± 0,25 В 
относительно величины 5В. Это так же значит, что при генерации ряда изме­
ренных значений для табл. 7 вы должны использовать диапазон напряжений от 
4,75 В до 5, 25 В и при этом, согласно заданию, иметь небольшое количество 
больших отклонений и большое число малых отклонений от величины 5 В, что 
характерно для нормального распределения вероятностей.

Полученные данные представьте в виде табл. 7.

Табл и ца 7 -  Сгенерированные данные п-измеренин
п = 1 п = 2 п -  3 п = 4 п = 5 п = 6

i'­llа п = 8 п = 9 п = 10

п =  71 п =  72 п =  73 п  =  74 и  =  75 п =  76 3 II -4 —4 п  =  78 п =  79

ОооIIс

На основе критерия Пирсона X проверьте полученный массив величин на 
предмет его принадлежности к нормальному распределению вероятностей.

Выполнение задания можно проводить как с помощью компьютера, так и на 
основе традиционных расчетов с пояснениями. В первом случае возможно ис­
пользовать электронные таблицы EXCEL или другие программные среды. Ито­
говым программным продуктом может стать табл. 5 или другая, отражающая 
последовательность действий расчетов и ход выполнения работы. Однако в той 
14



же среде EXCEL возможны и другие подходы к выполнению задания, отличные 
от предложенного.

В ходе использования электронных таблиц, по усмотрению студента, воз­
можно применять встроенные математические и статистические функции, но 
возможно и написание собственных формул, если последнее представляется 
студенту более целесообразным.

Основные требования к программному продукту выполняемой работы. Он 
должен:

- содержать постановку задачи (задание варианта с таблицей сгенерирован­
ных данных);

- наглядно отражать последовательность действий решения задания (свод­
ная таблица результатов вычисления х  для вашего варианта, примерно так, как 
это приведено в табл. 5 и дано в методическом описании выполнения работы на 
конкретном примере);

- иметь пояснения к используемым в работе математическим формулам и 
выражениям;

- содержать математические результаты проведенных исследований в виде 
функции распределения вероятностей;

- иметь графическое представление полученной функции распределения ве­
роятностей/(х) или функции/*'^, построенной на основе гистограммных дан­
ных (по выбору студента).

Для построения графиков допускается использование других программных 
продуктов;

- вывод по полученным результатам исследований.
Такие же требования предъявляются и к оформлению работы и при ее вы­

полнении в виде расчетной задачи.
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ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ ПРЯМЫХ РАВНОТОЧНЫХ 
ИЗМЕРЕНИЙ С МНОГОКРАТНЫМИ НАБЛЮДЕНИЯМИ

Измерение -  процесс сравнения некоторой величины с ее эталоном, в ре­
зультате которого определяется численное значение этой величины и возмож­
ная ошибка -  погрешность измерения. Она появляется из-за неточности изме­
рительных приборов, округления измеренных результатов, изменения темпера­
туры окружающей среды, давления, влажности и других причин, которые могут 
иметь систематический или (и) случайный характер. Все это обусловливает ве­
роятностный характер процесса измерения и, если проведенные измерения 
подчиняются нормальному распределению, то процесс измерения предполагает:

- найти наиболее вероятное значение измеряемой величины;
- оценить погрешность;
- указать надежность результата.
При этом результат измерения записывают вместе с погрешностью и веро­

ятностью (25):
X =  х тм ± Дх; Р. (25)

Числовое значение результата измерения x,mi должно оканчиваться цифрой 
того же разряда, что и значение погрешности Дх.

Эту запись следует понимать как неравенство (26):
, -  Дх < х  < хи, м + Ах. (26)

Интервал значений х -  доверительный интервал измерения; Р -  его довери­
тельная вероятность (надежность). Погрешность Дх равна полуширине довери­
тельного интервала и определяется на основе расчетов данных измерений. Так 
как измерение какой-то величины предполагает многократное проведение на­
блюдения и получение массива значений, то обработка результатов измерений 
основывается на использовании математической статистики и теории вероятно­
стей.

Величина погрешности Дх называется абсолютной, но она не всегда удобна 
для оценки точности измерений. Несколько большую информацию об измере­
нии имеет относительная погрешность, указывающая, какую долю абсолютная 
погрешность составляет от измеренной величины (27):

Дх Ах
£ = —  » -----■ (27)X X  л ист л изм

Поскольку величина погрешности измерения Дх имеет статистический ха­
рактер, то и относительная погрешность е так же определяется с доверительной 
вероятностью.

Возможны измерения, когда неизвестен вид функции распределения по­
грешностей, но есть необходимость дальнейшей обработки результатов изме­
рений. В этом случае форма записи результатов измерений предполагает сле­
дующие параметры: xlm„ а, п, в, Р. Величины х,ш„ и Р имеют тот же смысл, что 
и в выражениях (25) и (26); о -  среднее значение среднеквадратичного отклоне­
ния п измерений, в -  границы неисключенной систематической погрешности 
(32). Такие измерения в данной работе мы рассматривать не будем. Объектом 
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нашего изучения будут измерения, описываемые нормальным распределением 
погрешностей, и, те которые могут представляться в виде (25). Их особенность 
в том, что в ходе таких измерений будет небольшое количество измерений с 
большой величиной отклонения от среднего значения и будет значительное 
большинство измерений с небольшим отклонением от среднего значения, либо 
они будут равны среднему значению.

Погрешности измерений классифицируются по нескольким признакам (рис. 6).
Их взаимозависимость гораздо сложнее. Например, инструментальная по­

грешность, обусловленная неточностью средств измерений, согласно ГОСТ 
8.009-84, имеет в своей структуре основную, дополнительную, обусловленную 
взаимодействием средств измерений и объекта измерений и динамическую по­
грешности.

Основная погрешность показывает отличие действительной функции пре­
образования средств измерений в нормальных условиях от номинальной. Но­
минальная статическая характеристика преобразования -  это функция преобра­
зования, которую должен иметь измерительный прибор при нормальных усло­
виях внешней среды и неизменных значениях (медленно меняющихся) значе­
ниях входного сигнала.

По способу числового выражения основная погрешность разделяется на аб­
солютную, относительную и приведенную.

По характеру влияния на функцию преобразования основная погрешность 
имеет аддитивную и мультипликативную составляющие, которые, в свою оче­
редь, могут иметь систематическую и случайную компоненты.

Дополнительная погрешность обусловлена реакцией средств измерений на 
изменения внешних влияющих величин и неинформативных параметров вход­
ного сигнала. Неинформативным параметром входного сигнала называется па­
раметр входного сигнала, не используемый nrTg передами. зиач«нияги*маря«мвй 
величины. Например, при измерении частотойirapow -частоты сигнал» указывает - 
ся уровень входного сигнала.
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Погрешность, обусловленная взаимодействием суедств измерений и объ­
екта измерений. Это когда подключение средства измерения изменяет режим 
работы объекта измерения.

Динамическая погрешность обусловлена реакцией средства измерения на 
скорость (частоту) изменения входного сигнала и зависит от свойств инерцион­
ности средства измерения, частотного спектра входного сигнала, изменений на­
грузки и других величин.

Как видим, классификация измерений сложнее, чем это приведено на рис. 6, 
где нет связей между инструментальной погрешностью и погрешностями: аб­
солютной, относительной, систематической, случайной, грубой и другими. 
Кроме того, инструментальная погрешность имеет составными погрешности: 
основную, дополнительную, динамическая и др., что указывает на возможность 
и других подходов в их классификации. Заметим и то, что выше рассмотрены 
погрешности средств измерений. Погрешности измерений -  более широкое по­
нятие, чем погрешности средств измерений, при этом последние, являются 
компонентами первых. Как следствие, в метрологии нет универсальных подхо­
дов к процессу измерений. К каждому измерению следует подходить диффе­
ренцированно, с учетом его особенностей.

В сфере электро-, радиоизмерений обычно учитываются систематические, 
случайные и грубые погрешности. В них в качестве составных погрешностей 
учитываются инструментальные и методические, которые могут представлять­
ся в виде абсолютных и относительных величин. Так как в процессе измерений 
случайные и систематические погрешности проявляются одновременно, по­
грешность результата в электро-, радиоизмерениях представляют в виде суммы 
погрешностей систематической и случайной (28):

А = Деист + Дсл. (28)
Систематические погрешности Д̂ „ст, как правило, проявляются стабильно и 

обычно известны в виде поправочных графиков к прибору, таблиц или формул. 
Если возможно, их учитывают аппаратными средствами при разработке и соз­
дании средств измерений. Такие погрешности называют исключенными или 
погрешностями поправками. Однако бывают систематические погрешности, 
которые аппаратными методами исключить невозможно. Их называют неис- 
ключенными. Случайные погрешности проявляются хаотично и имеют вероят­
ностный характер. Рассмотрим оба вида погрешностей.

Случайные равноточные погрешности
Прямые многократные наблюдения называются равноточными (равнорассе­

янными), если они являются независимыми, одинаково распределенными слу­
чайным образом, выполняются одним и тем же наблюдателем в одних и тех же 
условиях, одним и тем же прибором.

Согласно ГОСТ 8.207 -  76 статистическая обработка группы результатов 
наблюдений при равноточных измерениях осуществляется в два этапа:

- проверяется гипотеза о том, что результаты наблюдений принадлежат 
нормальному распределению;

- определяется погрешность результата измерения.
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Выполнение первого этапа рассмотрено в предыдущем параграфе; в на­
стоящем изучим, как оценить случайную погрешность, которая определяется 
соотношением (29):

Дсл~ ® tn p, (29)
где а -  среднеквадратичное отклонение п-измерении;

tn p -  коэффициент Стьюдента.
Рассмотрим смысл этих величин.
В предыдущем параграфе были указаны следующие параметры, характери­

зующие процесс измерения:
п -  количество проведенных измерений;
х, -  результат г-го измерения;
< х  > -  среднее значение п-измерений; оно же -  математическое ожидание

т х (2);
Дх, = X/ - <х> -  отклонение z'-го измерения от среднего значения. Если про­

ведено достаточно большое число измерений п, то положительные и отрица­
тельные значения Дх, появляются одинаково часто, поэтому распределение Дх 
около среднего значения будет симметричным;

Ох -  СКО отдельного наблюдения (3); оно же -  стандартное отклонение от­
дельного измерения.

Эти параметры использовались при оценке массива измеренных данных на 
предмет их принадлежности к нормальному распределению. Для оценки слу­
чайной погрешности Дс„ применяются и другие величины, которые следуют из 
вышеприведенных.

Величина ах -  СКО отдельного наблюдения характеризует отдельное изме­
рение, причем в ходе ее расчета положительные и отрицательные ошибки ком­
пенсируются. Более информативным параметром будет величина, которая учиты­
вает эти компенсации. Такой величиной является параметр а в выражении (29). 
В теории вероятностей показывается, что ох и а связаны соотношением (30):

о ,
°  =  (30)Vn

где а -  среднеквадратичное отклонение n-измерений; в отличие от ах, характе­
ризует среднее арифметическое не отдельного измерения, а совокупности из­
мерений п. Его еще называют среднее значение среднеквадратичного измерения. 
Если в выражении (3) учесть последнее, то формула (30) приобретает вид (31):

N - 1 ) 2 ,п(п -  1) Axf
i=i

(31)

Чтобы уяснить смысл величины tnP, входящей в выражение (29), укажем 
еще одну особенность среднеквадратичного отклонения отдельного измерения 
ах. Оказывается, что если провести серию из п измерений, которые подчиняют­
ся нормальному распределению, и для них определить <т„ то приблизительно в 
68% случаев отклонения Дх, по модулю не превысят эту величину ах, а в 32% 
превысят ее. Это означает, что отклонение измерения Дх, с вероятностью 68%
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лежит в интервале [-ах; + <rj. Для интервала [-2сгх; +2ах] эта вероятность уже 
будет равна 95%, а для [-Зах; +3ах] -  99,7%. Тогда для любой вероятности Р до­
верительный интервал значений [-Apav; +АР <rj определяется числовым множи­
телем Ар, зависящим от величины доверительной вероятности (надежности) Р. 
Из вышерассмотренного следует, что Ао.бв = 1,0; Ао-95 = 2,0; а А0997 = 3,0. Однако 
величина СКО отдельного измерения ах, и -  совокупности измерений а, зависят 
от числа проведенных наблюдений п. Этого не учитывает коэффициент А. Анг­
личанин Уильям Сили Госсет, изучая проблему повышения урожайности ячме­
ня, предложил таблицу, которая исправляла указанный недостаток. Эта таблица 
оказалась полезной не только в сельском хозяйстве, но и статистической науке 
и теории вероятностей. Автор опубликовал свою работу под псевдонимом 
«Стьюдент». Его таблица будет использована нами и при оценке погрешности 
измерений. В отличие от коэффициента А, коэффициент Стьюдента определя­
ется не только на основе доверительной вероятности Р, но и числа проведенных 
наблюдений п. В теории вероятностей и математической статистике коэффици­
енты Стьюдента обозначаются как tnP. В пределе при п, стремящемся к беско­
нечности, Гочр = Ар. Следует заметить, что таблица коэффициентов Стьюдента 
начинается со значения п = 2. Это связано в том числе и с тем, что единичное 
измерение может быть и случайным; два измерения уже обозначают тенден­
цию. Предлагаемая таблица 8 использует значения доверительной вероятности 
Р, которые часто используются в практической науке и технике и которыми мы 
будем пользоваться в своих расчетах. Однако существуют и более подробные 
таблицы коэффициентов Стьюдента t„j>, в которых приведены данные и для 
других значений доверительной вероятности Р. Еще одна особенность таблицы 
коэффициентов Стьюдента в том, что они дают хорошие результаты при не­
большом количестве наблюдений (измерений) п.

Таблица 8 -  Коэффициенты Стьюдента
п Р = 0,9 Р = 0,95 Р = 0,98 Р = 0,99 Р »  0,999
2 6,31 12,71 31,82 63,68 636,62
3 2,92 4,3 6,97 9,93 31,60
4 2,35 3,18 4,54 5,84 12,92
5 2,13 2,78 3,75 4,60 8,61
6 2,02 2,57 3,37 4,06 6,87
7 1,94 2,45 3,14 3,71 5,96
8 1,90 2,37 3,00 3,50 5,41
9 1,86 2,31 2,90 3,36 5,04
10 1,83 2,26 2,82 3,25 4,78
11 1,81 2,23 2,76 3,17 4,59
12 1,80 2,20 2,72 3,11 4,44
13 1,78 2,18 2,68 3,06 4,32
14 1,77 2,16 2,65 3,01 4,22
15 1,76 2,15 2,62 2,98 4,14
16 1,75 2,13 2,60 2,95 4,07
17 1,75 2,12 2,58 2,92 4,02
18 1,74 2,11 2,57 2,90 3,97
19 1,73 2,10 2,55 2,88 3,92
20 1,73 2,09 2,54 2,86 3,88
ОО 1,65 1,96 2,33 2,58 3,29
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Неисключенные систематические погрешности
Как отмечено ранее, помимо исключенных систематических погрешностей, 

могут быть и неисключенные. Их вычисляют путем построения композиции 
распределения составляющих неисключенных систематических погрешностей. 
При равномерном распределении последних доверительные границы неисклю­
ченных систематических погрешностей вычисляются по нижеприведенной 
формуле (32), в которой к -  коэффициент, определяемый принятой доверитель­
ной вероятностью Р; m -  количество суммируемых неисключенных погрешно­
стей. Коэффициент к для вероятности Р определяется из графика, представлен­
ного на рисунке 7. Доверительную вероятность Р для неисключенной система­
тической погрешности принимают ту же, что и при вычислении доверительных 
границ случайной погрешности. Для проводимых оценок измерений будем 
пользоваться данными, соответствующими коэффициенту кср.

(32)

Рисунок 7 -  Зависимость коэффициента к от вероятности Р

Согласно выражению (28) доверительные границы погрешности результата 
измерения определяются компонентами случайной и систематической погреш­
ностей. При этом возможно исключить из рассмотрения одну из компонент. 
Если Дсистнеиск/̂  < 0,8, то пренебрегают систематическими неисключенными по­
грешностями и общая погрешность измерения определяется погрешностью Д^. 
В случае, когда Дс11Ст hcmJ o > 8, то пренебрегают случайной погрешностью Дсл и 
общая погрешность определяется составляющей Д;ИСТ При выполнении указан­
ных неравенств, погрешность, возникающая из-за пренебрежения одной из со­
ставляющих результата измерения, не превышает 15%.

Погрешность прибора
Инструментальная погрешность прибора (стр. 18) определяется для любой тех­

ники, в том числе и средств измерений, которые приняты к разработке, или 
производству, когда требуется всесторонне и глубоко изучить эту новую тех-
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нику. Если новой техникой являются измерительные приборы, то их инстру­
ментальная погрешность закладывается в один из параметров прибора: класс 
точности. Класс точности прибора — это отношение предельной абсолютной 
погрешности прибора д к максимальному значению измеряемой им величины 
хтах (33); может характеризоваться процентным выражением, либо безразмер­
ной величиной:

к = — 100%. (33)Хтах
У многопредельного прибора эта величина определяется на рабочем преде­

ле. Для электро-, радиоизмерительных приборов возможны следующие классы 
точности:

0,02; 0,05; 0,1; 0,2; 0,5; 1,0; 2,5; 4,0.
Значок % на приборах не ставится. В паспорте прибора указывается его 

класс точности к либо предельная абсолютная погрешность 5. Величины к и б 
задаются с доверительной вероятностью Р = 0,997. Это предполагает, что по­
луширина доверительного интервала, в котором может быть заключена изме­
ряемая величина За, где а -  стандартное отклонение п измерений (31). Для про­
извольной надежности Р абсолютная погрешность прибора рассчитывается со­
отношением (34). В ходе измерений часто ограничиваются доверительной ве­
роятностью Р = 0,95, которой соответствует полуширина 2а, и выбирают при­
близительно, усредненное значение t„ P «2.

1п р
л "р= 3^0 5 = W 1 0 Ш Лтах'

Ljl,P (34)

Величина 3,0 соответствует доверительной вероятности Р = 0,997, безотно­
сительно числа проведенных измерений, к -  класс точности измерительного 
прибора в процентном выражении; х„т -  максимальное значение рабочего пре­
дела прибора; 5 -  предельная абсолютная погрешность, которая может указы­
ваться в паспортных данных прибора.

Погрешность округления измерения
Как правило, измерения могут осуществляться приборами со стрелочной 

шкалой либо электронными цифровыми. Если результаты измерения фиксиру­
ются по стрелочной шкале, то учитываются те ошибки, которые вызваны несо­
вершенством органов чувств экспериментатора и округлением полученных 
численных данных. Если же измерения проводятся на основе цифровой шкалы 
измерительного прибора, то точность считывания результата определяется по­
следним разрядом цифры. Ее следует учитывать, когда последний разряд циф­
ровой шкалы прибора является изменяющимся. В случае, когда последний раз­
ряд цифровой индикации стабилен, погрешностью округления измерения циф­
рового прибора можно пренебречь. В обоих случаях эта погрешность (35):

Локр =Р*\ .  (35)
где h -  величина минимального значения одного деления на измерительной 
шкале стрелочного прибора. Если измерение осуществляется цифровой шка­
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лой, то это величина «плавающего» разряда, который является последним при 
фиксации измерения.

Округление расчетов. Вычисления, касающиеся измерений, подлежат ок­
руглению. В них используются физические и математические постоянные, три­
гонометрические функции и др. Все это предполагает конечную точность обра­
батываемого результата измерений, которая достигается проведением вычисле­
ний с запасом разрядов чисел, описывающих процесс измерения. Погрешность 
вычислений может быть минимизирована и даже полностью исключена в ходе 
измерений, если использовать запас по округлению чисел, физических и мате­
матических постоянных.

Результирующая погрешность измерения
Как видим, погрешность измерения -  величина, зависящая от многих фак­

торов, одни из которых являются доминирующими, другие мало влияют на ре­
зультат измерений. Это предполагает дифференцированный подход в ходе из­
мерений. Одна из формул, описывающих измерения в сфере электро-, радио­
электроники, учитывает следующие компоненты (36):

Дзс =  ^Дсл 3" Дпр ~  Докр "Р С̂ИСТ ’ (36)

где Дел -  случайная погрешность; Дпр -  приборная; АоКр -  округления; \ жг -  
систематическая.

В случаях, когда некоторыми видами погрешностей в ходе обработки ре­
зультатов измерений можно пренебречь, некоторые компоненты выражения 
(36) обращаются в нуль и формула упрощается.

Рассмотрим пример обработки результатов измерений.

Пример 2. В процессе измерения напряжения в компьютере на пятивольто­
вых логических элементах получены следующие значения величин на пределе 
шкалы 10 В (таблица 9). Класс точности прибора к = 2,5. Надежность измере­
ния принять 95%. Неисключенная систематическая погрешность, обусловлен­
ная нестабильностью напряжения питания, составляет 0,02В; изменением тем­
пературы окружающей среды -  0,01 В.

Найти абсолютную и относительную погрешности проведенного измерения 
по компонентам случайной, приборной, округления и систематической по­
грешностей, если результаты наблюдений приведены в таблице 9. 1

Таблица 9 -  Ряд значений измерения напряжения
п 1 2 3 4 5 6 7

и*м 5,000 5,054 5,043 5,151 4,930 4,864 5,200

п 8 9 10 11 12 13
U||3M 5,116 4,840 4,867 5,003 4,986 5,056

1. Случайная погрешность определяется выражением (25); А,., = a t„P. 
Коэффициент Стьюдента tnP находим по таблице 8; он зависит от числа 

проведенных измерений п и доверительной вероятности Р. Определение
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а -  CKO проведенных измерений осуществляется на основе следующей после­
довательности действий:

а) находим среднее значение проведенных измерений напряжения (2):

= 5,008 В;

б) определяем случайные отклонения Дх, = <х> - х, для всех п измерений;
в) проверяем равенство нулю алгебраической суммы всех значений Дх,-, что 

будет отвечать одному из условий нормального распределения измеренных ве­
личин напряжения:

Дх<(+) ®Д*|(->;
г) определяем величину СКО n-измерений а (31):

а  = 7 1 — У  Дх? = 0,026776 В. 
п(п - 1) A j

5. По полученным значениям а и t„P= 2,18 находим случайную погрешность 
измерения:

Дл = о t„p.= 0,0583 В.
2. Приборная погрешность. Определяем выражением (34), учитывая, что 

Р = 95%; tn p = 2,18; класс точности прибора к = 2,5; максимальное значение 
шкалы на измеряемом пределе хпии = 10В:

tn.e „ к— Х„ 0,1816 В.з,о юо%
3. Погрешность округления измерения. Поскольку плавающей на цифровом 

индикаторе напряжения оказалась величина четвертого знака после запятой, то 
это соответствует 0,1 тВ . Тогда (35):

Д о к р =  р * jj = о, 95 * 0,00005 = 0,000048 В.
4. Неисключенная систематическая погрешность. Согласно условию задания 

она определяется двумя причинами -  нестабильностью напряжения питания 
Деист 1 = 0,02 В и изменением температуры окружающей среды -  ДсИСт.2= 0,01 В. 
По графику рис. 7 и формуле (32) находим:

Дс„ст = 0,042933 В.
Результирующая погрешность измерения (36):

Д U
- I

ди?ист + дис2л + дип2р + ди2кр = 0,1956 В.•'окр

Относительная погрешность измерения:

£= Y  =0,038.
Результаты измерения.

и = < и > ±  Ди = 5,008 ± ДО, 196 В; 
£= 0,038; Р = 0,95.
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ЗАДАНИЕ 2

Согласно своему варианту выполнить обработку результатов измерений.
В ходе измерений проведено п наблюдений физической величины. Резуль­

таты этих наблюдений х, (i = 1,2 ... п) лежат в диапазоне, указанном для вашего 
варианта, и составляют выборочный размах: хтах -  xmin. Считая измерения рав­
ноточными (проведенными одним оператором, одним и тем же прибором, при 
одних и тех же неизменных условиях), определить результат измерений: 
х = <х> ± Дх; е; Р физической величины вашего варианта.

Выбор ряда измерений проводить таким образом, чтобы положительные и 
отрицательные значения Дх, появлялись одинаково часто, с тем, чтобы распре­
деление Дх около среднего значения было симметричным и имело колоколооб­
разную функцию. Значение хмт прибора имеет размерность величины, соответст­
вующей вашему варианту. Неисключенную систематическую погрешность, обу­
словленную изменением температуры окружающей среды, принять 0,5 % от <х>.

Задания вариантов 1-26.
В-т Число из­

мерений п
Диапозон
измерений

Величи­
на

Доверительная 
вероятность Р ■̂ тах

Класс точности  
прибора к, %

1 10 9 9 ,9 2 ...1 0 0 ,1 0 мВ 0,9 120 0,02
2 и 7 ,6 3 3 ...7 ,9 5 9 В 0,95 10 0,05
3 12 0 ,1 2 4 .. .0 ,1 5 6 А 0,99 0,3 ОД
4 13 1 0 ,0 2 1 ...1 0 ,0 3 8 мА 0,98 15 0,2
5 13 1 2 ,1 0 1 ...1 2 ,1 1 8 С 0,9 15 0,5
6 12 8 ,0 2 0 ...8 ,0 3 8 Ом 0,95 10 1,0
7 11 100,292 .. .  100 ,324 кОм 0 ,99 150 2,5
8 10 10,492 . . .  10,524 мОм 0 ,999 15 4 ,0
9 10 9 ,9 2 ...1 0 ,2 А 0,9 15 0 ,02
10 12 4 1 ,1 1 1 ...4 2 ,3 2 1 мС 0 ,99 50 0,05
11 13 1 1 0 ,0 1 ...1 1 0 ,1 2 мкФ 0,98 140 ОД
12 13 482 ,3 6 4 ...4 8 2 ,3 8 1 Гц 0,9 500 0,2
13 12 8 ,9 1 1 ...8 ,9 2 7 В 0 ,95 10 0,5
14 11 7 6 ,1 3 8 ...7 6 ,3 9 1 М 0 ,99 100 1,0
15 10 3 ,6 3 ...3 ,9 5 СМ 0,999 5 2,5
16 10 3 4 6 ,2 2 7 ...3 4 6 ,2 5 7 кГц 0,9 500 4,0
17 11 1 ,9 2 ...2 ,1 0 н 0,95 3 0 ,02
18 12 5 ,6 8 8 ...5 ,7 1 2 мС 0 .99 10 0 ,05
19 13 8 9 ,1 3 4 ...8 9 ,2 1 0 ММ 0 ,98 100 ОД
20 13 6 2 5 ,1 2 ...6 2 5 ,3 1 кН 0 ,98 1000 0,2
21 12 2 1 ,9 7 ...2 2 ,1 9 Гн 0 ,95 50 0,5
22 11 7 6 ,3 3 1 ...7 9 ,5 9 1 дж 0 ,99 100 1,0
23 10 4 6 ,1 2 7 ...4 6 ,2 5 7 А 0 ,9 9 9 100 2,5
24 10 9 ,5 8 ...9 .9 9 СМ 0,9 10 4,0
25 11 9 5 2 ,1 ...9 5 3 .4 Ом 0 ,95 1000 0.02
26 12 4 7 ,2 0 ...4 8 ,4 2 мкС 0 ,99 50 0,05

Отчет по заданию выполнить по форме рассмотренного примера 2. Ответ 
задания должен содержать точность разряда числа после запятой вашего вари­
анта. Возможная организация и проведение расчетов задания в среде EXCEL 
приведены на стр. 26. Возможны и другие подходы к оформлению работы.
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toO'. Организация обработки результатов прямых равноточных измерений в среде EXCEL

11 Xi <Х> <Х> - X
1 5,000 -0,008
2 5,054 0,046
3 5,043 0,035
4 5,151 0,143
5 4,930 -0,078
6 4,864 -0,144
7 5,200 5,008 0,192
8 5,116 0,108
9 4,840 -0,168
10 4,867 -0,141
11 5,003 -0,005
12 4,986 -0,022
13 5,056 0,048

H < X > -X j) а<х> - Х|)Л2 ох о Р tn,P ДХсл Х тах к ДХпр h ДХокр ДХскст ДХ

0,000 0,15012 0,11185 0,02678 0,95 2,18 0,05837 10 2,5 0,18167 0,005 0,00475 0,04293 0,19564

Результаты измерения:

U = 5,01 ± 0,19 В; Р = 0,95;
€ = 0,038; 3,80%

п -  число измерений;
Xi -  результат отдельного измерения 
< Х > - среднее значение (истинное) измерения;
(<Х> - X,) -  разница i-ro измерения и среднего значения; 
2 « Х >  - X;) -  баланс величин AXi;
Н<Х> - Х |)л2 -  сумма квадратичных отклонений; 
ах -  СКО отдельного измерения; 
о -  СКО п-измерений;
Р -  доверительная вероятность (надежность);

tn,P -  коэффициент Стьюдента;
ДХсл -  случайная погрешность измерения;
Хтах -  максимальное значение предела на измеряемой шкале прибора; 
к -  класс точности прибора, в %;
ДХпр -  приборная погрешность; 
h -  цена одного деления шкалы;
ДХокр -  погрешность округления результатов вычислений;
ДХ -  результирующая погрешность измерения



ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ КОСВЕННЫХ ИЗМЕРЕНИЙ

Косвенные измерения -  это измерения, при которых искомое значение вели­
чины находят на основании известной зависимости между этой величиной и ве­
личинами, подвергаемыми прямым измерениям. Например -  определение зна­
чения сопротивления R = U/I по измеренным значениям напряжения U и тока I.

При косвенных измерениях интересующая нас величина задается как функ­
ция других величин (36):

У ~ f ( x \ ,  х 2 ... Хщ). (36)
Считаем, что значения измерений xh х?...х„, распределены по нормальному 

закону, независимы друг от друга (некоррелированы ); выполнены одним и тем 
же оператором, одним и тем же прибором в одних и тех же условиях (равно­
точные измерения).

Наиболее вероятное значение измерения у определяется как результат кос­
венного измерения при средних значениях аргументов, которое представляется 
формулой (37):

У — / (<  Х\ >,< х 2 > • < хт >). (37)
Абсолютная погрешность измеряемой величины Ду является функцией по­

грешностей прямых измерений и имеет общий вид (38):
ДУ = F(&x v Ax 2 ... &хт). (38)

На практике определение абсолютной погрешности для косвенных, равно­
точных, некоррелированных измерений осуществляется выражением (39):

д у
к= 1

)■ (39)

где Ахк -  абсолютные погрешности величин хк, определенные по ранее рассмот­
ренным правилам для прямых измерений; dfldxk -  частные производные функ­
ции (36) по аргументам зц, вычисленные при средних значениях «/>, <х2>... <хт>. 
Доверительная вероятность Р для всех погрешностей задается одинаковой (на­
пример, Р = 0,95). Такой же она будет и для Ду.

Относительная погрешность измерения будет иметь вид (40), где велич и на у 
определяется выражением (37):

ду
У

у  ( д у   ̂Ахк 

^ 1 Х к * у

Д хк\ 2 
У 1

(40)

_  1 ду d ln yТак как —-  = — то последнее выражение можно представить также в
у  дх  дх

виде (41):

Д у
1
к = 1

d ln y
(■idAXk)- (41)
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В частном случае, когда аргументы хт входят в выражение (36) в виде со­
множителей, проще вычисления начинать с относительной погрешности. Рас­
смотрим пример такого типа и оценим погрешность косвенного измерения.

Пример 3. Проведено исследование изменения активной мощности в цепи 
гармонического гока на основе измерений параметров напряжения, тока и угла 
сдвига фазы между этими величинами: Р = UI cos<p; где U и /, соответствен­
но, действующие напряжение и ток, ф -  угол сдвига фазы между ними. В ходе 
12 измерений получены данные, которые приведены в таблице 10. Оценить аб­
солютную и относительную погрешности проведенного измерения для довери­
тельной вероятности Р„ = 0,95. Класс точности всех приборов, использованных 
в исследовании -  2,5%. Измерение напряжения проводилось на шкале с макси­
мальным значением 30 В, и «плавающим» оказался третий числовой разряд 
цифрового прибора после запятой. Шкала тока имела максимальный предел 3 А; 
«плавающим» для тока так же оказался третий разряд числа шкалы прибора по­
сле запятой. Измерение сдвига угла фазы проводилось стрелочным прибором, 
шкала которого имела 100 делений и максимальное значение 90°. Неисключен- 
ная систематическая погрешность измерения устранена аппаратным методом, 
т.е. ее следует исключить из рассмотрения. Оценить относительную и абсолют­
ную погрешности на основе данных таблицы 10.

Таблица 10 -  Результаты измерений параметров для определения мощности
п 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

и, в 10,00 9,89 9,70 10,23 10,11 10,05 9,81 9,76 10,10 9,85 9,92 10,20
1, А 1,00 0,97 0,98 0,99 1,10 1,02 1,03 1,25 1,15 1,09 1,10 1,05

ф. град 45,0 44,8 44,9 44,4 44,9 44,8 45,1 45,0 46,0 45,5 45,8 45,0

Для решения задачи воспользуемся уравнением (40). Поскольку аргументы 
функции входят в ее выражение в виде сомножителей, то это случай, при котором 
удобно сначала рассчитать относительную погрешность мощности £;> = ДР/Р, а 
затем, на ее основе, и абсолютную погрешность измерения мощности АР. 
Уравнение для относительной погрешности мощности Р будет иметь вид:

Найдем частные производные по величинам U, I и ф. Для того, чтобы пре­
небречь погрешностью от величины tgф (sin ф; cos ф), ее следует использовать с 
четырьмя значащими цифрами. Тогда величина этой погрешности будет не­
большой в сравнении с другими, и ею можно пренебречь.

1 ЭР _  1 1 ЭР _  1 1 Э Р _
PdU ~  U ' Р д !  ~  / ’ Р д < р ~  У*?

После подстановки последних выражений в предыдущее уравнение получим: 

£р = 7  = J ( t ) + (т)2 + faos<p*(- tg<p))2.
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Таким образом, относительная погрешность имеет компоненты погрешно­
стей напряжения €ц, тока £/ и угла сдвига фазы между ними (<<;.

£р = у  = J ( £u)z + (£i)2 + (£v ) ■

Дальнейшее решение задачи сводится к определению величин U и AU; I и 
А/; ф, Аф, Асо.чф и tgф.

Средние значения действующих значений напряжения U, тока /  и величины
cos ф\

U - < U  > = Ui = 9,96833 В;

/ = < / > = 1,06083 А;

1 12
C O S  <р = <  C O S  <Р >  =  —

1=1

cos <pi = 0,70646.

Найденные средние значения позволяют определить истинное значение 
мощности Р;

Р = < U >< 1 >< cos <р> -  7,47066 Вт
Для tgф, его значение, соотвегствующее среднему значению, которое будем 

учитывать в (ф:
1 12

tgq> ■= < tgip > — )  tg<pt = 1,00189; п  Z—i
i=i

Чтобы минимизировать ошибку тригонометрических функций, рассматри­
ваемых в задаче, меру угла и величины этих функций учитываем с точностью, 
не менее четырех знаков после запятой.

Величины погрешностей AU, АI и Аф определяем методикой такой же как 
для прямых измерений. Так как систематическая погрешность измерения ис­
ключена аппаратным методом (по условию задачи), то абсолютные погрешно­
сти всех указанных параметров будут содержать случайную и приборную по­
грешности, а так же погрешноегь округления.

Погрешность действующего напряжения:

AU= J a u i  + ~AUlv + AU20Kp ;

Составляющие погрешности действующего напряжения AUC„, AUnp и AUOKp:

A l/сл  = Ln,P n(n -  1) Z j 1v i=l
= 0,10902 B;
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1П,Р. . .  _  ... ,, _  tn,P kUmax
Unp _  зГо ~  зГо 100% 

h t

=  0, 54500 В;

Ли0кр =  Р н * у  = 0 ,1 4 2 5 0  В;

ли =  0, 57377 В.
Погрешность действующего тока:

Д/ = /Д/2, + Д/2р + Д/2кр.

Его составляющие:

А̂ сл ~ ^

п

—-----— У  Д/ ? =  0 ,05159 А;n (n - l )Z _ i  17 i=l
n,P

. . ^п,р c tn p k lmax 
Д/пп = ГГО  =■np 3 ,0  3 ,0  100% = 0 ,05450  A;

Л/окр = Р н * у  = 0 ,01425  4;

Д/ = 0 ,0 7 6 3 8  A.

Погрешность, обусловленная сдвигом угла фазы между, действующими то­
ком и напряжением:

Д COS (р  =  (ДCOS (р )1л  +  ( Д С 0 5  (р ) 1  р +  ( Д С 0 5  <р)£кр;
Д C O S (Рсл t„,p

12
1 1

—------ — )  (< c o s  (р >  -  cos <р()сл = 0,03872;n (n  — 1) 2_i i=l

A H i i  ¢4 I t . i

4 c “ * " P = 1 0 i = a 0
t-n,P ,,   n̂,P к  C O S (pmax

100%
= 0,02852;

А^окр = P „ * y  = 0,00746;

Д cos<£ = 0,049.

Поскольку значения ДU, AI, Acos(j> и tg<j> определены, находим относитель­
ную погрешность мощности £р:

£р = у  =  J(>t/)2 + О /)2 + (е<р)2 =  0 ,10413.

Абсолютная погрешность мощности ДР определяется на основе относи­
тельной погрешности еР:

ДР = Ер < Р > =  0,10413 Вт.

30



Результаты измерения для надежности 95% записываем в следующем виде:
Р =7,464 ± 0,104 Вт; Р„ = 0.95.

Обработка результатов косвенного измерения рассмотренного примера 3 в 
программной среде EXCEL приведена на стр. 32. Она разделена на 3 части. 
Первая часть посвящена обработке результатов действующего напряжения U и 
проводилась примерно так же, как и обработка результатов прямых измерений 
стр. 26. Аналогично проводилась обработка результатов измерений действую­
щего тока I. Что касается обработки данных сдвига фазы между током и напря­
жением, то они связаны не только с величиной cos ф, но и средним значением 
величины tgfa Величины последней функции в примерной программе рис. 32 
рассчитывались автономно, вне третьей ее части. Однако эти расчеты можно 
осуществить и в 3-й части программы. При этом она будет более громоздкой, 
чем предыдущие -  1 и 2. Чтобы избежать такой громоздкости, расчет величин, 
касающихся ig<j>, выполнен так, как это имеет место на стр. 32.

Используя возможность программирования функций, результаты косвенно­
го измерения мощности Р могут быть представлены и еще более компактно, 
чем на стр. 32, поскольку программа EXCEL позволяет сразу программировать 
величины СКО отдельного измерения и CKO п измерений. Кроме того, при вы­
полнении задания возможно использовать встроенные математические и стати­
стические функции среды EXCEL.
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Организация обработки результатов косвенных измерений
Оценить мощность электрической цепи гармонического переменного тока Р = U I cos ф на основе данных напряжений (ВЗ:В15), токов 

(В18:В29) и углов сдвига фазы (В32:В43).

и, В <и> <U> - Ui H<U> - Ui) П < и > -и ;г2 <7Х а Р t n . ДХсл Хшах, В к ДХпр h ДХокр ДХи, В

1 10 -0,03167
2 9,89 0,078333
3 9,7 0,268333
4 10,23 -0,26167
5 10,11 -0,14167
6 10,05 9,968333 -0,08167 5,32907Е-15 0,330167 0,165873111 0,050013 0,95 2,18 0,109027522 30 2,5 0,545 0,3 0,1425 0,573776

7 9,81 0,158333
8 9,76 0,208333
9 10,1 -0,13167
10 9,85 0,1 18333
11 9,92 0,048333
12 10,2 -0,23167 U = 9,968 ± 0,573 В; р  = 0,95

1, А <1> <1> -  н а<1> - к» Н<1> - Ii)A2 ОХ о Р 01, Р ДХсл Х тах, А к ДХлр h ДХокр ДХ1, А

1 1 0,060833
2 0,97 0,090833
3 0,98 0,080833
4 0,99 0,070833
5 1,1 -0,03917
6 1,02 1,060833 0,040833 -6,66134Е-16 0,073892 0,078470624 0,02366 0,95 2,18 0,051578328 3 2,5 0,0545 0,03 0.01425 0,076378

7 1,03 0,030833
8 1,25 -0,18917
9 1,15 -0,08917
10 1,09 -0,02917 0,071630537
11 1,1 -0,03917
12 1,05 0,010833 1= 1,061 ±0,076 А; р = 0,95



Ф(град) ф(рад) cos ф <cosф>-cosфi <cos ф> ЦДсо$ф)л2 ох о tn,P (Acos ф)сл фтах, град к Дфпр h, рад Дфокр Д cos ф
1 45 0,785398 0,707107 -0,000643585
2 44,2 0,771436 0,716911 -0,010447412
3 44,9 0,783653 0,70834 -0,001876642
4 44,4 0,774926 0,714473 -0,008009484
5 44,9 0,783653 0,70834 -0,001876642
6 44,8 0,781908 0,709571 -0,003107541 0,706463 0,000448248 0,006112 0,02027052 2,18 0,044189727 90-1,57 рад 2,5 0,018167 0,0157 0,007458 0,048357
7 45,1 0,787143 0,705872 0,000591625
8 45 0,785398 0,707107 -0,000643585
9 46 0,802851 0,694658 0,011804825
10 45,5 0,794125 0,700909 0,005553932
11 45,8 0,799361 0,697165 0,009298093 <tg ф> = 1,001897 <Р> = 7,470664813 Вт; ДР = 0,090399 Вт
12 45 0,785398 0,707107 -0,000643585 cos ф = 0,706 ± 0,049; Р = 0,95; Ответ: Р = 7,464 ± 0,091 Вт: (р  = 0,012; Р = 0,95

tg  ф < tg  ф > < ф > ,(рад) < ф >  - ф1

1 0,000873
0,972458 0,014835
0,996515 0,002618
0,979272 0,011345
0,996515 0,002618
0,993043 1,001897 0,786270828 0,004363
1,003497 -0,00087

1 0,000873
1,03553 -0,01658

1,017607 -0,00785
1,028323 -0,01309

1 0,000873

u>
U J



ЗАДАНИЕ 3
В соответствии с данными своего варианта определите истинное значение 

косвенного измерения, а также его абсолютную и относительную погрешности 
для рекомендованной надежности Р„. При этом б -  предельная абсолютная по­
грешность, указанная в паспортных данных прибора, одна и та же для всех 
компонент косвенного измерения. Число измерений каждой из компонент так­
же одинаковое -  и. Согласно п и пределам изменения компонент косвенного 
измерения создайте таблицу численных значений для каждой из них. Старай­
тесь, чтобы предложенные вами численные значения компонент но форме от­
вечали требованию нормального распределения вероятностей, т.е. было мало 
величин с большими отклонениями и основное большинство -  с малыми. При 
этом сумма отрицательных и положительных отклонений Дх* должна быть 
примерно равна нулю.

Данные вариантов для выполнения задания

Вт Косвенное изме­
рение величины

Физические величины, позволяющие 
определить результат косвенного измерения Рн 8 п

1 U = U„,sin(<dt + ф) г<Г710В 49,5...50,5 Гц 71/4...71/6 Рад 0,9 0,2 11
2 U = U,„cos(ut + <£) 7...7,9 В 439...441 Гц 7Г/5...7Г/6 Рад 0,95 0,5 12
3 I = Imsin(ut + ф) 1... 1,2 А 49...51 Гц 7г/6 .. .тг/7 Рад 0,99 0,1 13
4 1 = I„,cos(ut + ф) 10... 10,5А 399...401 Гц 7Г/7...7Г/8 Рал 0,9 0.2 14
5 T = (C,+CY)R 2...2,2 мкФ 7...7,3 мкФ 1,1...1,2 кОМ 0,95 0,5 15
6 R = pl/S 0,016.. .0,017*10* Омм 12...13 М 1,1...1,2 мм" 0,99 1,0 15
7 1 = RS ip 0,44...0,46*10° Омм 122...123 Ом 1,3...1,4 мм" 0,9 2,5 14
8 p = RS/1 12...13 14... 15 М 1,5... 1,6 мм" 0,95 4,0 13
9 1 = U/(R, + Ro) 9 .. ,10В 20...21 Ом 82...83 Ом 0,99 0,02 12
10 T = (Ri +R,)C 41... 42 мкФ 77...78 кОм 97...98 кОм 0,95 0,05 И
11 C = £60S/d 1,1...1,3 0,1... 0,2 мм 1,1...1,3 см2 0,9 0,1 11
12 f= l/2  itjL(cx +  c2) 22..23 мкГн 6,7...6,9 нФ 2,2...2,4 нФ 0,95 0,2 12
13 u = d, + i2)R 8,5...9 А 20...21 А 12... 13 Ом 0,99 0,5 13
14 1 = RS/p 0,4...0,5 *10° Омм 22...23 Ом 1,6... 1,7 мм" 0,9 1,0 14
15 f=  I/2ti(Ci+C2)R 230...280 пФ 530...580 пФ 45...48 Ом 0,95 2,5 15
16 f=  1/2tt(R,+R2)C 330...380 пФ 10... 11 Ом 85...88 Ом 0,99 4,0 16
17 F = klR 1,9...2,0 н/В 10... 12 мА 75...79 кОм 0,9 0,02 17
18 T = L/(R,+R2) 5,6...5,7 Гн 1...1,1 кОм 3...3,3 кОм 0,95 0,05 16
19 P = U"/ (R,+R2) 89...90 В 2...2,3 кОм 8...9  кОм 0,99 0,1 15
20 P = 1- (R,+R2) 6...6, 5 А 3...3.5 кОм 63...65 кОм 0,9 0,2 1413
21 L = MMol/S 1000...1100 99...100 м 1...1,3 см" 0,95 0,5 12
22 P = I"RiR>/(R,+R2) 76...79 мА 4...4,2 кОм 7. ..8 кОм 0,99 1,0 11
23 1 = (U,+U2)/R 22...23 В 44...46 В 120...121 Ом 0,9 2,5 12
24 Z = u)L -  1/wC 313...314 Рад/С 22...24 мГн 67...68 нФ 0,95 0,2 13
25 T = R (C ,+C 2) 47...48 кОм 1... 1,3 мкФ 5,5...6 мкФ 0,99 0,05 14

Величины тригонометрических функций и точность физических и матема­
тических постоянных в формулах использовать с разрядностью, позволяющей 
пренебречь их погрешностями. Например, если в вычислениях используем три­
гонометрическую функцию, то ее величину учитываем с точностью до четвер­
того знака после запятой; или число 7Г -  учитываем с такой же разрядностью. 
Помните, что при указании ответа число цифр после запятой, в истинном зна­
чении измеренной величины и ее погрешности, должно быть одинаковым.
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