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ОБ ОПТИМАЛЬНОМ ПРОЕКТИРОВАНИИ СТОЕК 
СТУПЕНЧАТО-ПЕРЕМЕННОГО СЕЧЕНИЯ

В настоящей работе предлагается методика получения ана
литических зависимостей для стоек ступенчато-переменного се
чения при действии на них осевых сил.

Для стойки, показанной на рис. 1, отыскивается минималь
ный объем материала с учетом ограничений по прочности и ус
тойчивости. При этом предполагается, что механические свой
ства материала, работающего в упругой стадии, форма попереч
ного сечения, геометрические размеры, жесткость упругих 
связей, величины осевых сил являются заданными.

Приняв за фазовые координаты для n -го  участка прогибы

, углы поворота Х^, изгибающие моменты Х^ , проекцию

поперечной и продольной сил на нормаль к первоначальной оси 
4

стойки Хп и воспользовавшись уравнением упругой линии сжа

то-изогнутого стержня в форме метода начальных параметров 
£ l j  , можно записать
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X 1 = T 1 ( х 1 ; V ) = X 1 + X 2 _ с  / V s in  . V +п п 4 п -1  п ' п -1  п -1  п' п п

+ X3 . с / f  (1 -  c o s  V ) + X4 , / f  \) ( V - s in ^ J  ;n -1  n n ' rr n -1  n n rr  n rt*

X2 = T 2 (X i  , ; V ) =  X2 , c o s  V + X3 J  s i n V  /f + n n v n - 1 '  n '  n -1  ' n n -1  n n n

+ X4 , c  / f  ( 1 - c o s  V ) {  n - 1 n n ' y n ' *

x 3 = T 3 ( Xz V ) = “ X2 , f  / V  s in  V + n n '  n - 1* n 7 n - l n  n y n

X3 , c o s  V + X4 . c / V s in  "yl • n -1  y n n -1  n n n ’
4 4 4 4

X n = T n < X n - l >  = X n - l  •

( 1 )

Здесь n -  1/сл  п̂ / E I n -  критический параметр, приня

тый за управляющую переменную ,

f  = с X- р . п c n i= 1 М  * ( 2)

Для первого участка в уравнениях (1) изгибающий момент
V3Х п 1 заменяется выражением

X® = г  Х2 + Х 3 Х п _ 1 33 о о

при

Граничные условия для данного примера имеют вид 

t = О X 1 = 0; ~ 3

t = 1 x L  = х 4

0
1

' N

X”  = 0; о

N -  1 1 Г 11 } Х N "  Г 22 Х N  *

(3)

(4)

(5)

где г j j -  реакция в упругой связи при единичном линейном 

смещении; г 22» г 33 “  то же» но ПРИ угловом смещении соот

ветствующей связи.
Для сведения целевой функции

N  N  —
v  = Г .  с  р  = I  ь  / ( v  ) т  (6)n = l n n n = l n '  n 7 ' 7

к стандартному виду дискретного принципа максимума [2J

V  ■ I  X N  (7)
i =1
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(8 )

вводится еще одна фазовая координата ^

X5 = X5 , + b / ( S ) “ш п п_ 1 п '  ' п '
при условии, что х5  = 0, где

b = с (с  f  / к  Е ) 
п п п п п

1_
m

Для минимизации целевой функции необходимо 
функции Гамильтона

f

(9)

составить

Н = f  z 1 т1п п п
1 =  1

( х п _ 1* v n ) {  п ь 1 . 2. * * * .  N (Ю)

с учетом условий (3) и (5) и ввести сопряженный вектор Z  
отыскиваемый по правилу

п

Z n -1  ■ ( 11)

Граничные условия для сопряженного вектора зависят от на
чального и конечного фазового состояния объекта (Д| и имеют 
вид
при t = 0 Z 2 ( > ) ) = 0 ,- Z 4

о о

2 4
N  = °  ’ Z  N  - ° !

.5
'1

5
2

5
N

Функция (7) достигает минимума, если

дН / 0 \) = 0, п = 1 , 2 ......... N ,

( 12)

_ . . . _____  . (13)

Решив совместно систему уравнений (13), (11 ), (1) с учетом 
выражений (4 ), (5 ), (12), получим искомые аналитические за
висимости, из которых находятся оптимальные критические па
раметры. Эти параметры должны удовлетворять условию проч
ности „  , _  __ , 1

~Т, . , т  + 1 т  _ , т -1
■0 Z  ( с (J / k  Е f )vn ^  п о n n ' (14)

Если оно не выполняется для некоторых V , то последние 
назначаются исходя из условий прочности. Зная критические 
параметры, определяют минимальный объем системы, использо
вав выражение (6) .

Для двухступенчатой стойки искомые аналитические зависи
мости имеют вид
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А _ D
" £5 I II I i w  ■ -  •

в c •
c -2A. _ D _ав. _ i c  _iD_
c  aVj D . aVj A 3¾ ^

_ ^ a _ A c^ jl  + d _ 2J5. “  ь ( m,>
ЭМ2 ЭМ, ЭМ, эм,

■ * - ♦ 1m

в

где с с

A  = l { “  s in  ^ i  + r s s 7 7

(15)

С1 -м
— (1- COS V ) + Г-------(1 -

1 2

со
' f  s in  А) 2»

с2
-  COS V 9 ) Т  + v

2
2

с , ( V . -  s in  V . )  с с
В = ------ т----- ;------------- + 7— 75------ s in  V 2 (1 -  c o s v  ) +

f  1 V 1 f  1 V 2 2 1

C? ( -  s in  "'J g)

-  <=°s V 2> + f  s i--------------- “z i 2 y 2
C1 °2

+ f 2 V ,
s in  V j ( 1

11
c

C = ~  ( l -  c o s  V ±) t  + ф -  s in  V 1 p, —  sinv2 +

+ Г2 2 Т ” ( 1 “ COsV 2) j
2 f 1 

D = ' f t  + ^ Ь ;  Ч' = r 33 c o s  V 1 -  ——  s in  V 1 ;

V i
г з з “ £—  s in  v i + c o s  V £-= r 2 2 c o s  V2 -  

* 2 1
-  - 7 -  s in  V 2 ;

b -  c o s  ^ )2 +  r 22 J —  s in  V 2<
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(16)

Из уравнений (15) можно получить ряд частных решений, 
учитывающих различное закрепление концов стойки. Так, на
пример, положив r  = 0, г  22 = г дз = 0 (консольная 
стойка ) ,  получим

f 1 V2
1 - ? 7 7 7  tg  V l t g V 2

f l  V2
tg ^ 1 + f 2 ( V ±  -  tg V ± )  tg V 2

2 1_____________ 6 = 7
f1t g V 1 b у

t g V 2 + —  ( V 2 + t ^ 2)
Для этой же стойки при N  =3 уравнения получены в виде

f 1 V 2 f l V 3
1 - 7 7 ^ t g V i tg  v 2 + i 7 7 t g V i t g  v 3 +

f2 V 3+ ----- r— tg V0 tg\) = 0 ;

( т г Ч
rn + 1

f3 ^ 2

f V
tg  -v>0 + ( + tg  ^2^ + ^ 3 t g ^3

2 V 1

2

2 f  о  '  2
2 1

f 1 t g V 1 t g V 2 n b.

f2 ( V t g V 2 }

f V  23 2

f2 V 1 

f0 V

'3 x m 
1 /

+ 1

-  7“ v 7  tg  tg  v  3 } tg  v 1 + ( ~ b f

f, v 2tg v 2

M l 7)

f l  ( vi  " t g V 1) , b T * 3 X—  +1

~  > 7  Т Г  T

Для шарнирно опертой стойки при действии на нее только силы P̂ j 
N =3 критические параметры находятся из выражений ( 18)

“ t g  v 3 + - ^ * s  V 2
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f3
v3 S 3

tgV -. r f.
‘ S V 2 + T - T — ( V 2 + t S V 2 >

1 2 '  2 
b ~ V 3 Г ^ +1

4
2  ( V 2 - t gV 2)-

----- - tg  V tg  v  1 = S'— —  ( — — )
s v l  8  V 2j  b k V 2 ’

( T T tg v 3 + v “  t g v 2) t g  v 1 + - T ( v 1 -

f o V 9 b m

t g V l ) (  f2 V 3 tg V 3 t g V 2 ~  V 1 ^

где ^ g  t g v 2 + t g V i ) - - ^ - ( M 3 -
1 v 3

“  tg » 3 ) (1  - Т Г ^ Г  ‘S V g ^2} - 
^ 1

+ 1

(18)

Пример. Определить минимальный объем двухступенчатой 
и трехступенчатой консольных стоек прямоугольного попереч
ного сечения с постоянной высотой h = 1 и переменной шири
ной сечения, если P j  = 1, Е = 12, 1 = S и потеря устойчивос
ти происходит в плоскости h . Стойки имеют ступени равной 
длины.

По формулам (2 ), (9 ), (16) или (17 ), (6) при k n= h /12 = 
= 1/1 2 и m = l  определим соответственно значения f  , b

V -
Для двухступенчатой стойки

п п

Cj = с2 = 1,5; 1 = £2 =
1,5 ; Ь = Ь 2 =27/8; ^ = 1 , 0 1 ; ^  =

= 0,722; V  = 9,81.
Для трехступенчатой стойки

С1 = С2 ~ С3 = 1? f 1 = f  2 = f  8 = ** b 1 = Ь 2 = = 1;

= 0,804; V 2 = 534; = 0,475; V  = 9,51.

Полученный результат при N  = 3 совпадает с решением, 
приведенным в работе [4 ] .
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Резюме. Предлагаемую методику можно применять для 
расчета многопролетных стержней на упругих и жестких опорах, 
однопролетных симметричных и многопролетных одноэтажных 
рам.
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