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Данная статья по содержанию и названию является продолжением [1]. В полуполосе рас
сматриваются задачи для уравнения, которое представлено в [1]. Здесь один из коэффици
ентов его равен нулю. И в этом случае оператор уравнения представляет композицию двух 
операторов первого порядка. Чтобы получить корректные задачи, к рассматриваемому 
уравнению присоединяются соответствующие граничные условия.

1. В в е д е н и е . Относительно независимых переменных x  =  (xq,X i ) на плоскости R 2 рас- 
смотривается линейное дифференциальное уравнение с постоянными коэффициентами второ
го порядка вида

L u  =  dX0 u -  adx0 дХ1 u (x) =  f  (x) (1)

относительно искомой функции u : R 2 Э x  ^  u (x) £  R , где дХ0 , дХ1 - операторы частных 
производных первого порядка по переменным хо и x i  соответственно. Данное уравнение 
получается из уравнения (1) работы [1], если коэффициент е =  0 .

Далее здесь рассматриваются новые граничные задачи для уравнения (1) и их классические 
решения.

2. Пусть в уравнении (1) a  >  0 , х 1 меняется в пределах ограниченного отрезка [0,1] , 
0 <  1 <  + т е  , 1 £  R  , х 0 £  [0, т е ) .

2 .1 . П о ста н о вк а  за д а ч и . В замыкании Q =  [0, те) х [0,1] полуполосы Q =  (0, те) х (0,1) 
независимых переменных x  =  (xo,X i ) рассматриваем уравнение (1). На части границы dQ  
области Q к уравнению (1) присоединяются условия Коши

u (0 , x i ) =  у  (x i ) , dxou (0 ,x i ) =  ф (x i ) , x i  £  [0,1], (2)

а на оставшейся части границы dQ - одно из граничный условий

u (х0, 0) =  ^ (1) (х 0) , х 0 £

u (х 0, 1) =  ц (2) (х 0) , х 0 £  [0, т е ) .

(3)

(4)
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Таким образом, имеем две граничные задачи (1)—(3) и (1), (2), (4) для уравнения (1) в 
полуполосе Q с простейшими условиями Дирихле (3), (4).

Заметим, что здесь полупрямые { x  | x 1 =  0, x 0 >  0 } и { x  | x 1 =  l, x 0 >  0} являются 
характеристиками уравнения (1). Поэтому граничные условия (3), (4) следует рассматривать 
как условия Гурса, а изучаемые задачи -  как граничные задачи типа задач Гурса.

2 .2 . Ч а стн о е  реш ени е у р а вн ен и я  (1 ) , гд е  a £  R  и a >  0 .  К ак известно [2], общее 
решение однородного уравнения (1) представимо в виде суммы

u (x) =  u(0) (x) +  Vp ( x ) , (5)

где u(0) -  общее решение однородного уравнения

L u (0) (x) =  0, (6)

Vp -  частное решение неоднородного уравнения (1).
Теперь перед нами стоит задача: построить какое-нибудь частное решение vp уравнения 

(1). Здесь как и в [1] предполагается определить функцию vp без продолжения f  за пределы 
множества Q . Частное решение уравнения (1) определяем формулой

xi xi+axo

vp w  =  - 0 > / dn /  f ( i i r - n) d«- (7)
0 i

Обозначим через C 1,0 (Q) множество непрерывных функций, заданных на множестве Q , 
которые имеют непрерывные частные производные по переменному Х0 на Q .

Л ем м а  1. Если функция f  £  C 1,0 (Q) , т о функция vp , определяем ая форм улой (7), при
н адл еж и т  классу  C 2 (Q) и явля ет ся  реш ением  уравнения (1).

Д о к а з а т е л ь с т в о  проводится непосредственной проверкой.
Выбранное частное решение уравнения (1) по формуле (7) удовлетворяет условию Коши

xi xi

vp (0, x i)  =  - a2 J  dn J  f  ^  d£,
0 i

(8)
xi

f ( X la_ n , ^ d n ,  x i £  [0,l],
0

и однородному граничному условию

vp (x0, 0) =  0, x 0 £  [0, то). (9)

2 .3 . К л а сси ч е ск о е  реш ени е зад ач и  (1 )—(3 ) . Согласно формуле (5), общее решение 
уравнения (1) есть функция вида

u (x) =  g (1) (x i) +  g(2) (x i +  ax0) +  vp ( x ) , (10)

где ( j  =  1, 2) -  произвольные из класса C 2 функции, vp -  частное решение (7) уравнения 
(1). Область определения функции g(1) D  (g(1)) =  [0, l] , а g (2) -  D  (g(2)) =  [0, то) , если x  £  Q 
и a >  0 .

dxo vp (0 ,x1) =  -  -  J
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Функции g(j) ( j  =  1, 2) выбираем такими, чтобы выполнялись условия (2), (3). Удовле
творяя решение (10) условиям Коши (2), с учетом (8) получим систему уравнений

xi xi

g (1) (x1) +  g(2) (x1) =  p (x1) +  - 2  J  dn J  ^  d{ =  ф (x1) ,  x1 £  [0, l]

0 i
(11)

dg(2) (x1) = - *  (x1) +  I  f ( —1— П ,n )d n  =  * ( x 1 ) , x1 £  [0, l].
a a a

0

Решая систему (11), получим

xi xi

g(1) (x 1) =  ф (x 1) -  g(2) (x 1 ) =  ф (x 1 ) +  -2  J  dn j  f  n ) d{ -  -  ^  *  (£) d { -
0 i 0

xi £

- - 2  /  f  - n , ^  dn +  C, x 1 £  [0, l],
0 0

(12)
z z Z £

g(2,0) (z) =  f  * (0  dC =  -  J *  (0  dC +  -2  f  dC J  ^ ^ " 0 n  n ) dn -  C, z £  [0, l].
0 0 0 0

Для z £  [l, то) значения g(2)(z) функции g(2) определяем из граничного условия (3). Удовле
творяя (10) условию (3), с учетом (9) получим соотношение

u (x0, 0) =  g (1)(0) +  g (2) ( - x 0) =  ^ (1) (x0) , x 0 £

Отсюда

g(1,1)(z) =  ^ (1) ( - )  -  g(1)(0) =  ^ (1) ( - )  -  P(0) -  C, z £  [l, то). (13)

Таким образом,

_(2)(z) =  J z £  [0,l],
|g (2,1)(z), z £  (l, то).

Чтобы функция g(2) была из класса C 2 в точке z =  l, необходимо и достаточно выполнения 
условий

dkg (2,1)(l) =  dkg(2,0)(l), k =  0 ,1 , 2. (14)

Запишем условия (14) через заданные функции задачи (1 )-(3 ). Для этого воспользуемся соот
ношениями (12), (13). В результате получим эквивалентные условиям (14) условия вида

i i £

У  ( - )  -  p(0) -  -  J *  -  -2  /  (% l f { 4 r ’ n) dn =  °-
0 0 0

(15)
i

d' ,(1 )( - )  -  * (l) -  - M ^ i r ’ 4) dn =  0
0
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d2^ (1) ^ — ad ^(l) — f  (0, l) =  0.

Обозначим через Q (1), подмножество полуполосы Q которое определяется соотношения

ми: Q (1) =  j x  G Q | 0 <  x o <  i , x 1 G [0, l] j . Аналогично Q (2) =  | x  G Q | 1-— х <  x o, x 1 G [0, l]

Согласно формулам (10), (12), (13), в аналитическом виде запишем решение задачи (1)-(3)

xi +axo Xi +«XQ £

u ( x ) = ^ (x 1) + a  j ф ({ ) ^ + 02 J ^ f f  ( j - - - , n ) d- +
xi xi

xi xi

+i /d-/f  ( n ̂  i ^ x g Q (1),

(16)
xi xi xi

u (x) =  Ф (x 1) — a  J  ф  (c ) d£ +  O2  J  dn j  f  ^ X n , n ) d- —

1
xi

— 2 d{ f  ( -  , - ) d -  +  ^ (1) (xo +  X 1) — ф(0), x  G Q (2),

где Q C Q (1) U Q (2) , Q (1) П Q(2) =  { x  | x 1 +  ax0 =  l, x 1 G [0, l]} .
Полученный результат сформулируем в виде теоремы.
Т ео р ем а 1. П уст ь вы полняю т ся для заданны х функций задачи  (1 )-(3 ) условия гладкост и: 

f  G C 1,0 eQd , ф G C 2 ([0, l ] ) , ф G C 1 ([0, l ] ) , ^ (1) G C 2 е [у , ж ))  . С ущ ест вует  единст венное 
классическое реш ение  u из класса C 2 (Q) т огда и только т огда, когда вы полняю т ся усло
вия  согласован и я  (15). К ром е т ого, реш ение (16) непрерывно зави си т  от  заданны х функций 
задачи  (1 )-(3 ).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Существование решения определено формулами (15). Из этих формул 
также видно, что u G C 2 (Q) , если выполняются условия гладкости, указанные в условиях

теоремы, на заданные функции задачи, кроме x  G Q (1) П Q (2) .
Заметим, что u G C 2 (Q) и в точках x  G Q (1) П Q (2) тогда и только тогда, когда вы

полняются условия согласования (15). Это следует из того, что g (2) G C 2 в точке z =  l .А  
это выполняется тогда и только тогда, когда выполняются соотношения (14), эквивалентные 
условиям (15).

Единственность решения доказывается методом от противного. Предполагается, что име
ются два решения. Для их разности получаем задачу (1 )-(3 ) с однородным уравнением и од
нородными всеми граничными условиями. Проводя в этом случае предыдущие рассуждения 
для разности двух решений, получим ноль для всех x  G Q .

Непрерывность решения задачи (1 )-(3 ) от ее заданных функций следует из формул (16).
2 .4 . К л а сси ч е ск о е  реш ени е зад ач и  (1 ) , (2 ) , (4 ) . В этом случае частное решение урав

нения (1) несколько изменим и определим формулой

xi xi +axo

(x) =  — -1  f  dn f  f ( ^ — -  , ^ dC. (17)
\ a  j

l l

Выбранная таким образом функция Vp удовлетворяет однородному граничному условию (4), 
то есть

Vp (xo ,l) =  0, xo G [0, ж ). (18)

o

o

o o
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Решение задачи (1), (2), (4), как и в предыдущем случае, ищем в виде (10), где вместо 
функции vp берем функцию vp , определенную формулой (17),

u (x) =  g (1) (Х1 ) +  g(2) (x 1 +  axo) +  Vp ( x ) , (19)

g (j) ( j  =  1, 2) -  произвольные функции из класса C 2 с областями определения D  (g(1)) =
[0, l] , D  (g(2)) =  [0, ж ) для всех x  G Q . Значения функций g(j) определяем путем использо
вания граничных условий (2), (4). Из условий Коши (2) получим

xi xi xi

g(1) (x 1) =  ф (x 1) -  a | ф (^) d^ +  02 J d- j f  ^  dC—

г г г

xi £

—02 /  f  ( ^ 0 - - , - )  d - +  C, x1 G [0, l],
г г

g(2) (z) =  g(2,o) (z) =  a  J  ф (£) d£ +  02 J  d i  j  f  i ^ - - - , d - — C, z G [0, l]

z z
(20)

Для z G D  (g(2)) \[0, l] значения функции g (2) определяем из условия (4). Удовлетворяя пред
ставление (19) данному граничному условию, учитывая при этом (18), получим соотношение

g (2) (z) =  g(2,1) (z) =  ф(2) f  — g(1) (l) =  ф(2) f — ф (l) — C. (21)

При заданных условиях гладкости, указанных в теореме 1, на заданные функции уравнения 
(1), условий (2) и ф(2) G C 2 ([0, ж ) ) , функции

g(2)(z)
g(2,o)(z), z G [0,l],

g(2,1)(z ), z G (l, ж ),

будет принадлежать классу C 2 ([0, ж )) тогда и только тогда, если будут выполняться условия 
согласования

dkg(2,1) (l) =  dkg(2,o) (l) , k =  0 ,1 , 2. (22)

Используя соотношения (20), (21), условия (22) записываются через эквивалентные им условия 
согласования через заданные функции задачи (1), (2), (4) в виде

ф(2)(0) -  ф (1) =  °

1  d^(2)(0) — 1  Ф(1) =  0,

a a (23)

d2^ (2) (0) — 1  dф(l) — -1  f  (0, l) =  0. 
a a a

Подставляя значения (17), (20), (21) соответствующих функций в соотношение (19), найдем 
классическое решение в аналитическом виде задачи (1), (2), (4), а именно:

xi +axo xi +axo £

u (x ) =  ф (x 1) +  -  J  ф ( i)  d i +  a2 J  d i / f  ( i — n ,n ) d- —
xi xi

(24)
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— dn /  x  G Q 5y-
xi
xi

u (x) =  ф (x 1 ) — a  J  ф ( i)  d i +  ^ (2^ x o  +  — ф (1) —
i

(25)
xi xi+axo xi £

—^ / dn /  — d i / f ( L i r ’ n) * ' ’ x G ^
xi

x i xi +axo

Полученный результат сформулируем в виде теоремы.
Т ео р ем а 2. П усть вы полняю т ся для заданны х функций задачи  (1), (2), (4) условия гл ад

кости: f  G C ( Q )  , ф G C 2 ([0, l ] ) , ф G C 1 ([0, l ] ) , ^ (2) G C 2 ([0, ж )) . С ущ ест вует  един
ст венное елассическ ое в аналит ическом  виде (24), (25) реш ение  u задачи  (1), (2), (4) из 
класса C 2 (Q) т огда и только т огда, когда вы полняю т ся условия согласован ия  (23). Кром е 
т ого, реш ение (24), (25) непрерывно зави си т  от  заданны х функций задачи  (1), (2), (4).

Д о к а з а т е л ь с т в о  следует из предыдущих рассуждений и доказательств.
Заметим, что однородные условия согласования (15) или (23) для заданных функций рас

сматриваемых задач сделать на практике не всегда представляется возможным. Оказалось, 
что это весьма затруднительно сделать при моделировании конкретных физических явлений. 
К примеру, при измерениях всегда присутствуют погрешности. Если не идеальный случай, то 
следует рассматривать, вообще говоря, неоднородные условия согласования, то есть условия 
вида:

I I £

" (1) ( ! )  -  ф <°>— a  /  ф  « > d i — h i d i / f  ( ^ - n ) =  ф(1)-
o o o

ф ( 1 ) (  a ) -  ф (1) -  - / / ' ( Ь г - ч) Фп = * (2) •
o

d2^ (1) Г — adф(l) — f  (0, l) =  £(3),

(26)

или
^ (2)(0) — ф (1) =  ст(1),

—d^(2)(0) — 1  Ф(1) =  ст(2),

-1  d V 2) (0) — 1  dф(l) — -1  f  (0, l) =  a (3) 
a a a

(27)

В этом случае, как это сделано, например, в [2,3], решения задач следует рассматривать в 

классах C 2 (Q (j))  для j  =  1 , 2 ,  а на границе раздела y  =  Q (1) П Q (2) задавать условия 
сопряжения.

Простейшие условия сопряжения для задачи (1), (2) в случае условий согласования (26) 
могут быть следующие:

( dx\ u
+

dx\ u (xo , x 1 =  l — axo) =  £(fc+1), k =  0 ,1 ,2 , (28)
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где

u ]  (xo, x 1 =  l — axo) =  lim u^ (xo, x 1 ±  A x 1 =  l — axo) . (29)
V xW  A x i> o ,A x i^ n  xW

Из условий (28) следуют условия (14) и обратно. А из условий (14) следуют эквивалентные 
им неоднородные условия согласования (27). В этом случае справедлива следующая теорема.

Т ео р ем а 3. П усть вы полняю т ся условия гладкост и на заданны е функции задачи  (1)- 
(3) , указанные в т еорем е 1. С ущ ест вует  единст венное классическое реш ение  u из класса 

C 2 (^Q(j) j  , j  =  1, 2 ,  задачи  (1)-(3), (28) т огда и т олько т огда, когда вы полняю т ся неод

нородные условия согласован ия  (26). Р еш ение определяет ся формулами (16) и непрерывно 
зави си т  от  заданны х функций уравнения (1) условий (2), (3).

Аналогичная теорема имеет место и для задачи (1), (2), (4), (28) тогда и только тогда, 
когда выполняются неоднородные условия согласования (27).
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Statement of border tasks on the plane dependent on the 
coefficients for the type of the wave equation. II.

S u m m ary
This article by the content and title is an extension of [1]. In the half-strip we consider problems for 

the equation, which is presented in [1]. Here one of its coefficients is zero. In this case the operator of the 
equation represents the composition of two first-order operators. The corresponding boundary conditions are 
added to the equation under consideration to obtain the correct problems.
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