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РАЗМЕРНОСТЬ ЭКСТРЕМАЛЬНОСТИ ЗАДАЧ ОПТИМИЗАЦИИ 
ШАРНИРНО-СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ

Математическая модель задачи стоимостной (весовой)опти
мизации произвольных стержневых систем с учетом условий 
реального проектирования имеет вид [1^

г т п V  (У ) У € К ,К =  у | р ( У ) - 0 . е ( У ) 3  0 » .  (1)

В качестве оптимизируемых параметров приняты линейно
независимые усилия и опасные напряжения в расчетных сече
ниях элементов, т.е. У = [х,(5"} •

Для линейно-упругих шарнирно-стержневых систем с уче
томч конкретных выражений учитываемых ограничений задачи 
(условий статической и кинематической совместности, допусти
мой жесткости, прочности и устойчивости элементов, а также 
конструктивных ограничений на площади сечений) математичес
кую модель ( 1) приводим к виду: 

минимизировать целевую функцию
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В выражениях (2 ) ,  (3)  индексы X и обозначают под

матрицы, соответствующие стержням с линейно-независимыми и 
линейно-зависимыми усилиями; А , А ^  - ( 2 1 Х п )  и 21 х (г -п ))-

х
мерные подматрицы условий статического равновесия; В , В ^ -

х
подматрицы стоимости элементов с единичными площадями, 
равные Вх = 5 * 0 ^ ,  В ы  = 5 *  С ы  Г ы  ; С-||С .С ,,  ||.

X  X  X X  X

8'= ||̂ х » ||» Е = 1рх » II -  г  -  мерные диагональные
х  х

матрицы соответственно удельных стоимостей материалов эле
ментов в деле, удельных весов материалов и модулей упругос
ти первого рода; Р- (21Хтлг ) -  мерная матрица внешних сил;

3 =  II З х * 3 К  || Т . А -г-м ерны е
X X X

матрицы-столбцы соответственно длин, минимальных допусти
мых площадей поперечных сечений, температурных деформаций 
и полных начальных деформаций элементов: (5= ||<5Х» || •

<о+ <6~ -  г-мерные диагональные матрицы опасных напря
жений и их допустимых максимальных значений; Х - (  п х. тлг ) -  
мерная подматрица линейно-независимых усилий; у - ( з  х ллг ) -  
мерная матрица предельных допустимых значений перемещений 
системы; 5   ̂ Ц= || 5 ^ ,5 ^ .  || г  -мерная диа-

х

тональная матрица приведенных длин элементов; Е = »
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|| *  Ё -  соответственно матрица-столбец и г-мерная 
х

матрица с единичными элементами^ г  , 1 , п , \\г , в -  со
ответственно число стержней, узлов, степень статической не
определимости, количество внешних разновременных воздейст
вий и число узлов с ограниченными величинами перемещений;

[X ] , [ а ^ }  Р  -  А “ ^  А х х] в [ ы х ] -  п  и ( г -  п ) -мерные ди-
X X

агональные матрицы линейно-независимых и линейно-зависимых 
опасных усилий в элементах; I — п -мерная единичная ма
трица.

В математической модели (2 ) ,  (3)  статические условия 
совместности (равновесия) представлены в форме, заимство
ванной из работ [2, 3] , и учтены в целевой функции и в 
остальных ограничениях задачи. Построение практического ме
тода оптимизации ферменных конструкций в принятой постанов
ке возможно на основе предварительно выявленных свойств ма
тематической модели (2 ) ,  (3)  и в первую очередь установле
ния размерности экстремальности и критериев выделения под
множеств множества допустимых решений, характеризующихся 
наличием одного экстремума.

Рассмотрим случай одного внешнего воздействия. При этом 
система ограничений (3 ) принимает линейный характер. Типич
ной особенностью конструктивных ограничений на Р  и усло
вий неотрицательности их знаков ( З г ) ,  представленных в ли
нейной форме, является перемена знака неравенства на проти
воположный при одновременном изменении знака свободного 
переменного и соответствующего усилия. Так, одно из
ограничений (Зг ) ,  записанное в линейной форме, имеет вид
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Ы .^ Р ]б \  при к .^ 0 ,е > .^ 0  и N. 4Р.<5^ при N ^ 0 , 6 " ^ О .(4 )

Геометрическая интерпретация условия (4 ) представлена на 
рис. 1. Если иметь в виду наличие в задаче оптимизации лишь 
одного ограничения (4) ,  то К  = 0-^17 Ст^ • В реальных ус
ловиях, при учете других ограничений, подмножества О--  ̂ и 0-2 
сужаются и одно из них вообще может оказаться невыполни
мым. Кроме того, для одного и того же стержня минимальные 
конструктивные значения площадей при растяжении Р + и сжа
тии р ;

}
могут существенно отличаться друг от друга.

связи с этим в точке Х = Х  возможен излом границы огра-
= 0 иничений (4) .  При Х ^ Х ^  имёет место 

Данное решение осуществимо только тогда, когда
”  3 "  ”  • 
возможно

существование формально статически неопределимой 
т.е. системы с существующими, но не работающими 
связями. Принципиально возможность такого решения 
вует для реальных схем ферм при г ^ 3 .

Таким образом, в рассматриваемом случае для 
схем ферм справедливым является соотношение

системы, 
лишними 
сущее т-

реальных

К  = V О- . (5 )
з---- ЧЯ = 1,ш

Благодаря указанным особенностям образования От мно
жество допустимых решений К  в общем случае явлйтся не
выпуклым, а каждое из О- , Ч = 1, т  характеризуется оп
ределенным набором знаков усилий в стержнях или картиной 
знаков усилий. Осуществимые картины знаков усилий могут 
быть, легко получены путем построения так называемого гра
фика следов усилий [_4  ̂.

Учитывая изложенное, а также изученные ранее свойства 
выпуклости целевой функции (2 ) [б ] , приходим к следующим 
выводам:

1. Задача оптимизации шарнирно-стержневых систем в об
щем случае является многоэкстремальной. Для частных видов 
конструкций с небольшим числом элементов она может ока
заться одноэкстремальной.

2. В пределах каждого подмножества От , Ч = 1 це
левая функция (2 ) имеет один локальный, он1 же глобальный 
минимум.

3. Размерность экстремальности ш задачи равна коли
честву подмножеств От , а следовательно, количеству осу
ществимых картин знаков усилий, т.е. картин знаков, удовлет-
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Т а б л и ц а  1. Результаты оптимизации фермы, рассмотренной в первом примере

Номера
стержней ч-

тс
Ч ’

кгс/см
Ч-

] 2СМ

ш!п V,
эм

1 -  2 -12,617 -1166,1 10,82

3 - 2 -16,823 -961,56 17,49

4 - 3 11,382 1882,48 8,23 0,03844

4 -  1 15,176 1426,51 10,63

3 -  1 -18,970 -771,17 24,60

2 - 4 21,029 146,62 18,34

/  Рис. 2. Пример одноекстремаль-
/  ной задачи!

а -  расчетная схема; б -  за
висимости V  -  V (Х ^ ) : 1 -  V -

У(Х ,̂(5 т в | \7( б ,Х - сопв!)-»
А, гс т1п ' 2 “  V - у (х х . ® .+“  К .6 ’7 - 

-  0 ,8  К ).

воряюших условиям статической и кинематической совместнос
ти.

В подтверждение изложенных положений приведем результа
ты оптимизации однократно статически неопределимых ферм, 
загружаемых одной комбинацией внешних нагрузок. Оптимиза
ция выполнена без уточнения коэффициентов продольного изгиба 
для сжатых стержней по разработанному алгоритму и про
грамме расчета на ЭВМ "Минск-22" [б ] . Исходные данные для 
одной из рассмотренных ферм на рис. 2, а такие: Е. =

6 2 3 2 ^
=  2,1*10 кгс/см ; К  =2,1*10 кгс/см ; С : ^ т = 1; ш. = 1 ;

ф _ 1 -- 3 й 3
V5 = 0,8; у„ = 0,007 м; 1 = 1,6, За линейно-независимое X 

^ 1 
принято усилие в стержне 2 - 4 .  Результаты оптимизации при-
ведены в табл. 1, а зависимости V  = \/(Х) ,  соответствующие 
равнопрочному решению без учета ограничений задачи и реше
нию задачи оптимизации (2 ) ,  (3 ) ,  изображены на рис. 2,6. За
висимость V  = V  (X ) при равнопрочном решении представ
ляет собой линейную модулярную функцию, детально изученную
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Ю.А. Радцигом \Т\ . Данный пример иллюстрирует случай одно
экстремальной задачи оптимизации ( т =  1), так как он харак
теризуется наличием лишь одной осуществимой картины знаков 
усилий, соответствующей подмножеству С-^ =

Рис* 3, Пример многоэкстремальной задачи:

а) расчетная схема! б) зависимости \/-\/(х):1в V* \/(Х̂ ,СГ ■- С? | V (X «  
- сопз!, с )—► т1п; 2. V-\/(Х1, - 6 ” -  н).

Т а б л и ц а  2. Результаты оптимизации фермы, рассмотренной во втором примере

Номера
стерж
ней

*

V " ’ 'см

*  *  /1\ 
з  - б .  (1\

/ 1 2 кгс/см кгс/с\^

Номера
стерж
ней

Р %  Р ™ .
> 2  1СМ / 2 кгс/см

5  М 2 )
] 9

кгс/см

06-05 29,51 1325,6 1438,4 10-11 47,87 1124,1 1507,2
07-06 29,18 1340,7 1425,6 10-15 39,40 -406,3 -406,3
17-07 94,20 -699,4 -653,4 14-15 85,71 -938,5 -1186,9
11-07 24,59 126,4 147,02 10-14 16,30 -1227,0 -1227,0
16-17 60,07 -1338,9 -1488,0 13-14 85,86 -936,83 -1125,9
11-17 38,54 1271,1 1641,2 13-10 56,57 866,13 786,8
11-16 16,30 -1227,0 -1227,0 04-10 24,59 126,43 -147,0
15-16 60,07 -1338,9 -1488,0 04-13 94,20 -699,36 -653,4
15-11 39,40 -406,2 -406,2 04-05 29,18 1340,8 1303,6

X* -  X * (1) -  39,125 тс{ Х * (2) -  52,984 то

V *  _ -  0,6033 мЭ; V *  (2) = 0,7049 мЭ
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ставленной на рис 
=  1; ш

Исходные данные для второй из рассмотренных ферм, пред- 
3,а , следующие: Р  ̂  = 20 тс; ^  ^ - 1 }  пъ= 

1; 0,8; = 0,03 м. Недостающие параметры
приняты равными соответствующим параметрам предыдущего 
примера. Зависимости V  = У(х), соответствующие равно
прочному решению без учета ограничений задачи и решению 
задачи оптимизации (2 ) ,  ( 3 ) ,  изображены на рис. 3,6. Данный 
пример иллюстрирует случай пятиэкстремальной задачи оптими
зации ( т =  5 ). При этом К  = П &  , я  -  1,5 и осу-

Я  Ч
ществимыми оказываются пять картин знаков усилий. Для со
поставления результатов решения, соответствующие двум ло
кальным минимумам, приводятся в табл. 2. Увеличение объема 
в точке второго локального минимума по сравнению с гло
бальным составляет 16,8%.

Значения р . определяются в зависимости от принимае
мого типа поперечных сечений и нормативных значений пре
дельных гибкостей % • В связи с этим в точках X , для

пр 1
стержней с ^  = 0  имеет место отмеченный ранее излом
границы ограничений (Зг ) ,  а на графике V  = У  (Х ^  б/=б'|у(Х,в 
= с о п з *  б  ) —► гшп ) возникают разрывы, равные по вели
чине

д У  - ^ Г 3 ] > -  0  к  -  о } -  <•>
Выявленные качественные особенности задачи оптимизации

шарнирно-стержневых систем справедливы для произвольного 
значения п . В то же время геометрическая интерпретация 
зависимости V  = V  ( X, (э = С$ Л/ I (Х =  с о п з *  , <5 ) —  
— ► гшп ) при 1 не приводится ввиду сложности ее
представления в Е .

Рассмотрим случай многих разновременных внешних воз
действий. Система ограничений (3 ) ,  за исключением (Зг) ,  в 
данном случае принимает нелинейный характер, но справедли
вым остается соотношение ( 5 ) .  В то же время каждое их 
О-д характеризуется уже не одной картиной знаков, а опре
деленной совокупностью осуществимых картин знаков усилий 
для всех воздействий. Так^же, как и в предыдущем случае, по 
линейным многообразиям Х ^ Р ’О = |х | = 0 }  функция

^  = V  ( X, б" = б” I V  (X  = с о п з 1 , (з ) — *- гшп) будет ха
рактеризоваться разрывами, величины которых определяются 
выражениями (6 ) ,  Таким образом, качественное отличие зада
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чи оптимизации в случае многих воздействий от предыдущего 
случая будет определяться только структурой и свойствами 
выпуклости подмножеств Ст^ . Для выявления их выполнено 
исследование нелинейных границ подмножеств О- на выпук
лость с помощью гессианов соответствующих функций. Опуская 
выкладки, связанные с этим исследованием, отметим, что гра
ницы подмножеств О-^ носят произвольный в отношении вы
пуклости характер.

Выявленные свойства границ подмножеств Ст , ^ = 1, ш 
и анализ соответствующих функциональных зависимостей по
зволяют при п > 1  сделать следующие выводы.

1. Каждое из подмножеств допустимых решений О ^ С  К ^  =
= 1, т) в общем случае является невыпуклым, следова

тельно, в пределах каждого из них задача оптимизации (2) ,  
(3) является многоэкстремальной.

2. Размерность ргч, экстремальности задачи оптимизации 
в общем случае равна сумме размерностей экстремальности 
задач для каждого из подмножеств, т.е.

дт, = И рг\, » Ч = 1*  ̂ .
Ч 4

Значения рг\, зависят от величин параметров г  , п , тлг , а 
также от того, какие из ограничений (3 ) являются активными.

3. При фиксированном X ^ Сг^ система ограничений (3 ) 
становится линейной относительно <3 и образует выпуклые

подмножества Ст^ С  <3-^ Следовательно, в пределах каждого 
из Сг задача оптимизации является одноэкстремальной.

Выявленные свойства математической модели позволяют 
представить ее решение в виде решения последовательности 
выпуклых задач ->

ш т  {  \/(у) I У е о -  с ^ К ,  ч = 1» т  / для уу= 1 
и т т  [У ( (э  )| б ’ е  о  с  К , ч = 1, т  | при фик

сированных значениях X ддя т/у > 1 с применением эффектив
ных методов выпуклого программирования, приспособленных к

случаю линейных ограничений. Реализация этого подхода осу
ществлена автором при разработке практического метода по
этапной оптимизации шарнирно-стержневых систем [в] . При 
этом разработана методика выделения подмножества (3-* , со
держащего глобальный минимум задачи (2) ,  (3 ) .
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ОПТИМИЗАЦИЯ СТАТИЧЕСКИ ОПРЕДЕЛИМЫХ ФЕРМ 
ПРИ УЧЕТЕ ОГРАНИЧЕНИЙ НА ЧАСТОТУ 

СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ И ЖЕСТКОСТЬ СИСТЕМЫ

Задача оптимизации статически определимых ферм при учете 
ограничений, наложенных только на упругие напряжения, три
виальна, так как внутренние усилия не зависят от площадей 
сечений стержней. В этом случае наилучшее решение такое,при 
котором в стержнях будут иметь место предельные напряжения 
от опасных комбинаций нагрузок. Если же определяющими при
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