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Валуеў У.Я., Воўчак А.А., Пойта П.С., Швядоўскі П.У.
Статыстычныя метады ў прыродакарыстанні. Вучэбны дапаможнік для 
студэнтаў вышэйшых навучальных устаноў па спсцыяльнасці "Мелія- 
рацыя і водная гаспадарка". - Брэст: Брэсцкі політэхнічны інстытут, 
1999.- 252 с ., іл.

У вучэбным дапаможніку асвятляюцца тэарэтычныя і прыкладныя пы- 
танні геаграфічнага (прыроднага) прагназіравання, выкарыстыння мета- 
даў матэматычнай статыстыкі пры рашэнні задач з галіны прыродакары- 
стання. Дапаможнік прызначаецца студэнтам вышэйшых навучальных 
устаноў па спецыяльнасці меліярацыя і водная гаспадарка. Выклікае 
пэўную цікавасць у практычных работнікаў у галіне водагаспадарчага 
будаўніцтва, эколагаў, біёлагаў. Можа служыць дапаможнікам для вы- 
кладчыкаў ВНУ, аспірантаў і студэнтаў спецыяльнасцей - водазабеспя- 
чэнне, водаадвядзенне, ачыстка прыродных і сцекавых вод, іншых пры- 
родакарыстальніцкіх і геаграфічных профіляў.
Табл. 65, іл.24, бібл. 38 назв.
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Vladimir Valuyev, Alexandr Volchek, Pyotr Poyta, Pyotr Shvedovsky. 
Statistical methods in the use of natural resources. The manual for college stu
dents of higher educational establishments of soil conservation and water indus
tries. - Brest : Brest Polytechnic Institute, 1999. - 252 p., ill.

In this manual theoretical and applied matters of geographical prognosti
cation, application of mathematical and statistical methods to solving prob
lems in the field of the use of natural resources are dealt with. This manual is 
meant for students of higher educational establishments specializing in land 
improvement and water industries. It can also be of interest for practical 
workers in the field of water industry engineering, for ecologists, biologists. It 
can be used as a teaching aid for teachers of higher educational establish
ments, post-graduates and students of the following specialties: water-supply 
and drainage engineering, water and waste water purification and other simi
lar disciplines.
Tabl. 65, ill. 24, bibl 38 nam.
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Основные буквенные обозначения

ОСНОВНЫЕ БУКВЕННЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

£ - истинная величина
х - измеренная (случайная) величина

5х абсолютная погрешность 
6 - относительная погрешность
ц - математическое ожидание
х - эмпирическое, или выборочное среднее
п - объем выборки
N - объем генеральной совокупности
о2 - дисперсия случайной величины (х)
§2 - выборочная дисперсия
s - среднеквадратическое отклонение
V - коэффициент вариации

. статистические моменты, соответственно, пер- 
m3’mJ J вого, второго, третьего и четвертого порядков 

F(x) - функция распределения в точке (х) 
t - критерий Стьюдента 
F -распределение Фишера

v j , 9  - число степеней свободы
г - коэффициент парной корреляции
Р - символ вероятности события
а  - уровень значимости

Ро-,Рг - коэффициенты регрессии
b0,b, - оценки параметров (Р0) и (Pi)
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Статистические методы в природопользовании

ВВЕДЕНИЕ

Интенсивное развитие материального производства, крупномас
штабное хозяйственное освоение территорий, стихийный социально
технический прогресс и потребительский бум обусловили разноскорост
ное протекание естественных процессов в природно-ландшафтных ком
плексах, нарушение динамического равновесия человека и природы. По
нятийно-логическая схема техноприродного объекта (рисунок 1) под
тверждает тот факт, что изучение и прогнозирование изменений природ
ной Среды под влиянием хозяйственной деятельности человека является 
актуальной и одной из важнейших проблем современной науки. Оптими
зация антропогенных воздействий на природный комплекс сопряжена с 
решением конкретных задач, связанных с охраной окружающей Среды 
(Среды обитания человека) и рациональным использованием природных 
ресурсов в жизнедеятельности людей.

При этом, статистические методы в географических (природных) ис
следованиях находят самое широкое применение. Нередко эти методы 
служат единственным средством количественной оценки различных при
родных процессов, явлений, а также проявлений климата, погоды и ано
малий. Исследователь имеет дело с многофакторностью формирования 
всех природных процессов и невозможностью учета, в полной мере, сте
пени влияния определяющих факторов. Математическое описание таких 
явлений возможно лишь статистическими методами.

Однако, при географическом (природном) прогнозировании с ис
пользованием статистических методов, адаптированных к. решению при
кладных задач, студенты, изучающие комплекс специальных дисциплин 
по природопользованию, не имеют учебников и учебных пособий, вооб
ще, или вынуждены изыскивать их аналоги, считающиеся библиографи
ческой редкостью.

Что касается пособий для общих курсов по теории вероятностей и 
математической статистики (число которых велико), то в них, как прави
ло, не учитывается специфика использования статистических методов для 
природных процессов. Она связана, прежде всего, с наличием в экспери
ментальных данных внутрирядной связности, нарушающей принцип слу
чайности отбора, а также с необходимостью учета, в некоторых случаях, 
неоднородности в их рядах. Эти и другие обстоятельства значительно ос
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Введение

ложняют описание и анализ информационных рядов классическими ме
тодами математической статистики. Общие курсы математической ста
тистики, кроме того, довольно сложны по своему построению.

Рисунок 1 Понятийно-логическая схема техноприродного объекта.
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Таким образом, необходимость составления данного пособия авто
ры видели в том, чтобы, исходя из достаточности материала и доступно
сти его изложения, дать практическое руководство по прикладному ис
пользованию методов математической статистики для решения задач в 
области природопользования и географических наук.

С учетом практической направленности данного пособия, приоритет 
в изложении отдается описанию "технологии" статистических расчетов и 
интерпретации полученных результатов в их приложении к конкретным 
примерам. Теоретические аспекты используемых методов затрагиваются 
лишь в минимально необходимых пределах. При этом, предполагается, 
что пользователь имеет начальные знания из курса математической ста
тистики.

В настоящее время имеет хождение большое количество компьютер
ных программ для статистического анализа информации (например, 
"Statgraphics", "Statistica”, "Microsoft Excel" и другие). Эффективность ис
пользования программных продуктов при решении прикладных задач 
зависит не только от обеспеченности исполнителя исходными данными, 
но и от используемых им методов, влияющих на достоверность и точ
ность расчетных характеристик.

Учебное пособие предназначено для студентов водохозяйственных и 
природопользовательских специальностей как практическое руководство 
в деле решения прикладных задач математической статистики и прогно
зирования, органично входящих в циклы лабораторно-практических ра
бот, в курсовые и дипломные проекты, в научное обоснование мелиора
тивных и водохозяйственных мероприятий.

Книга будет полезна практическим работникам в области водохо
зяйственного строительства, экологам, биологам и может служить посо
бием для преподавателей вузов, аспирантов и студентов смежных специ
альностей.

Авторы с благодарностью примут замечания, которые будут на
правлены на постоянное совершенствование программ читаемых курсов 
и связанного с ними учебного пособия.
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Предварительная обработка экспериментальных данных

1 ПРЕДВАРИТЕЛЬНАЯ ОБРАБОТКА 
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ

Предварительная обработка результатов измерений (наблюдений) 
необходима для того, чтобы в дальнейшем с наибольшей эффективно
стью, а главное*, корректно использовать статистические методы для по
строения эмпирических зависимостей, раскрывающих количественные и 
качественные связи в исследуемых процессах и явлениях.

Задача предварительной обработки в основном состоит в отсеивании 
грубых погрешностей, связанных с прямым измерением интересующей 
величины, или ошибок, неизбежно имеющих место при переписывании 
цифрового материала, вводе информации в ЭВМ и т.п.

Другим важным моментом предварительной обработки данных явля
ется проверка соответствия распределения результатов измерения 
(наблюдения) закону нормального распределения. Если эта гипотеза непри
емлема, то следует определить, какому закону распределения подчиняются 
опытные данные и, если это возможно, преобразовать данное распределе
ние к нормальному. Только после выполнения перечисленных выше опера
ций можно перейти к построению эмпирических формул.

1.1 Элементы общей теории ошибок
Погрешности (ошибки) - неприменный спутник любых измерений. 

Несмотря на кажущуюся простоту и обыденность самого понятия 
"погрешность - ошибка", оно относится к разряду явлений, весьма слож
ных для теоретического осмысления и исключительно важных с точки 
зрения практических целей любого измерения. Существует несколько 
различных подходов к классификации погрешностей, частично перекры
вающих друг друга, каждый из которых основан на рассмотрении от
дельных аспектов понятия "погрешность". Ниже коротко перечислим 
наиболее распространенные варианты классификации погрешностей с ука
занием главного принципа, положенного в их основу:

1) по способу выражения (вычисления) погрешности принято делить 
на-

абсолютные 5х = |х -  , (1.1)
где х- измеренная величина; 1; - истинная величина;

относительные 5 = ± — • 100% ; (1.2)
х
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2) в зависимости от того, завышают или занижают погрешности ре
зультат измерения (в среднем) по сравнению с истинным или средним 
значением, их можно подразделить на положительные и отрицательные. 
Примером систематического занижения истинных значений может быть 
измерение атмосферных осадков с помощью осадкомера, который дает 
значительные ошибки, особенно в зимние месяцы. Для устранения такого 
рода погрешностей вводятся специальные (поправочные) коэффициенты 
(на ветровой недоучет, смачивание осадкомерного ведра и испарение из 
него и т.п.);

3) по типу связи между погрешностью и измеряемой величиной разли
чаются постоянные, значение которых не зависит от самой измеряемой 
величины, и пропорциональные погрешности, значение которых пропор
ционально измеряемой величине. Очевидно, что пропорциональные 
погрешности становятся постоянными при оценке их в относительной 
шкале;

4) в зависимости от характера причин, которые их вызывают, разли
чаются случайные, систематические погрешности и промахи (грубые 
ошибки). Для оценки случайных погрешностей используются различные 
меры, - например, среднеарифметическая или среднеквадратическая по
грешности, которым отвечают несколько отличные значения ширины 
интервала вариации при соответствующей доверительной вероятности;

5) погрешность может быть оценена относительно единичного измере
ния, среднего из нескольких параллельных определений ("серийная" или 
"генерализованная" погрешность) или относительно метода анализа, в 
целом, (погрешность метода);

6) по источникам происхождения погрешности (ошибки) подразде
ляются на инструментальные, методические, методологические и т.п.;

7) в зависимости от того, производится ли оценка непосредственно 
измеряемой величины или величины, расчет которой опосредован через 
ряд других экспериментальных величин с помощью сЖределенной мате
матической зависимости, различаются погрешности прямых и косвенных 
определений (измерений).

Опыт показывает, что ни одно измерение, как бы тщательно оно ни 
проводилось, не может быть совершенно свободно от ошибок. Случайные 
погрешности иногда можно надежно оценить, если повторить измерение 
несколько раз. И, естественно, предположить, что наилучшей оценкой из
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меряемой величины будет среднее значение из всех измерений. Кроме того, 
представляется довольно разумным предположение, что правильное зна
чение измеряемой величины лежит где-то между наименьшим и наиболь
шим значением. Таким образом, корректный способ представления ре
зультата любого измерения состоит в том, чтобы экспериментатор ука
зывал свою наилуЩиую оценку измеряемой величины и интервал, в кото
ром, как он уверен'лежит это значение.

В общем случае, результат любого измерения величины (х) приво
дится как

х = х±5х, (1.3)
где х - измеренная величина; х - большая - наилучшая оценка измеряе
мой величины, т.е., в нашем случае, среднее из всех измерений; 5х - по
грешность или ошибка в измерениях (х).

Это утверждение означает, что, во-первых, наилучшая оценка экспе
риментатора для измеряемой величины есть число (х) и, во-вторых, он до 
определенной степени уверен, что эта величина лежит где-то между 
(х - 8х) и (х + бх). Погрешность (5х) принято считать положительной ве
личиной, так что (х + 5х) есть всегда наибольшее вероятное значение из
меряемой величины, а (х - 5х) - наименьшее. К сожалению, для большин
ства научных измерений очень затруднительно сделать такое утвержде
ние. В частности, если мы уверены в том, что измеряемая величина лежит 
между (х - бх) и (х + 5х), то обычно необходимо выбрать для (5х) такое 
значение, которое слишком велико, чтобы представлять практический 
интерес. Чтобы избежать этого, мы можем иногда выбирать такое значе
ние (бх), для которого вероятность того, что действительное значение 
лежит в заданном интервале будет равна, например, 67% или 95%. Одна
ко, этого нельзя сделать без детального знания статистических законов, 
которым подчиняются процессы измерения, рассматриваемые ниже.

Следует отметить несколько основных правил записи погрешностей. 
Во-первых, поскольку величина (бх) служит оценкой погрешности, ее, 
очевидно, нельзя приводить с очень большой точностью. Например, глу
бину канала можно записать - h= 1,85+0,05 м. Во-вторых, числа должны, 
как правило, содержать на одну значащую цифру больше, чем это оправ
дано. Это уменьшит неточности, возникающие при округлении чисел. В 
конце расчета окончательный результат следует округлить и избавиться 
от этой добавочной (и незначащей) цифры.
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Общее правило приведения результатов выражается следующим об
разом: последняя значащая цифра в любом приводимом результате обычно 
должна быть того же порядка (находиться в той же десятичной пози
ции), что и погрешность.

Большинство физических величин обычно невозможно измерять непо
средственно (суммарное испарение с почвы, испаряемость, расчетный 
расход воды в реке, незаиляющая скорость движения воды в мелиора
тивном канале и т. д.), и их определение включает два различных этапа. 
Сначала измеряют одну или более величин, которые могут быть непо
средственно измерены, и с помощью которых можно вычислить интере
сующую нас величину. Затем, используя измеренные значения, вычисля
ют саму искомую величину. Кроме того, измеренные значения могут ис
пользоваться для косвенного определения искомого параметра или ха
рактеристики.

Если измерение включает эти два этапа, то и оценка погрешностей 
также включает их. Сначала надо оценить погрешности в величинах, ко
торые измеряются непосредственно, а затем г определить, как эти по
грешности "распространяются" в расчетах и приводят к погрешности, в 
конечном результате.

Рассмотрим погрешности при вычислении искомой величины по изме
ренным составляющим:

а) погрешности в суммах и разностях
Если несколько величин (х,...,со) измерены с погрешностями (6х,....,5<й) и 
используются для дальнейшего вычисления

q = x+...+z-(u+...+co), (1.4)
то погрешность в рассчитанной величине (q) есть сумма погрешностей в 
определении всех составляющих

5q »8x+...+6z + 5u+...+5(0 . (1.5)
Другими словами, когда складываются или вычитаются любые числа из
меренных величин - погрешности в определении эт*іх величин всегда 
складываются;
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б) погрешности в произведениях и частных 
Для удобства запишем числа с помощью относительных погрешностей-

5хч

R
— 5Ух = х • (1 + рг) и у = у • (1 ± -рр). Тогда наилучшая оценка произведения бу-

й
дет определяться щ к

I q = x - y ( l ± ^ )  ( l ± S )  . (1.6)

Наименьшее вероятное значение для (q) дает выражение со знаком (-) и 
наибольшее со знаком (+). Теперь результат произведения в скобках (1.6) 
может быть представлен для наибольшего вероятного значения

о + ё м ' + ё >й
, 5х 5у 5х ■ 5у

Т Г Ш '
(1.7,

Поскольку две относительные погрешности ( ¾  и ( -¾ ,R И малые числа,

то их произведение очень мало. Следовательно, последним членом в (1.7) 
можно пренебречь. Возвращаясь к (1.6), мы получим наибольшее вероят
ностное значение

---------8х 5х.q = x-y(l + F r +-pr) .
R И ( 1.8)

Наименьшее вероятностное значение дается аналогичным выражением с 
двумя знаками минус. Таким образом, относительная погрешность (q) 
равна сумме относительных погрешностей (х) и (у )

5q 5х 8у

Г Г Г (1.9)

В общем случае, погрешность в произведениях и частных можно 
сформулировать следующим образом.

Если несколько величин (х,...,со) измерены с малыми погрешностями 
(8х.... 5со) и измеренные значения используются для расчета
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q =
X-...-Z
U-...CD

(1. 10)

то относительная погрешность рассчитанной величины (q) равна сумме 
относительных погрешностей в (х,...,со)

5q 5х 6z 8u 5ю

Н R ’ Н И ' Н ’ (m o

Итак, при умножении (или делении) величин относительные погреш
ности складываются.

Рассмотрим два важных частных случая применения правила (1.10) -
-(МО-

Во-первых, предположим, что мы измеряем величину (х) и использу
ем ее для вычисления произведения (q=bx) ,где (Ь) не содержит погреш
ности.

Сформулируем общее правило.
v Если величина (х) измеряется с погрешностью (8х) и используется для 
_ вычисления произведения

q = b-xn, (1.12)
в котором (Ь) не имеет погрешности, то погрешность в (q) равна \b I , 
умноженному на погрешность в (х)

6q«|b|-5x . (1-13)
Второй частный случай применения правила (1.10)-(1.11) касается

оценки степени некоторой измеряемой величины.
Погрешность при возведении в степень.
Если величина (х) измеряется с погрешностью (8х) и измеренное зна

чение используется для вычисления степени этого числа
q = х2, (1.14)

то относительная погрешность в (q) в п-раз больше “относительной по
грешности в (х) *

5q _ 5х

г т
(1.15)

Приведенные формулы позволяют получить крайние пределы для 
(5q) и, очевидно, это может случиться, если мы недооценили (х) на пол
ную величину (5х) и недооценили (у) на полную величину (8у). Однако, 
это весьма маловероятно. Если (х) и (у) измеряются независимо, и выяв
ленные ошибки случайны по природе, то яЗШо -:
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будет сопровождаться переоценкой (у), или наоборот. Тогда ясно, что 
вероятность недооценки как (х), так и (у) на полные величины (6х) и (5у) 
довольно мала, следовательно, значение (6q»Sx + 8y) переоценивает
нашу возможную ошибку. Если измерения (х) и (у) выполняются незави
симо, и если они оба подчиняются нормальному закону распределения, 
то погрешность в = х + у) определяется выражением

6q = V(5x)2 + (6y)2 . (1.16)
Таким образом, возвращаясь к вопросу погрешности при вычисле

нии искомой величины по измеренным составляющим, можно сформу
лировать два главных правила:

а) погрешность в суммах и разностях
Если известно, что погрешности в (х,...,о>) независимы и случайны, то по
грешность в сумме или разности (q) равна квадратичной сумме исходных
погрешностей ___________________________

8q = V(8x) 2+...+(8z) 2 + (8u)2+...+(6(0)2 . (1.17)

В любом случае, (6q) никогда не больше, чем их обычная сумма
6q < 6x+...+8z + 8u+...+6co: (1-18)

б) погрешности в произведениях и частных
Если погрешности (х,...,а>) независимы и случайны, то относительная по
грешность в произведениях и частных (q) равна квадратической сумме ис
ходных относительных погрешностей

^ = / ( ^ + . . . + ( ¾ 2 + ( ^ ) 4 . . .+ ( ¾ 2 . (1.19)
|q| V х z и со

В любом случае, она никогда не больше, чем их обычная сумма
8q бх 6z 8u бсо
|q| х z и со

Мы рассмотрели особенности оценки независимых и зависимых погреш
ностей для сумм, разностей, произведений и частных. Однако, инженер
ные расчеты сопряжены и с более сложными операциями, такими, как 
вычисление тригонометрических функций, квадратного корня и т.п. 
Обычно функция (q(x)) известна в явном виде, и погрешность (8q) может 
быть выражена аналитически, т.е.

6q = q(x + 8х) -  q(x). (1-21)
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Теперь, согласно основному приближенному выражению математическо
го анализа, для любой функции (q(x)) и любого достаточно малого- 
приращения (и) можно записать

Таким образом, при условии, что погрешность (6х) мала, можно перепи
сать (1.21) и получить

Итак, чтобы найти погрешность (5q), необходимо вычислить производ
ную (dq/dx) и умножить ее на погрешность (6х). Следовательно, любой 
расчет может быть представлен как последовательность определенных 
шагов, каждый из которых включает только одну из операцийЛ) нахожде
ние сумм и разностей; 2) расчет произведений и частных; 3) вычисление 
функции одной переменной.

Данный метод получил название в литературе "шаг за шагом", так 
как вычисление сложной функции может быть разбито на отдельные эле
менты и погрешность в рассчитываемой функции можно оценить также 
последовательно, используя рассмотренные правила. Однако, имеется ряд 
задач, когда функция включает одну и ту же величину более чем один раз. 
Поэтому, некоторые из ошибок могут взаимно компенсироваться 
(эффект, который иногда называют эффектом компенсирующихся оши
бок). Если это происходит, расчеты погрешности методом "шаг за ша
гом" могут привести к переоценке конечной погрешности. В этом случае, 
обычно, используют обобщенную формулу, которая получается аналогич
но (1.23). Опуская сам вывод формулы, запишем конечный результат.

Погрешность функции нескольких переменных *
Если погрешности в (x,...,z) независимы и случайны, то погрешность в (q) 
равна _____________________

dx
( 1.22)

(1.23)

(1.24)

В любом случае, она никогда не больше, чем обычная сумма

Эх дг
(1.25)
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Важнейшей особенностью обобщенного правит является то, что из него 
следуют все перечисленные выше правила. Например, (q(x,y)=x+y), т.е. ве
личина (q) просто равна сумме (х+у). Обе частные производные равны 
единице (dq/3x=3q/3y=l) и, тогда, используя выражение (1.24), получим 
5q=((lSx)2+(l-5y)2)°-5=(5x2+...+5y2), как и по выражению (1.16). Непосред
ственное использование общего правила довольно трудоемко и, если воз
можно, в расчетах проще продвигаться шаг за шагом, используя более про
стые правила. Однако, если функция - q(x,...,z) включает любую пере
менную более одного раза, могут возникнуть компенсирующиеся ошиб
ки, в этом случае, вычисления методом "шаг за шагом" могут, как отме
чалось, привести к переоценке окончательной погрешности, и тогда 
лучше выполнять вычисления за один прием, непосредственно используя 
формулы (1.24) и (1.25).

В качестве примера, рассмотрим определение площади живого сечении мелио
ративного канала трапецеидальной формы (грунты устойчивые)

(В =  (b +  m h) h , (*)
где со - площадь живого сечения потока воды в канале, м ; Ь - ширина канала по дну, м; 
h -глубина воды в канале, м; т -заложение откосов. Пусть результаты измерения жи
вого сечения канала следующие: h=2,00±0,05м; Ь=0,40±0,03 м; т-2.

Для нахождения ошибки вычисления воспользуемся формулой (1.24), т.е. 
беи-/'(dm/dhbh)2 + ( (ды/дЬ &Ь)2)° \  Возьмем производные уравнения (*) по (dh) и (дЬ), 
т.е. da/dh-(b+2 m h): d<si/db-h; подставляя эти выражения в формулу ( 1.24), имеем 
Ъ(£>=( (b+2-m-h)-&h)2 + ((hSb)2)05; используя соответствующие численньи: значения, 
получим
5ш =(((0,43-2-2-2)0,05)2 + ( ( 2-0,03)2) л,=0.17м2. а также а  = (0,4+2-2)-2=8,80м\

Площадь живого сечения мелиоративного канала, полученная расчетным путем с 
использованием материалов прямых измерений гидравлических элементов потока воды 
составляет

(о=8,80±0,17м2.

1.2 Генеральная совокупность и выборка.
И х числовые характеристики

Важнейшей задачей статистической обработки экспериментальных 
данных является установление (выявление) ряда статистических парамет
ров, которые в комплексе достаточно полно характеризуют свойства ис
следуемой генеральной совокупности. Генеральной совокупностью называ
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ется совокупность всех возможных данных наблюдений, которые могли 
быть получены в соответствии с программой исследования. Общее число 
членов генеральной совокупности называется объемом генеральной сово
купности. Число членов в генеральной совокупности может быть конеч
ным или бесконечным.

Например, конечным числом членов генеральной совокупности являются все реки 
Беларуси (более 20 тысяч), по которым исследуется максимальный сток воды весеннего 
половодья. Бесконечным числом членов генеральной совокупности может быть расход 
воды реки Припять, величина которого колеблется по месяцам, годам, столетиям, ты
сячелетиям и т.д. В бесконечной генеральной совокупности максимальных расходов во
ды Припяти можно вычленить дискретные промежутки времени (определенное деся
тилетие или столетие), в которых экспериментальные данные по стоку могут рас
сматриваться как генеральная совокупность. Однако, полное исследование генеральной 
совокупности, обычно, практически невозможно или неэкономично. При расчете гидро
логических характеристик, расход воды реки берется за определенный период (период 
наблюдений).

С целью экономии времени и средств, прибегают к подбору харак
терных ключей или точек, пространственных или временных ограничений, 
которые принято называть выборкой из генеральной совокупности. Выбо
рочной совокупностью, или выборкой, называется совокупность результа
тов n-наблюдений, полученных с целью характеристики генеральной со
вокупности. Число членов выборочной совокупности называется объе
мом выборки. С помощью выборки оценивается генеральная совокуп
ность по вероятностным свойствам. Чтобы оценки были достоверными, 
выборка должна быть представительной (репрезентативной), т.е. ее ве
роятностные свойства должны совпадать или быть близкими к свойствам 
генеральной совокупности. Репрезентативные совокупности формируются 
путем отбора: рандомизации*) (случайного), направленного (типичного) 
и смешанного.

При случайном отборе все объекты имеют одинаковую возможность 
попасть в выборку. Иногда случайная выборка не отвечает задачам ис
следования из-за неоднородности условий. Тогда производится направ-

•> - рандомизация - статистическая процедура, в которой решение принимается 
случайным образом.
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ленный отбор типичных характеристик. Правила отбора, при этом, ос
таются те же, что при случайном отборе.

Смешанный отбор производится в тех случаях, когда необходимо 
получить характеристику неоднородного объекта, например, влагозапа- 
сов почвенного покрова на большой территории. Водосбор или сельско
хозяйственное угодье делится на локальные участки, характеризующиеся 
однородными типами (подтипами) почв. Для каждого выделенного уча
стка производится случайный отбор проб, и полученные величины поч
венных влажностей объединяются в одну выборку.

Если иметь ввиду характеристики распределений вероятностей, то 
для теоретических распределений их можно рассматривать в контексте 
генеральной совокупности, а для эмпирических распределений - как вы
борочные характеристики. Можно встретить иную терминологию, когда 
характеристики распределения вероятностей в генеральной совокупности 
называются параметрами, а выборочных (эмпирических) значений - 
-оценками или статистиками.

Параметры обозначаются буквами греческого алфавита, а оценки - 
-соответствующими буквами латинского алфавита.

Наиболее полной характеристикой случайной величины является ее 
функция распределения. Как правило, это довольно сложный объект. По
этому, в ряде задач при описании случайных величин ограничиваются 
простыми их характеристиками или иными параметрами функций рас
пределения. Важнейшими из таких параметров (характеристик) являются 
математическое ожидание (\х) и дисперсия (а2) случайной величины (х).

Обычно, в задачах математической статистики параметры распреде
ления случайной величины (х) неизвестны. В распоряжении исследовате
ля имеется лишь выборка объемом (п). В этом случае, по выборке нахо
дятся выборочные параметры, которые и служат приближением к теоре
тическим - генеральным параметрам. Приближение тем лучше, чем 
больше объем выборки (п). В практических расчетах, без большой по
грешности, можно принять, что уже при (п>50) выборочные параметры 
совпадают с генеральными.

Рассмотрим более подробно эти параметры и их свойства. Мате
матическое ожидание - значение переменной, вокруг которого сгруппи
рована выборка; математическое ожидание непрерывной случайной ве
личины задается интегралом
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р= Jx-<p(x)-dx, (1.26)

где ф(х) -  функция плотности распределения. Для дискретной конечно
значной случайной величины

И = £ р г Х,, 0-27)і=і
где xj и pj- отдельные значения и соответствующие им вероятности 
случайной величины

х = - 1 х и i=l ,n,  (1.28)
пы

следовательно, понятие математического ожидания совпадает с понятием 
среднего арифметического. Таким образом, (х) представляет собой эм
пирическое, или выборочное среднее.

Рассмотрим основные свойства математического ожидания:
1) математическое ожидание постоянной величины есть сама постоянная 
величина, т.е. р(с)=с;
2) математическое ожидание суммы постоянной и случайной равно сумме 
постоянной и математического ожидания случайной величины, т.е. 
ц(х + с) = р(х) + с;
3) математическое ожидание суммы случайных величин равно сумме их 
математических ожиданий, т.е. р(х+у)= ц(х)+р(у);
4) математическое ожидание произведения постоянной величины на слу
чайную равно произведению постоянной величины и математического 
ожидания случайной величины, т.е. ц(сх)=ср(х);
5) математическое ожидание произведения двух случайных величин равно 
произведению математических ожиданий этих величин, т.е. 
ц(х • у) = ц(х) • р(у); утверждение справедливо только для независимых слу
чайных величин, когда каждая из них принимает то или иное значение неза
висимо от того, какое значение приняла другая величина. *

Дисперсией (о2) случайной величины называется мера "рассеивания" 
или "разброса"выборки: 
для непрерывной случайной величины (х;).

о 2 = | ( х - ц ) 2 (p(x) dx; (1.29)
-0 0

для конечнозначной случайной величины, имеющей N-значений,-
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(1.30)

дисперсия выборочной совокутости, состоящей из n-значений случайной 
величины, вычисляется по формуле

ной мерой рассеивания случайной величины, поскольку в равной степени 
учитывает отклонения отдельных результатов от среднего как в боль
шую, так в меньшую сторону и одновременно усредняет их по всем ре
зультатам.

Основные свойства дисперсии следующие:
1) дисперсш постоянной величины равна нулю, т.е. о 2(с)=0;
2) дисперсия суммы постоянной величины и случайной величины равна 
дисперсии случайной величины, т.е. а 2(х+с)= а 2(х);
3) дисперсия случайной величины, умноженной на постоянный множитель, 
изменяется пропорционально квадрату этого множителя, т.е.
а 2(сх)= с2а 2(х), в частности, а 2(-х)= а 2(х);
4) дисперсия суммы двух переменных величин равна сумме дисперсий этих 
величин, т.е. а 2(х+у)= ст2(с) + а 2(у); утверждение справедливо для незави
симых случайных величин.

Выборочное среднеквадратическое отклонение может быть найдено 
по формуле

Из других выборочных характеристик чаще всего используется ко
эффициент вариации (v), являющийся мерой относительной изменчивости 
наблюдаемой случайной величины; вычисляется по формуле

Кроме того, часто используются статистические моменты третье
го и четвертого порядков:

Эту величину принято называть выборочной дисперсией и обозначать 
символом (S ) - от англ. Standard. Дисперсия является удобной естествен-

(1.32)

S
(1.33)

х

(1.34)

(1.35)
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Все сказанное выше относится к равноточным измерениям и наблю
дениям, т.е. к измерениям, которые содержат только случайную погреш
ность, подчиняющуюся закону нормального распределения вероятно
стей. В практике обычно пользуются результатами измерений различно
го происхождения, в т.ч. выполненными разными инструментами и раз
ноточными методами. Результаты таких измерений называются неравно
точными. В этом случае, при статистической обработке эксперименталь
ных данных используется метод получения средневзвешенных величин из 
имеющихся в наличии серий наблюдений.

В качестве примера, выполним статистический анализ величин атмосферных 
осадков в контексте изучения режима их выпадения на территорию Беларуси. Для это
го располагаем в алфавитном порядке 354 метеостанции и, используя из Приложения к 
настоящей книге таблицу "Случайные числа" (таблица П.1), выбираем 100 метеопунк
тов с соответствующими им годовыми нормами атмосферных осадков. Начав с любой 
колонки случайных чисел и двигаясь по столбцам сверху-вниз (снизу-вверх), выписываем 
те первые (последние) цифры четырехзначного числа, которые по величине укладыва
ются в общее число метеопунктов и будут представлять номера метеопунктов, вклю
чаемых в формируемую выборку (таблица 1.1).

Таблица 1.1 Выборка годовых норм атмосферных осадков Беларуси (мм)

736 719 788 719 735 720 695 813 814 739
731 777 787 746 733 785 799 763 786 781
753 824 736 792 763 772 753 721 769 699
722 782 716 734 800 760 756 731 707 686
706 695 737 768 784 758 658 684 676 744
841 784 756 763 750 751 727 812 731 828
747 731 690 836 749 773 625 774 726 679
753 667 713 663 758 768 655 708 703 661
656 630 658 638 677 673 676 706 V 6 737
741 758 696 684 747 642 671 739 ЬФ4 624

Составив выборку годовых норм атмосферных осадков для территории Беларуси, опре
делим основные характеристики данной выборки: 
математическое ожидание выборки, рассчитанное по формуле (1.28)-

Х = - X (х ,)=73217/100- 732,2 мм; 
п ьЛ

выборочную дисперсию-
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а) смещенную (по формуле, аналогичной - 1.31)-

S- = - •  t ( x ,  -  х ) ! = -rj— ■ 24462,1 = 244,6 ; 
п ыі 100

б) несмещенную -

S ' х ) ! «  ~ ~ — 7 - 24462,1 =  2471,3 ;
п - 1 і=і 100-1

выборочные среднеквцрратические отклонения, получаемые по формулам типа (1.32)- 
а) смещенное,-

S  = Vs3" = 424466 = 49,5 :

б) несмещенное -

S  = - W  --- -J2471.3 = 49,7;

коэффициент вариации , рассчитываемый по формуле ( 1.33)- 
V 497

V == = — г г  = 0,07 ( 7 % ) ;
X /52,2

основные статистические моменты 1, 2, 3, 4 - порядков- 

т, = -■ t  (х, -  х ) = • 0,0027 * 0 ;
П Ы! 100

т, = - t ( x ,  -  х )* =  ■ 244662,1 =  2446.6 ;
* П 100

т3 = ~ - t ( x , -  хУ  = -1--(-1506860)  =  -15068,6 ; 
п іжі ИЮ

т4 = -  • £  (х, -  х ) 4 = tL  • 1500749000 = 15007490,0 .
П  1ш1 100

Полученные выше, основные (выборочные) статистические характеристики годовых 
величин атмосферных осадков для территории Беларуси сведены в таблицу 1.2.

Таблица 1.2 Выборочные характеристики распределения атмосферных осадков на 
территории Беларуси

X S* 5* S S т, т2 т3 т4 V

732,2 2446,6 2471,3 49,5 49,7 0 2446,6 -15068,6 15007490 0,07

Таким образом, величина, среднего по территории Беларуси слоя осадков в средний 
многолетний год (норма) составляет 732,2 мм при коэффициенте вариации 
(изменчивости), равном 0,07 или 7 % .
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1.3 Эмпирические и теоретические распределения
Основными объектами изучения в теории вероятностей являются со

бытия и случайные величины. Событие - факт, который имеет место или 
может иметь место в ходе некоторого эксперимента. Выделяются собы
тия случайные и достоверные. Случайным событием называется то, кото
рое при данных условиях может произойти или не произойти (например, 
выпадение дождя 22 июня 2001 года в городе Бресте). Достоверное собы
тие - которое при данных условиях обязательно должно произойти 
(например, смена времен года).

Случайной величиной называется такая переменная величина, которая 
может принимать то или иное, заранее неизвестное значение (например, 
расход воды в реке в годовом или многолетнем ходе). Случайные вели
чины, получаемые в эксперименте бывают дискретными и непрерывными. 
К дискретным (прерывным) относятся те, которые принимают конечное 
или бесконечное множество значений и между которыми нет и не может 
быть переходов (например, количество дней с осадками в месяц, количе
ство озер на водосборе и др.). Непрерывные случайные величины могут 
принимать любые значения из некоторого конечного или бесконечного 
промежутка их значений. При рассмотрении непрерывных случайных ве
личин, говорят не о конкретных значениях, а о промежутках и вероятно
сти "попадания" в них. Между вариантами возможны различные перехо
ды, все зависит от того, какая степень точности принимается для харак
теристики данного количественного признака (например, поступление 
коротковолновой радиации на сельскохозяйственное поле можно изме
рять с точностью до ±5%).

Случайные величины, представленные рядом количественных показа
телей, образуют статистическую (выборочную) совокупность. Каждый 
член этой совокупности называется вариантой или дагцой. Варианты в 
статистической совокупности подвергаются обработке.‘«Для этого со
ставляется вариационный ряд, т.е. варианты в нем располагаются в воз
растающем или убывающем порядке. Варианты в выборке, относящиеся 
к одному и тому же признаку, практически не совпадают между собой, 
или варьируются. В вариационном ряду всегда есть максимальная (хтах) и 
минимальная (хтт) варианты. Разность между ними составляет размах 
варьирования, или амплитуду изменчивости. Те варианты, которые резко 
отличаются от вариант статистической совокупности и вызывают сомне
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ние у исследователя, определяются как артефакт. Артефакт, обычно, ис
ключается из статистической совокупности. После анализа вариационно
го ряда на репрезентативность, приступают к статистической обработке 
экспериментальных данных.

Вариационный ряд может быть представлен графически в виде полиго
на (кривая распределения частот) или гистограммы. При построении ва
риационной крив*р по оси абсцисс откладываются значения вариант или 
средин классов, nb оси ординат - частоты. Величина классового интервала 
(І), которая зависит от принятого числа классов (к) и объема выборки (п) 
определяется как

(1.36)

Число классов, в зависимости от выборки, характеризуется формулой
k « l  + 3,32 1g(n). (1.37)

Исходя из зависимости (1.37), можно определить класс выборки по 
объему:

п 30...50 51...100 101.„400 401...1000 1001...2000
к 4-6 6-8 8-9 9-11 11-12

Величина классового интервала должна быть одинаковой на протя
жении всего вариационного ряда. Границы классов выбираются такими, 
чтобы каждая варианта могла быть отнесена только к одному классу. 
Первый и последний классы могут быть неполными. Границы классов 
желательно выбирать так, чтобы крайние варианты (xmax; xmin), по воз
можности, оказались ближе к середине интервала своего класса.

При построении гистограммы по оси абсцисс откладываются грани
цы классов, а число вариант каждого класса обозначается высотой или 
площадью соответствующего прямоугольника. При сравнении изменчиво
сти одинаковых условий или признаков, полученные вариационные кри
вые распределения частот наносятся на один график. Группировка вари
ант в классы для сравниваемых выборок должна быть одинаковой. Если 
объем выборок одинаков, все частоты должны быть выражены в процен
тах от объема выборки по каждой совокупности отдельно.

Гистограмма и полигон распределений являются графическим ото
бражением частот, которые, в свою очередь, представляют собой оценки

28



Статистические методы в природопользовании

плотностей вероятностей. Кумулятивная линия - график накопленных 
частот, в свою очередь, оценивающих функцию распределения F(x) в 
точке (х).

При работе с выборочной совокупностью, иногда необходимо опи
сывать вариационную кривую с помощью математических функций, т.е. 
ряда математических зависимостей. Описание распределения проводится 
подбором подходящей математической модели функции распределения, с 
установлением параметров функции и проверкой ее соответствия эмпи
рическому распределению. При обработке вариационных рядов наблю
дений за природными явлениями часто получаются колоколообразные 
полигоны распределения.

Если распределение случайной величины подчиняется определенно
му закону и может быть, хотя бы приближенно, описано кривой

Yj = а  • ехр(-Ь • х2), (1.38)
то такое распределение называется нормальным (гауссовым). Так как к 
коэффициентам (а) и (Ь) предъявляется требование: а, Ь>0, то можно го
ворить о семействе кривых нормального распределения. С увеличением 
коэффициента (а), кривая "вытягивается" в высоту, при уменьшении - 
-кривая "сплющивается". Нормальное распределение обладает и другими 
важными свойствами, которые позволяют считать это распределение ос
новой математической статистики.

Рассмотрим эти свойства:
1) ордината (у), которая характеризует высоту кривой для каждой точ
ки оси (Ох) (абсциссы), представляет собой плотность вероятности не
которого значения переменной (х) и определяется по следующей формуле

У)=/(х, )  = — -1г ==ехр(-0,5(?—^-):),(-со< х1<+сс,а>0) , (1 .39)
aV-2-л о  ’

где а - среднеквадратическое отклонение теоретического распределения; 
ц - математическое ожидание теоретического распределения. Из формулы 
(1.39) следует, что нормальное распределение полностью \'тределяется ве
личинами (\х) и (а) (п -3 ,141593...; е=2,718282... - математические посто
янные). Математическое ожидание определяет положение кривой распре
деления относительно оси (Ох). Среднеквадратическое отклонение (с) за
дает форму кривой. Чем больше (а) (разброс данных), тем кривая положе 
(ее основание более широкое);
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2) кривая нормального распределения симметрична относительно среднего 
значения, следовательно, среднее, мода и медиана совпадают;
3) максимум ординаты кривой определяется как - ута1=1 /о ~І2ж, что, при 
а =/, составляет примерно 0,4; если л;—»±=°,то у—>0, другими словами, очень 
большие и очень малые значения переменной (х) маловероятны;
4) примерно бг%3% всех случаев наблюдений лежит в площади, отсекаемой 
перпендикулярами к оси (Ох), (\х±а); соответственно, в пределах от (-2а) 
до (+2а) находятся 95,5% вариант, в пределах (-За) до (+3а) - 99,7% 
(рисунок 1.1).

Рисунок 1.1 Процент случаев наблюдений (площадь), ограниченный кри
вой нормального распределения, для различных значений (о).

Отклонение данных от нормального закона распределения указыва
ет на влияние какого-либо другого фактора на статистическую совокуп
ность.

При изучении природных процессов некоторые распределения име
ют выраженную асимметрию. Поэтому, представляет практический ин
терес преобразование асимметричного распределения в симметричное 
(нормальное). Иногда это возможно, если каждую варианту выборки вы
разить в виде логарифма (x,-lg(Xj±a)). В тех случаях, когда логарифм 
случайной величины (xf) подчиняется нормальному закону распределе
ния, а сами значения случайных величин распределены асимметрично, 
распределение случайной величины принято называть логарифмически 
нормальным, или логнормальным.

В отдельных случаях, можно принимать и другие преобразования:
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обратную величину (x,'=l/Xj); обратное значение квадратного корняX j—(X ; )-°'5
Преобразование логнормальное используется для распределений, у  

которых крутая левая ветвь полигона и пологая правая.
Преобразование "обратная величина" является наиболее "сильным". 

Среднее положение между логарифметическим преобразованием и 
"обратной величиной" занимает преобразование "обратное значение 
квадратного корня". Для нормализации смещенного вправо распределе
ния служат тригонометрические преобразования, а также степенные пре
образования (Xj-Xj"). При этом, а=1,5 - при умеренном, а=2,0 - при силь- 
новыраженном правом смещении.

Закон нормального распределения проявляется при п>20...30. Однако, 
исследователь часто имеет дело с ограниченным числом данных и ему 
приходится основывать свои выводы на малых выборках. При неболь
шом числе наблюдений, результаты обычно близки и редко появляются 
большие отклонения. Это легко объяснить законом нормального распре
деления, согласно которому вероятность появления малых отклонений 
больше, чем отклонений значительных. Так, вероятность отклонений, 
превышающих по абсолютной величине (±2S), равна 0,05, или один слу
чай на 20 вариант, а отклонений (±3S) - 0,01 (один случай на 100). Поэто
му, стандартное отклонение (S), рассчитанное по малой выборке, в боль
шинстве случаев будет меньше, чем по всей генеральной совокупности (о). 
Следовательно, в этих случаях полагаться на критерии нормального рас
пределения в своих выводах нельзя.

Огромная роль нормального закона в прикладных исследованиях 
определяется тем, что анализ многих природных явлений подтверждает 
правомерность его использования; даже в случаях, когда закон распреде
ления вероятностей не может быть установлен теоретически, практика 
часто на его стороне. То обстоятельство, что в последнем случае нор
мальный закон распределения обосновывается не теоретическими по
строениями, а своим хорошим согласием со статистическими данными, 
относящимися к изучаемому явлению, не умаляет возможности исполь
зовать этот закон для дальнейшего анализа и расчетов. Но кроме всего 
этого, нормальный закон может служить основой для получения других 
законов распределения вероятностей, такие законы могут быть получены 
из нормального, если предположить, что нормальное распределение име-
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ет не сама случайная величина (х), а некоторая ее функция (f(x)). Из обос
нованных, таким образом, законов получил наибольшую известность, 
так называемый, логарифмически нормальный закон, применяемый для 
решения различных задач природопользования. Он получается из предпо
ложения, что нормально распределенной случайной величиной является 
не (х), a (Lnx). Естественно, что логарифмически нормальное распределе
ние вероятностей может иметь только такая случайная величина (х), ко
торая принципиально не может принимать отрицательных значений 
(например, расход воды в реке). Плотность логарифмически нормально
го распределения для (х<0) равна нулю, а для (х>0) она имеет вид

f(x) = - 1
• V 2-71

exp (lnx -  Inb)' 
2-y2

(1.40)

где Lnb и у2 - суть математическое ожидание и дисперсия случайной вели
чины (Lnx).

Параметры (Ь) и (у2) нетрудно выразить через математическое ожида
ние (р) и дисперсию (о2) случайной величины (х):

b

( а2+ р ¥
(

у 2 = Ln • 
ч

(ст2 + р ¥

/

(1.41)

(1.42)

Логарифмически нормальное распределение, в отличие от нормально
го, имеет несимметричный график плотности вероятности (рисунок 1.2).

Большое практическое значение для экспериментальной работы 
имеет t-распределение, получившее название распределение Стъюдента, 
характеризуемое для выборочных средних равенством

xj -  р 
S

vn

(1.43)

Числитель формулы (1.43) означает отклонение выборочной средней 
от средней всей совокупности (ц), а знаменатель является показателем 
оценки величины (а  / -Jn = Стц) или стандартной ошибки средней генераль
ной совокупности. Таким образом, величина (t) измеряется отклонением
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выборочной средней (х) от средней совокупности (р), выраженным в до
лях ошибки выборки (S), принятой за единицу.

Рисунок 1.2 Логарифмически нормальное распределение вероятностей 
в дифференциальных (а) и интегральных (б) видах.

Распределение t - критерия Стъюдента представлено в Приложении 
(таблица П.2). Максимумы частот нормального и t-распределения совпа
дают, но форма кривой t-распределения зависит от числа степеней свобо
ды. При очень малых значениях степеней свободы, она принимает вид 
плосковершинной кривой, причем площадь, ограниченная кривой, 
больше, чем при нормальном распределении, а при увеличении числа на
блюдений (п>30), t-распределение приближается к нормальному и пере
ходит в него при п—>оо.

Распределение Стьюдента имеет важное значение при работе с ма
лыми выборками и позволяет определить доверительный интервал, на
крывающий среднюю совокупности (р), а также проверить ту или иную 
гипотезу относительно генеральной совокупности. При этом, нет необ
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ходимости знать параметры совокупности (р) и (о), достаточно иметь их

Если из нормально распределенной совокупности взять две незави
симые выборки объемом (П|) и (n j  и подсчитать дисперсии (sf) и (s5) со 
степенями свободы (v,=n, -1) и (v2=n2-l), то можно определить отноше
ние дисперсий (Q

Отношения дисперсий берутся такими, чтобы в числителе была 
большая дисперсия и, поэтому, F>1. При этом, F-распределение Фишера 
зависит только от числа степеней свободы (v,) и (v2). Когда две сравни
ваемые выборки являются случайными независимыми (из общей сово
купности) с генеральной средней (ц), тогда фактическое значение (F) не 
выйдет за определенные пределы и не превысит критического, для дан
ных (V,) и (v^, теоретического значения названного критерия (Fjĵ F t). 
Если генеральные параметры сравниваемых групп различны, то Рф>Рт. 
Теоретические значения (F) для 5%-ного и 1%-ного уровней значимости 
даны в Приложении (таблицы П.4.1, П.4.2), где табулированы только 
правые критические точки (для F>1), так как всегда принято находить 
отношение большей дисперсии к меньшей.

Кривые, полученные из функции распределения для всех возможных 
значений (F), особенно при небольшом числе наблюдений, имеют асим
метричную форму - длинный "хвост" больших значений и большую кон
центрацию малых величин.

Отметим, что t-распределение Стьюдента является частным случаем 
F-распределения Фишера, при числе степеней свободы (v, = l) и (v2=v), т.е. 
равно числу степеней свободы для t-распределения. В этом случае, на
блюдается следующее соотношение между (F) и (t)

Закон распределения у} (хи-квадрат) открыл К. Пирсон. Кривая рас
пределения, полученная из функции хи-квадрат имеет вид

оценки (х) и (Хф < Ху)Для определенного объема выборки.

( 1 . 4 4 )

,, т.е. и t = VF. ( 1 4 5 )

( 1 . 4 6 )
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где fj - фактические и Ff - гипотетические частоты численности объектов 
выборки.

Ее вид в сильной степени зависит от числа степеней свободы (v). Для 
малого числа степеней свободы кривая асимметрична, но с увеличением 
(v) - асимметрия уменьшается и, при v-юо, кривая принимает вид нор
мальной гауссовской.

Критерий х2. или критерий согласия (подобия), используется для 
оценки степени соответствия эмпирических данных определенным тео
ретическим предпосылкам или нулевой гипотезе (Н0).

Гипотеза опровергается - если Хф -  Хт > и не опровергается - если 
Хф < Хт • Когда фактические и теоретически ожидаемые частоты полно
стью совпадают, тогда х2=0.

Распределение х2 , так же как и t-распределение, частной случайной 
F-распределения, при v(=v и v2=oo, описывается зависимостью

F  = 2(1
(v„v2 = oo) v - (1.47)

Когда некоторое событие имеет очень малую вероятность сверше
ния, например, небольшое число раз на 1000 или 10000 обычных явлений, 
тогда распределение случайной величины следует определенному закону 
редких событий, который выражается формулой Пуассона

р _ а  ‘ ехр(-а) 
xi х,!

(1.48)

где Рхі -вероятность значения (xf); хг число редких событий, происходя
щих в каждой большой группе (х;=0,1,2,3, и т.д.); а - среднее число редких 
событий на каждую большую группу; х4!- произведение чисел от 1 до 
(факториал).

Распределение Пуассона определяется одним параметром - средней, и 
дисперсия этого распределения равна средней, т.е. S!=a. ,

Отсюда следует, что все теоретические распределения можно по
строить только на основании одной выборочной средней.

Распределение Пуассона является частным случаем биномиального 
распределения, когда в биноме (p+q)n значение (р) очень мало, а (q) стре
мится к бесконечности. Графически распределение редких событий пред
ставляет асимметричную кривую, и асимметрия тем больше, чем меньше 
вероятность события.
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Рассмотрим технологию построения полигона на примере данных таб
лицы I .1. Если данные таблицы 1.1 разделить на классы, то можно построить полигон и 
гистограмму частот. Разбивка на классы осуществляется по формуле (137), т.е. 
k=l+3,321y(n)=l+3,321g(MX))-7,64. С другой стороны, разница между (хтах) и 
(xmim) (размах варьирования) составляет 841-624=217 мм; исходя из этого, принима
ем число классов, іфвпым 8, со ступенями, равными 30 мм. Разбивка на классы приведена 
в таблице 1.3. Рассмотрим методику подсчета частот. Таблица 1.1 просматривается 
по порядку (от первой до последней строчки) и при чтении каждого результата соот
ветствующая метка заносится в класс, к которому относится данное наблюдение. Ку
мулятивная линия (1), гистограмма (2) и полигон (3) распределеітй, построенные по 
данным таблицы 1.3, даны на рисунках 1.2-1.3. Гистограмма и полигон распределений 
являются графическим отображением частот, которые, в свою очередь, представляют 
оценки плотностей вероятностей. Кумулятивная линия - график накопленных частот, 
в свою очередь, оценивающих функцию распределения (F (x)) в точке (х).

Таблица 1.3 Разбивка массива исходньсх данных на классы, вычисление частот

N
п/п

Классы 
( величины 

атмосферных 
осадков, мм)

Середины
интервалов

Абсолютные
частоты

Относительные
частоты

Относительные
накопленные

частоты

I 2 3 4 5 6
1 610-640 625 4 0.04 0,04
2 641-670 655 9 0,09 013
3 671-700 685 15 0,15 0,28
4 701-730 715 21 0,21 0,49
5 731-760 745 26 0,26 0,75
6 761-790 775 16 0,16 0,91
7 791-820 805 7 0,07 0,98
8 821-850 835 2 0,02 1,00

1.100
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Рисунок 1.3 Кумулятивная кривая (1) распределения вариационного ряда норм 
атмосферных осадков Беларуси.

Рисунок 1.4 Графическое представление распределения вариационного ряда норм 
атмосферных осадков Беларуси: 2-гистограмма: 3-полигон.

1.4 Теория оценок
Генеральные совокупности описываются некоторыми постоянными 

числовыми характеристиками распределения. По выборкам можно най
ти оценки этих характеристик. Вследствие случайности выборок, значе
ния оценок одной числовой характеристики, вычисленные по разным вы
боркам из одной генеральной совокупности, бывают, ка^ правило, раз
личными.

Обозначим неизвестный параметр распределения, т.е. числовую ха
рактеристику генеральной совокупности (х), через (0), а оценку неизвест
ного параметра - через (Тп). Оценка (Т„) - функция от выборки. Оценки 
неизвестного параметра можно находить различными способами. На
пример, если нужно оценить среднее значение (0=р) нормального рас
пределения, то можно использовать следующие оценки (Т„):
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1) Х| - первый элемент выборки;
2) (х Ш  ax+xm in)/2 - среднее арифметическое максимального и минимального 
элементов выборки;
3) Мо - моду, которая, при нормальном распределении, равна математи
ческому ожидаццю (ц);
4) Ме - медиану, которая, при нормальном распределении, также равна
(н )і
5) х- среднее арифметическое.

Для того, чтобы установить, какая из оценок лучше, надо знать ос
новные свойства (виды) оценок. Несмещенной называется оценка (Т„), 
среднее значение которой равно оцениваемому параметру (0)

ТП = Ц .  (1.49)
Если это условие не выполняется, то оценку называют смещенной, при 
этом смещение вычисляется как разность (Тп -0 ) .  Следует отметить, что 
кроме несмещенности оценки, существуют также требования состоятель
ности и эффективности. Оценка параметра называется состоятельной, 
по мере роста (п) - числа наблюдений (n—>N) - в случае конечной гене
ральной совокупности объема (N); при п-»а> - в случае бесконечной гене
ральной совокупности, она (оценка) стремится к оцениваемому теорети
ческому значению параметра (например, для дисперсии limS2(n) = o).

Следует четко разделять понятия состоятельности и несмещенности. Рас
смотрим две оценки для дисперсии;

S 2 =  i £ ( x , - x ) 2 ; ( 1 . 5 0 )
П ы

S2 = —!- r Z U . - x ) 2 . (1.51)
П  -  1 i-i

Эти оценки состоятельны, но вторая является несмещенной, первая - 
- смещенной, так как в ней содержится систематическая отрицательная 
погрешность - (а2/п), поскольку математическое ожидание

(s" = (о2 - о 2) / п ) , с ростом (п) монотонно убывает. Из этого следует,

что требование несмещенности особенно важно при малом количестве 
данных наблюдений. Оценка параметра называется эффективной, если 
среди прочих оценок того же парамегра она обладает наименьшей дис
персией. Если среднее оценивать как (xraax+xmjn)/2 (пункт 2, см. начало
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( I n 'lпараграфа) или как — £x< (пункт 5), то эти оценки обладают свойства- 
чпы )

ми состоятельности и несмещенности . Однако, можно показать, что 
дисперсия во втором случае оценки равна (а2/2), а в первом - 
Tt2cr2/(24-!n(n)), т.е. существенно больше, так как вторая оценка подверже
на меньшим случайным колебанием вокруг неизвестного значения оце
ниваемого параметра. Таким образом, второй способ оценки теоретиче
ского среднего является состоятельным, несмещенным и эффективным, а 
первый способ - только состоятельным и несмещенным. Оценки ( Тп) неиз
вестного параметра (0) называются точечными, так как они определяют 
одно значение, одну точку на числовой оси. Все точечные оценки пара
метров распределения генеральной совокупности вычисляются по выбор
кам, но из-за случайности выборок оценки являются случайными величи
нами, отличающимися от постоянного истинного значения параметра 
(0). Обозначим точность оценки через Д(Д>0); |0 -Т п|<Д . Чем меньше
(Д), тем точнее оценки. Любую точность можно получить с определенной 
вероятностью (надежностью)

Условие (1.54) означает, что интервал [Тп-Д, Тп+Д] покрывает значение 
параметра (0) с заданной доверительной вероятностью (у). Точность 
оценки (Д) фактически определяет длину доверительного интервала (2Д). 
Доверительная вероятность задается обычно значением, близким к еди
нице, например, 0,95; 0,97; 0,99 и т.д. Доверительная вероятность (у), 
точность оценки (Д) и объем выборки (п) связаны между Собой. Если опре
делены две величины, то тем самым будет определена и гЯфетья. Рассмот
рим определение доверительного интервала для среднего значения (р) 
нормального распределения. Так как (а2) неизвестна, то непосредственно 
воспользоваться нормальным распределением нельзя. Однако, известно 
(формула 1.43), что случайная величина,

Р (|0 -Т п |<Д) = у. (1.52)

Если преобразовать это выражение, то получим
Р(-Д < 0 - Т п < Д) = у (1.53)

или
Р(Тп - Д < 0 < Т п +Д) = у. (1.54)

(1.55)
S
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имеет распределение Стьюдента (t-распределение) с числом степеней сво
боды (п-1). При этом числом степеней свободы считается число независи
мых отклонений отдельных вариант от среднего. Из отклонений незави
симыми считаются все варианты, кроме последней, величина которой 
уже определена^стальными отклонениями и, поэтому, это отклонение не 
будет независимом. Для получения интервальной оценки необходимо вы
полнение условия

(1.56)

Величина (ty) определяется по таблицам распределения Стьюдента 
(Приложение, таблица П.2). На основании условия (P(|x|>ty)=y) определя
ется (1у), но в данном случае, имеем противоположное неравенство, зна
чит, необходимо использовать условие

J x - p  г- =-Wn :Р( > t T) = l — у (1-57)

Число степеней свободы равно (п-1). Преобразовав условие (1.56), имеем

) = Г , (1.5В)
s -  S P ( x - t v-7= < p < x + t

где доверительный интервал указан в скобках и

1Г4 =  = Д -  (1.59)
V п

При определении доверительного интервала для дисперсии нормального 
распределения (а2) используется ^-распределение, т.е.

(п — 1) - Sх2 = - (1.60)

Случайная величина с х2-распределением принимает только неотрица
тельные значения. По таблицам х2 - распределения (Приложение, табли
ца П.З) можно найти (ха ), удовлетворяющее следующему условию: 
P(X2f(xa)) = а  (рисунок 1.5). По таблицам х2-распределения всегда мож
но найти такие два числа, которые удовлетворяли бы условию

P(u, < х 2< и 2) = у. (1.61)
Таких пар чисел (и.) и (и2) существует бесконечное множество. Чтобы 
зафиксировать одну пару (и,, 112), выделим дополнительное условие
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(симметричность по вероятности) (рисунок 1.6)
Р(Х2 < и,) = Р(Х2 > и2) = 0,5(1 -  у ). (1.62)

Из таблицы П.З. (Приложение), согласно условию (1.62), получаем (u j. 
Для нахождения (и,), используем вероятность противоположного собы
тия

Р(Х2 > u, ) = 0,5(1 + у) . (1.63)

Рисунок 1.5 Рисунок 1.6
Использование таблицы х2 - рас- Нахождение чисел (и,) и (и2). 
пределения (таблица П.З).

Заменяя (х2) в формуле (1.61) его значением из формулы (1.60), после пре
образований, получаем

( —2 
( n - 0 - S 2 < (n - O S

2Л
<СТЛ < = У . (1.64)

где в скобках задан доверительный интервал для дисперсии (о2). Извле
кая квадратный корень из обеих сторон неравенства, определяем довери
тельный интервал для среднего квадратического (стандартного) откло
нения (а) ' •

5л/п — 1 S-n/п — I7 =  ■■ . (1.65)
> 2  >  1

До сих пор, мы рассматривали обработку готовых выборок с фиксирован
ным объемом (п). По закону больших чисел предпочтение отдается вы
боркам с большим объемом. Но обычно большой объем выборки требует 
и больших затрат для ее получения и обработки. Поэтому, на практике,
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целесообразно использовать тот минимальный объем, который позволяет 
получить удовлетворительные результаты. При вычислении доверитель
ных интервалов среднего значения нормального распределения, можно 
определить объем выборки

( 1.66)

Таким образом, объем выборки (п) прямо пропорционален (о2) и (и2)
(при этом, последнее значение зависит от "у") и обратно пропорционален 
(Л2). По этим данным можно задать значения вероятности и длину интер
вала (Д). Если мы хотим получить интервал с большей доверительной ве
роятностью - "у" (вместе с тем увеличивается и "иу"), то следует увеличить 
объем выборки (п), как и при необходимости укоротить этот интервал. 
Если (а) неизвестно, то для выборки объема (п) получаем

с 2
n = t 2V  (1.67)

По формуле (1.66), задавая (о), можно определить соответствующий объ
ем выборки (п) до получения самой выборки. По формуле (1.67) можно оп
ределить нужный объем выборки (п) после обработки уже имеющейся
пробной выборки, по которой вычисляется несмещенная оценка дисперсии

—2
генеральной совокупности (S ).

В качестве Примера, определим доверительные интервалы для математическо
го ожидания и дисперсии, а также объем выборки, чтобы получить названные характе
ристики с заоанной точностью, используя данные таблицы 1.1. Выборочные характери
стики распределения норм атмосферных осадков на территории Беларуси представле
ны в таблице 1.2.

Из таблицы П. 2 (Приложение) t - распределетія Стыодента, при п-1=99 - степе
нях свободы и доверительной вероятности у=0,95, найдем ty=l, 9944. Используя фор
мулу ( 1.59), имеем Д=1,9944-49,7/(100)as=9,91 и математическое ожидание запишется, 
как 732,2-9.9<ц<732,2+9,9, или окончательно, [1—732,2+9,9 мм, при 722,3<ц<742,1 мм. 
Таким образом, с вероятностью 95% математическое ожидание (\х) находится в диа
пазоне 722,3<\i<742,1 мм. Из Приложения (таблица И З) Х-Распределения и,~82,36 и 
и-=135,8. Используя формулу (1.64). имеем 

2471,3(100-1)_ 2 2471,3(100-1)
135,8.... ‘ 5 82,36

1801,6< о:<2970,6 или 42,4< а<54,5.
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Таким образом, с вероятностью 95% дисперсия (а) лежит в диапазоне 42,4< а<54,5. 
Для определения объема выборки, воспользуемся формулой (1.67). При у=95 и п=100. по 
Приложению (таблица П.2) для t-распределения имеем ty=l,98 и. тогда, приняв Д=10

, 2446,6 , 2446,6
мм, имеем п= 1,982 -----г  = 95,9* 96 < 100, а при А=9мм - п= 1,982  ,— = 118> 100.

102 92
Таким образом, чтобы получить математическое ожидание с точностью до 

10 мм слоя атмосферных осадков при 95% - ной вероятности достаточно 96 вариант, а 
с точностью до 9 мм - уже 118 вариант.

1.5 Статистические гипотезы
Статистической гипотезой называется любое утверждение о виде 

или свойствах распределения наблюдаемых в эксперименте случайных 
величин. Например, случайная величина (х) имеет нормальное распреде
ление, случайная величина с нормальным распределением имеет среднее 
значение (р=10) или (ц*10) и т. д. Статистические гипотезы проверяются 
статистическими методами.

Гипотезы о неизвестном параметре (0) распределения бывают про
стые и сложные; простая гипотеза утверждает, что параметр (0) имеет 
одно конкретное значение (0=©о), а сложная гипотеза утверждает, что 
параметр (0) имеет значение из совокупности значений (0< 0 О, 0 > 0 О,
© *© о)-

Проверяемую гипотезу обозначим (Н0). Обычно выбирают еще аль
тернативную гипотезу (Н|), отрицающую или исключающую основную 
гипотезу (Н0). Таким образом, в результате проверки можно принять 
только одну из гипотез (Н0) или (Н]), отвергая в то же время другую.

Гипотезу проверяют на основании выборки, полученной из гене
ральной совокупности. Из-за случайности выборки, в результате провер
ки могут возникнуть ошибки, ведущие к неправильным решениям. В 
принципе, возможны ошибки первого и второго рода. Ошибка первого 
рода имеет место тогда, когда отвергается правильная гипотеза (Н0). При 
ошибке второго рода принимается неправильная гипотеза (Н0).

Таким образом, по одним выборкам принимается правильное реше
ние, по другим - неправильное. Решение принимается по значению неко
торой функции выборки, называемой статистикой или статистической 
характеристикой. Множество значений этой статистики можно разде
лить на два непересекающихся подмножества:
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а) значений статистики, при которых гипотеза (Н0) принимается (не 
отклоняется), называемых областью принятия гипотезы (допустимой об
ластью)',

б) значений статистики, при которых гипотеза (Н„) отвергается 
(отклоняется) и принимается гипотеза (Н|), называемых критической об- 
ластъю.

При проверке гипотез разумно уменьшить вероятности принятия не
правильных решений. Допускаемая вероятность ошибки первого рода обо
значается через (а) и называется уровнем значимости. Значение (а) обыч
но мало, но уменьшение вероятности ошибки первого рода вызывает увели
чение вероятности ошибки второго рода ф).

Статистика выбирается так, чтобы вероятности (а) и ф) были бы 
минимальными. Для определения критической области статистики ис
пользуется уровень значимости (а) и учитывается вид альтернативной 
гипотезы (Н |). Основная гипотеза (Н0) о значении неизвестного парамет
ра (0) распределения выглядит так

НО:0  = 0 О. (1.68)
Альтернативная гипотеза (Н,) может, при этом, иметь следующий вид

Но: 0 < © о, Но: 0 > 0 о или НО: 0 * 0 О. (1.69)
Соответственно, можно получить левостороннюю, правостороннюю или 
двустороннюю критические области. Граничные точки критических об
ластей определяются по таблицам распределения статистики.
Проверка статистической гипотезы сосгоит из следующих этапов:
1) определение гипотез (На) и (НД; 2) выбор статистики и задание уров
ня значимости (а); 3) определение (по таблицам) критической области по 
уровню значимости (а) и по альтернативной гипотезе (НД; 4) вычисление 
по выборке значения статистики; 5) сравнение значения статистики с 
критической областью; б) принятие решения: если значение статистики 
не входит в критическую область, то принимается гипотеза (НД и от
вергается гипотеза (НД; если значение статистики входит в критиче
скую область, то отвергается гипотеза (Н„) и принимается гипотеза 
( Н Д .

Итак, если в результате проверки статистической гипотезы приняли 
гипотезу (Н|), то можно считать ее доказанной; если приняли гипотезу 
(Н0), то признали, что она не противоречит результатам наблюдений.
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Проверка нескольких статистических гипотез:
а) гипотеза о среднем значении нормального распределения при известном (а)
П редполож им , что генеральная сов ок уп н ость  им еет норм ал ьное р а сп р е
деление x e N (p ,a ) ,  гд е  ст - и зв естн о . П ри ур овн е знач им ости  (а ) нуж н о  

проверить гип отезу  (Н 0 : р  =  р0). В качестве альтернативной м о ж н о  и с
пользовать о д н у  из сл едую щ и х ги п отез Н ] : р  < р0, Н | : р  > р 0 или  
И , : р  * р0. В качестве статистики восп ользуем ся  случайной величиной

Х ~ Ц ^  г -

Z  = --------Я- S ,  (1 .70)
a

которая при истинной ги п отезе  (Н 0) им еет н орм ал ьн ое распредел ение  
Z e N  (0 ,1). Критическая об л а сть  определяется  с  пом ощ ью  таблицы  ф унк
ции распределения (П р и л ож ен и е, т а б л и ц а  П .5 ). Если альтернативная ги
потеза имеет вид ( Н | : р  < р0), т о  используется левосторонняя критическая область (рисунок 1.7), к оторая  удовл етворя ет  следую щ ем у условию

p (z  с  - z a ) =  <t>(-za )  =  a .  (1 .71 )

Таблицы  составлены  тольк о для пол ож ител ьны х значений аргум ента, п о 
этом у из табли ц  находится  (za), с  учетом  т о г о , что

Ф (га ) =  1 - а .  (1 .72)

О тсю да следует, что критическая обл асть  - эт о  м нож ество таких (z), для
которы х

z < - z a . (1 .73)
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Если альтернативная гипотеза имеет вид (Н | : ц > ц0), т о  используется правосторонняя критическая область (р и сун ок  1.8), к отор ая  удовлетворя
ет усл ови ю

P ( z > z a )  =  a .  (1 .74)

И з П р и л ож ен и й  Т а б л и ц а  П .5 ) п ол учается  знач ение, с  учетом  т о го , что
* P ( z < z a ) =  0 ( z a ) =  l - a .  (1 .75)

О т сю д а  находится  критическая обл асть
z > z a . (1 .76)

И након ец , при альтернативной гипотезе (Н , : ц *  ц0), используется двусторонняя критическая область (р и сун ок  1.9), удовлетворяю щ ая условию
P (jz |> z a ) =  a .  (1 .77)

Р исунок  1.9 Д в у сто р о н н я я  критическая обл асть .

У читы вая результаты  оп р едел ен и я  а б со л ю т н о й  величины , находится
P ( z < z a ) =  P ( z > z a ) =  a / l  (1 .78)

П о  ф ор м ул ам  (1 .74 ) и (1 .75 ) п ол учается  усл ови е использован ия таблицы
Ф (га ) =  1 - а / 2 .  (1 .79)

Т аким  о б р а зо м , критическая о б л а сть  им еет ви д
N > V  (1.80)

Д ля вы числения значения статистики  с п ом ощ ь ю  ф орм улы  (1 .70) нуж но  
по вы борк е найти ср ед н ее  ар и ф м ети ч еск ое (х);

б) гипотеза о среднем значении
нормального распределения при неизвестном (а)

П р едп ол ож ен и я  те ж е, ч то  и в п реды дущ ем  пункте, но тольк о (а ) н еиз
вестно. В эт о м  случае, в качестве статистики  используется случайная
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величина

t = (1.81)

которая, если верна гипотеза (Н0), имеет t-распределение Стьюдента с 
числом степеней свободы (п-1), где п - объем выборки. Критические об
ласти определяются так же, как и в предыдущем пункте, но использова
ние таблицы t-распределения Стьюдента проще, так как она составлена 
именно для этих целей. При нахождении левосторонней или правосто
ронней критических областей используется верхняя головка таблицы, а 
для двусторонней - нижняя. Перед вычислением по формуле (1.81) значе
ния статистики, нужно по выборке вычислить (х) и (S);
в) гипотеза о дисперсии нормального распределения
Предположим, что генеральная совокупность имеет нормальное распре
деление - xeN(p,o), где параметр (а) неизвестен. Требуется при уровне 
значимости (а) проверить гипотезу (Н0 : о 2 = о02). В качестве статистики 
используется случайная величина

у  г _ (п -  ОЛ 7
s2 (1.82)

Если гипотеза (Н0) верна, то случайная величина (х2) имеет х2-распреде- 
ление Пирсона с числом степеней свободы (п-1). Критическая область 
определяется в зависимости от альтернативной гипотезы (Н|) по Прило
жению (таблица П.З) для х2-распределения. Если альтернативная гипоте
за имеет вид (Н |:о2< а02), то используется левосторонняя критическая об
ласть, удовлетворяющая условие

Р(Х2 < О  = а. (1.83)
Таблица х2-распределения составлена в соответствии с противополож
ным условием. Затем, для нахождения из таблицы (х„), используется ус
ловие

Р(Х2 >ха) = 1 -а . (1.84)
При альтернативной гипотезе (Н| : о 2 > о02) находится правосторонняя 
критическая область, исходя из условия

P ( X 2 > x J  =  a ,  ( 1 . 8 5 )

по которому (Хо) можно найти непосредственно из таблицы.
При альтернативной гипотезе ( Н , : о 2 5* <т02) находится двусторонняя
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критическая область согласно условию
Р((Х2 < ха ) u  (Х2 < ха)) = а. (1.86)

Обычно принимается симметричная по вероятности критическая об
ласть, удовлетворяющая условие

Р((Х2<х0) = Р(х2г х ”а»  = а / 1  (1.87)
При этом, можно’ сразу из таблицы найти (ха ''), а для получения (ха ’) 
следует сделать преобразование

Р(Х2 > ха ) = 1 — а  / 2. (1.88)
По выборке нужно вычислить несмещенную оценку дисперсии генераль
ной совокупности (S2), а затем по формуле (1.82) - найти значение стати
стики (х2);
г) гипотеза о равенстве двух средних значений
Предположим, что заданы две генеральные совокупности с нормальным 
распределением - X |eN (p.|,ct), X2eN (p2.a 2). при этом, стандартные от
клонения (о,) и (а2), неизвестны, но должны быть равными. Сначала 
нужно проверить гипотезу о равенстве дисперсий. Из обеих генеральных 
совокупностей сделаны независимые выборки с параметрами - (nbxi, Si); 
(n2, Х2, s г), соответственно. Обозначим разность средних через (6=р1-р2). 
Зафиксировав уровень значимости (а), проверим гипотезу (Н0:5=50), ис
пользуя статистику

XI -  X2 -  50 (1.89)
(n, — l)Si +(n2 -1)S2- + ̂  1 + 

у п, + п2 -  2 л, п2

Если гипотеза (Н0) верна, то случайная величина имеет t-распределение с 
числом степеней свободы (п, + п2 - 2). Обычно, (60 = 0), т.е. проверяется 
гипотеза о равенстве средних значений генеральных совокупностей. Кри
тическая область определяется, в зависимости от вида альтернативной 
гипотезы Н0(5 < 80, 5 > 50 или 5 * 50), по Приложению (таблица П.2 для 
t-распределения);
д) гипотеза о равенстве двух дисперсий
Предположим, как и в предыдущем пункте, что заданы две генеральные 
совокупности (Х|) и (Х 2) с нормальным распределением - X|eN(p.|,0 |) и 
X2eN (p2,a2). Из этих генеральных_совокупностей образованы независи
мые выборки с параметрами - (n,, xi, Si) и (х2, s 2), соответственно. Требу
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ется при уровне значимости (а) проверить гипотезу (H0:cf = <т2) при аль
тернативной гипотезе (H0:of > 03)- Обычно, здесь другие альтернатив
ные гипотезы не используются. Предполагая, что (S? > S i), принимаем в 
качестве статистики величину

о 2
F = ^ .  (1.90)

S2
Если гипотеза (Н0) верна, то случайная величина (F) имеет F-распреде- 
ление Фишера с числом степеней свободы (пг 1) и (п2-1). Критическая об
ласть только правосторонняя; определяется условием

P(F > fa ) = a. (1.91)
Величины (У  находятся из Приложений для F-распределения (таблицы 
П.4.1 - П.4.2), которые зависят от трех величин: уровня значимости (а) и 
степеней свободы (v() и (v j, поэтому, таблицы составлены отдельно для 
каждого значения (а). В таблицах число степеней свободы большей дис
персии (V|) находится в верхней их части;
е) у}-критерий согласия
Рассмотрим, как можно проверить гипотезу о распределении генераль
ной совокупности (X). Пусть генеральная совокупность имеет какое-то 
неизвестное распределение. Сделаем выборку из генеральной совокупно
сти. На основании выборки или, учитывая какие-то другие соображения, 
составим гипотезу о конкретном распределении генеральной совокупности, 
выраженной через функцию распределения - F(x). Это распределение явля
ется теоретическим. По выборке можно найти эмпирическую функцию 
распределения - F*(x). Гипотеза (Н0) о распределении генеральной сово
купности принимается тогда, когда эмпирическое распределение хорошо 
согласуется с теоретическим. Полного совпадения, конечно, ожидать не 
стоит. При использовании х2-критерия согласия вся область изменения 
генеральной совокупности (X) делится на к - интервал®^, которые могут 
быть различной длины. По выборке составляется вариационный ряд по 
этим же интервалам. Если в некотором интервале частота (п,) слишком 
мала (меньше 5), то этот интервал объединяется с соседним интервалом. 
При дискретной генеральной совокупности интервал может содержать 
только одно значение генеральной совокупности. По выборке вычисля
ются оценки параметров теоретического распределения. Тем самым, тео
ретическое распределение будет полностью определено. Теперь по теоре
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тическому распределению вычисляются вероятности (р;) того, что слу
чайная величина (х) принимает значение из і-го интервала, при этом,
к
XPi = 1. Затем, находятся теоретические частоты (т;=П; pj). Гипотеза (Н0)

верна, если теоретические и эмпирические частоты (rrij) и (щ) достаточно 
мало отличаются друг от друга. Для проверки гипотезы (Н0) использует
ся следующая статистика

Случайная величина (Q2) имеет х2-распределсние с числом степеней сво
боды (k-v-І), где к - количество интервалов, v - количество параметров 
теоретического распределения, оценки которых вычисляются по выбор
ке. Чем больше (Q2), тем хуже согласованы теоретическое и эмпирическое 
распределения. При достаточно большом значении (Q2) нужно отверг
нуть гипотезу (Н0). Поэтому, используется только правосторонняя кри
тическая область;
ж) отсев грубых погрешностей
Предложим для практического использования наиболее простые методы 
отсева грубых погрешностей. Если в распоряжении экспериментатора 
имеется выборка небольшого объема (п<25), то можно воспользоваться 
методом вычисления максимального отклонения

где х,.тах(га(П) - крайний (наибольший или наименьший) элемент выборки, 
по которой подсчитывались (х) и (S); Т|.Р - табличное значение статисти
ки (т), вычисленной при доверительной вероятности (q=l-P). Таким об
разом, для выделения аномального значения вычисляется

Если неравенство соблюдается, то результат наблюдения не отсеивается, 
если не соблюдается, - он исключается. После исключения того или иного 
результата наблюдения (нескольких результатов), характеристики эмпи-

і=і

(1.92)
i=i m

т/(п — 1) / п - S
(1.93)

(1.94)

которое, затем, сравнивается с табличным значением (t|_p)
(195)
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рического распределения должны быть пересчитаны по данным сокра
щенной выборки. Квантили распределения статистики (t), при уровнях 
значимости - Р=0,10; Р=0,05; Р=0,01, или, соответственно доверительной 
вероятности (l-P)=q=0,90; 0,95; 0,975; 0,99 даны в Приложении (таблица 
П.2). На практике обычно используется уровень значимости- Р=0,05 (с 
95%-ной доверительной вероятностью). Проверку отсева можно повто
рить и для следующего по абсолютной величине максимального относи
тельного отклонения, но предварительно необходимо пересчитать (х) и 
(S) для выборки нового объема (n-І). Рассмотрим другой метод отсева 
грубых погрешностей для малой выборки. В этом случае, вычисляется

т' = 1Х; т“х(- - - ) ~ ^  , (1.96)
V(n - 1) / n S

и полученный результат сравнивается с критическим табличным значе
нием (Приложение, таблица П.2) при следующих (п) и (1-Р). Отсев гру
бых погрешностей для больших выборок лучше всего производить с ис
пользованием t-распределения Стьюдента. Известно, что критическое 
значение "тР" (р-процентная точка нормированного выборочного откло
нения) выражается через (tp; п_2) - критическое значение распределения 
Стьюдента (t - распределение. Приложение, таблица П.2)

1(р,п) :
*(р;п-2)^П ~  1 (1.97)

з /п -2  + (1(р:п_2>)2

Рекомендуемый метод отсева грубых погрешностей удобен еще гем, что 
максимальные относительные отклонения в процессе вычисления могут
быть разделены на группы: 1) T<T(5o/„;n); 2) T(5°/o;n)<T<T(o,i%;n);
3) T>T(oj%;n). Результаты наблюдений, попавшие в первую группу, 
нельзя отсеивать ни в коем случае, из второй группы - можно отсеять, ес
ли в пользу этой процедуры имеются еще и другие соображения экспери
ментатора, из третей группы, по-видимому, результаты^ртссиваются все
гда.

Проиллюстрируем проверку статистических гипотез на примере вы
борки атмосферных осадков Беларуси:

а) проверим выборку из таблицы 1.1 на наличие в средних многолетних годовых 
величинах атмосферных осадков Беларуси грубых погрешностей
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Применяем следующую процедуру отсева грубых погрешностей измерения атмосфер
ных осадков для больших выборок:
1) из таблицы 1.1 выбираем результат наблюдения, имеющий наибольшее отклонение, - 
841-732,2=109,2 мм;
2) по формуле (1.94^ вычисляем-з=\Хрт ах(т1п) - x \ /S  =\(841-732,2)\/49,7=2,20:
3) по Приложению ^таблица П.2) находим процентные точки t-распределения Стью- 
дента (tpH.,) • 1У,.„=1,6615: tontn=3,1750;
4) по формуле (1.97) вычисляем соответствующие точки х и ха п :

1,6615^100- 1 
( ’ ’ v  100 -  2 + ( 1,6615У 

3,1750J 100-1  
(  ’ ф 0 0 -2 + (3 ,1 7 5 0 ):

Значение с =2,20 находится между табличными критическими значениями: 
1,647<2,20<3,039.

В этом случае, от отсева, выделяющегося наблюдения, лучше всего воздержаться; 
б) проверим гипотезу нормального распределения на выборке средних многолетних 

годовых величин атмосферных осадков Беларуси (таблица 1.1)
Рассмотрим пять основных методик проверки гипотезы нормальности распределения: 
по среднему абсолютному отклонению (САО), по размаху варьирования (Rv), по пока
зателям асимметрии и эксцесса, по %" -критерию и по критерию Колмогорова- 
Смирнова (К  - С - критерию).

Методика проверки нормальности распределения по показателям асимметрии и 
эксцесса хорошо иллюстрирует использование моментов, а также удобна при проведе
нии расчетов на ЭВМ. Проверка по К-С - критерию проводится только в отдельных 
случаях. Для практического применения рекомендуются, в основном, две методики: по 
размаху варьирования и по X ‘ -критерию, причем, первая служит для быстрой 
"прикидочной “ проверки, а вторая - для основательной проверки нормальности распреде
ления.

Для небольших выборок (п<120) можно использовать среднее абсолютное откло
нение (САО), выражаемое формулой

CAO='Z\xl - х | / п  . (1.98)

Для выборки, имеющей приближенно нормальный закон распределения , должно 
быть справедливо выражение

\САO / S -  0,7979\ < 0,4\[п . (1.99)
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При соотношении, 141.0 /  49,7 -  07979\ < 0,4^100, гипотеза нормальности распределения 
выборки данных, приведенных в таблице 1.1, принимается.

Быструю проверку гипотезы нормальности распределения можно выполнить с 
помощью размаха варьирования R\> (при 3<п<100). При этом, рассчитывается отноше
ние R / S  и сопоставляется с его критическими верхними и нижними границами. Если 
R /  S меньше нижней или больше верхней границы, то нормального распределения нет. 
Особенно важно , чтобы это условие соблюдалось при Р-0,10 (10%-ный уровень значи
мости). В пашем случае. R /  S  = 217 /  497  = 4,37. При п=10й и р=0,10, нижняя и верх
няя границы, соответственно, равны 4,44 и 5,65, т е. условие не вьтолняется и, следо
вательно, с вероятностью Р-90% можем отвергнуть гипотезу о нормальности рас
пределения.

Некоторое представление о близости эмпирического распределения к нормальному 
дает анализ показателей асимметрии и эксцесса.
Показатель асимметрии можно определить по формуле

8i = ти
-15068,6 Л----- ~тг = -0,12*0
2446,6'•

следовательно, некс.порая асимметрия имеет место.
В качестве показателя эксцесса принимается величина

т4 15007490
m l 2446,62

-0,49 * 0;

( 1.100)

( 1. 101)

как видно, эксцесс также имеет место.
Несмещенные оценки для показателей асимметрии и эксцесса определяются с использо
ванием соответствующих формул:

п  limvinn _ л
( 1. 102)

п - г  ю и - г
(п-1)G, = -

п - 2  

-((п+ I)g,+6) =

1 00 -2
100-1

(-0.12)=-0.122 ;

((100+1) (-0,49) +6) = -0,453 ■ (1.103)
( п - 2 ) ( п - 3 ) " " '  ‘ (1 0 0 -2)(100- 3)'

При проверке гипотезы нормальности распределеішя следует также вычислить средне
квадратические отклонения для показателей асимметрии и эксцесса :

6-100(100-1) I
■ = 0,24: *-S,.. =

6 ■ Ып
(п- 2) (п

п -1 )
+ 1)(п+ 3) I (100 -  2)(100+1)(100 + 3)

s> 4
24 ■ п(п -  1)'

j( n -3 ) (n -2 ) (n  + 3)(n 

Если выполняются условия:

+ 5) I
24-100(100-1)'

(100 -  3)(100 -  2) (100 + 3)(100 + 5) = 0,48 ■

|g, M v

(1.104)

(1.105)

(1.106) 

(1.107)
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то гипотеза нормальности исследуемого распределения может быть принята.
В нашем случае. |-  0.1221 < 3 ■ 0,24 и |-  0,45\ < 5 ■ 0,48. следовательно, условия

(1.106) - (1.107) выполняются и гипотеза нормальности распределения может быть 
пршшта.

2
Рассмотрим методику проверки гипотезы нормальности распределения по % -  кри

терию. Применений критерия (%2) предполагает также использование свойств, так 

называемого, стандартного нормального распределения. Уравнение кривой стандартно
го нормального распределения имеет вид

1 2“ 22
у  = f ( z )  -  * ° ’4ехр(~~^> ■ ( ,10S)

где 2 = (X/, -  lx) /  а . Значения ординат кривой стандартного нормального распределения 
протабулированы и приведены в Приложении (таблица П.6). Расчеты выполняются в 
табличной форме с использованием данных таблицы 1.3. Методика (см. формулу 1.92) 
и результаты расчетов значений ( х 2) нашли свое отражеше в таблице 1.4 и ниже по

тексту

х  = I  п . х . / п  = 72760/  100 = 727,61; 
1=1 1 1
ІЕп ^; -Zfn,  

: V п -1
I,х ,) ! / п  /S3169096 -  727602 /  100

Т 100-1
= 48,1,

-  100-30
к'= п Ь / S  = = 62,4 ;48,1
Ь - размер класса.
Из таблицы 1.4 видно, что критерий %‘ = 3,857. Число степеней свободы 

v = пы -  1 -  2 = 6 -  1 -  2 = 3, так как оценивается два параметра: х  и S  (па - число

классов интервалов).
По Приложению (таблица П.З) находим значение - х 2 пмщ-Ь,251-
Таким образом, гипотеза о том, что наблюдаемые частоты распределены нор

мально, принимается на 10%-ном уровне.
Данные таблицы 1.4 можно использовать и для проверки гипотезы нормальноспш 

распределения с помощью критерия согласия Колмогорова-Смирнова (К  - С - критерия), 
для этого вычисляется

п (1.109)

где F.. -  накопленная наблюдаемая частота: F„,. - накопленная ожидаемая частота.п, П1,

5 4
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Таблица 1.4 Результаты вычисления ( х 2 )

№
класса

Середина
интервалов

(X,)

Частоты
( * )

xf п,х. ntx; Xj-X

1 2 3 4 5 6 7
1 625 4 390625 2500 1562500 -102,6
2 655 9 429025 5895 3861225 -72,6
3 685 15 469225 10275 7038375 -42,6
4 715 21 511225 15015 10735725 -12,6
5 745 26 555025 19370 14430650 17,4
6 775 16 600625 12400 9610000 47,4
7 805 7 648025 5635 4536175 77,4
8 835 2 697225 1670 1394450 107,4

г  loo 72760 53169096

-> Продолжение таблицы 1.4

S
Ординаты

№

}<г)к' т, п,-т, (п,-т,)- (я - т,У 
щ

8 9 10 и 12 13 14

2,133 0,0413 2,577
1,509 0,1276 7,962 10,539 2,461 6,057 0,575
0,886 0,2685 16,754 16,754 -1,754 3,077 0,184

0.262 0,3857 24,068 24,068 -3,068 9,413 0,391
0,362 0,3739 23.331 23,331 2,669 7,124 2,669

0,985 0,2444 15,251 15,251 0,749 0,561 0,037
1,609 0,1092 6.814 8,886 0,114 0,013 0,001

2.233 0,0332 2,072
I  3,857

Результаты вычисления К  - С - критерия приведены в таблице 1.5. Величины (п,) и 
(т:) получены накоплением их частот. Затем, выбрано максимальное значение Fn. ~Рщ

и по нему определен критерий согласия Колмогорова-Смирнова ( б ). Полученное значе
ние сравнивается с критическим, взятый из Приложения (таблица П.9) ( 6<DT). В 
нашем случае, Dll00, т =0,121>0,025= 6, т е. можно сделать тот же вывод, что и вы-
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ше: гипотеза нормального распределения на достаточно "жестком" 10%-ном уровне 
принимается.

Таким образом, четыре теста из пяти не отвергают гипотезу нормального рас
пределения, следовательно, можно сделать заключение, что вариационный ряд годовых 
атмосферных осадков (таблица 1.1) подчиняется нормальному закону распределения 
вероятностей.

Таблица 1.5 Результаты вычисления К  - С - критерия

п, 4 9 15 21 26 16 7 2
Ш; 2,577 7,962 16,754 24,068 23,331 15,251 6,814 2,072

4 13 28 49 75 91 98 100

F«, 2.577 10,539 27,293 51,361 74,692 89,943 96,757 98,829

Р* Г Рт\ 1,423 2,461 0,707 2,361 0,308 1,057 1,243 1,171

С) =2.461/100=0,025.
Как известно, территория Беларуси находится на водоразделе Балтийского и 

Черного морей. Рассмотрим различимы ли средние величины годовых атмосферных 
осадков для различных частей территории Беларуси, при уровне значимости а =0,05. 
Рассчитав среднюю величину осадков и дисперсию для различных склонов, соответст
венно, имеем: х  =741,1 мм: S  ,2 =1272,1; п,=39и х ь = 737,5 мм: S c  = 1940,7; п=30.

Сначала проверим гипотезу о равенстве дисперсии , т.е. ,2 =<т 62, при 
Н о  , 2>iз б2. Статистика F (формула 1.90) имеет F-распределение с числом степеней 
свободы (п,-1) и (п(-1). Найдем правостороннюю критическую область, согласно усло
вию (1.91), по Приложению (таблица П.4.1): при F-распределении имеем 

Р ( F>fJ =0,05 ;f= l, 85; F>1,85.

По формуле (1.90) вычислим значение статистики 

1272,1 '
Это значение не принадлежит критической области, поэтому, нет оснований от

вергать гипотезу (Н ^а  ы2 =<з 62 ), т.е. можно считать дисперсии генеральных сово
купностей равными.

Проверим гипотезу о равенстве средних значений генеральных совокупностей ,
т.е. Н,уЬ =0, при Н ,:8 <0.

Статистика “t ” (формула 1.89) имеет t-распределение с числом степеней свободы 
(п,+п6-2). По альтернативной гипотезе (Н ,), используя условие (P(t<ta )=0.05) и таб
лицу t-распределения, найдем левостороннюю критическую область ta  -  - 1,67; t < - 1,67.
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По формуле ( 1.89) вычислим значение статистики 
737,5-741,1

(30-1)-1940,7 + (39-
3 0 + 3 9 -2

1)-1272,1 1
---------- -(-Щ +

1 0,37.

30 39 )

Полученное значение не принадлежит критической области, поэтому оснований 
отвергать гипотезу (Н у8 -0 ) нет, т.е. считаем средние значения генеральных сово
купностей равными.

При уровне значимости (а  = 0,05) проверим гипотезу о среднем значении
(Н0:ц-750), при (Н,:\з<750) (таблица 1.2).

Статистика "t" (формула 1.81) имеет t-распределение с числом степеней свобо- 
Оы- (п-1=100 - 1=99). При альтернативной гипотезе (И ,), найдем левостороннюю кри
тическую область по условию (P (t< ta )=0,05).

Из Приложения (таблица П.2, t-распределение Стыодента) получаем 
t*.«.os = 602-

Значение статистики вычислим по формуле (1.81);
732,2 -  750 л—

' — ё у - 4 Ш . -3J .

Значение статистики принадлежит критической области. Следовательно, отвер
гаем гипотезу (Н0) и принимаем альтернативную гипотезу (Н,:ц<750).

При уровне значимости (а  = 0,05), проверим гипотезу о дисперсии, те. 
!Н,;о2=2450), при (Н:<+2>2450).

Статистика "у,2 " (формула 1.82) имеет у 2 - распределение с числом степеней 
свободы (п-1=Ю0-1=99). По альтернативной гипотезе (Н,) найдем правостороннюю 
критическую область, используя условие (1.85) и таблицу у 2-распределения Пирсона. 
При этом имеем: Р( у 2>ха /-0 ,05;уа-123,3; у 2 >123,3.

По формуле (1.82) вычислим значение статистики:
(100-1)-2471,3 

1 2450 ’ '
Это значение принадлежит критической области, поэтому гипотеза (11,,:(+ 2 — 2450 ) 

не будет отвергнута.

Рассмотрим несколько примеров вычисления статистЛеских 
параметров:

а) при определении содержания фосфора в растительном материале получены 
следующие результаты (в г Р ,05на 100 г сухого вещества): 0,56: 0,53; 0,49; 0,57; 0,48.
Необходимо вычислить (X ), ( s j  - 95%-ные и 99%-ные доверительные интервалы для 
среднего значения совокупности.
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Решение
Целесообразно исходные данные преобразовать по соотношению Х ,= ХК А  =Х-100-50, 
т. е. умножить каждое значение (X ) на 100, а затем отнять условную среднюю - 
.4=50. В итоге, получим ряд однозначных цифр, удобных для вычисления статистиче
ских показателей. При наличии вычислительной машины, расчеты можно вести без по
добного преобразования. В таблице 1.6 представлено три способа вычисления суммы 
квадратов отклонщуй, и легко убедиться в рациональности преобразования исходных 
дат. При вычислении статистических характеристик записи рекомендуется вести в 
такой последовательности:

-  ZxX = --- '
п

2,63 = 0,526г;

г  = 1 (х  = 0,0016;
п - 1 5 - 1

s = V 7  = Ж д016 = 0,04 г; V = 1-100 = -¾ ¾  100= 7,60 %;
х 0,526

S-X
0,0016

5
= 0,018 г;

s О 01R
s-% = -1-100= . 100 = 3,42 (отн.) %;
* х  0,526

х  ± t05s- = 0,526 ± 2,776 ■ 0,018 = 0,526 ± 0,050(0,48...0,58) г; 

х  ± t0Js-x = 0,526 ± 4,604 ■ 0,018 = 0,526 ± 0,083(0,44...0,61) г.

Теоретические значения ( 1 ) берутся из Приложения (таблица П.2) для 5%-ного и 1%г 
кого уровня значимости при степенях свободы (п-1=5-1=4).

Итак, средняя изучаемой совокупности с 95%-ным уровнем вероятности нахо
дится в интервале 0,48...0,58 и с 99%-ным уровнем - в интервале 0,44...0,61 граммов Р ,05 
на 100 граммов сухого вещества. Вероятность ошибочного заключения, в первом случае, 
составляет 5%, во втором, - 1%. Абсолютная ошибка средней Sj = 0,018 граммов и 
относительная ошибка = 3,42%;коэффициент вариации У=7,6% характеризует в 
данном примере, ошибку параллельных анализов;
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Таблица 1.6 Способы вычисления средней арифметической суммы квадратов 
отклонений

X
От истинной 
средней ( х  )

По ис
ходным 
датам

т

По преобразованным датам (X,)

Х,=Х-А
(А =0,50)

Х,=ХК-А
(К=100;А=50)

Х-х (X -x f X2 х , х г X, х 2

1 2 3 4 5 6 7 8
0,56 0,034 0,001156 0,3136 0,06 0,0036 6 36

0,53 0,004 0,000016 0,2809 0,03 0,0009 3 9

0,49 0,036 0,001296 0,2401 -0,01 0,0001 - 1 1

0,57 0,044 0,001936 0,3249 0.07 0,0049 7 49

0,48 0,046 0,002116 0,2304 - 0,02 0,0004 -2 4

IX = 2/53 l(x - л)- 0 х(х
= 000652

ХХ2=
=1,3899

XX,= 
=0,13

XX,2= 
=0,0099

х х , = і з XX(=99

Средняя
Гг.)

1 -Х ,  2 63 ,  0 .5 26 и 5 Л ♦ - Л 1 = 0,5 0 ♦
- (50 ♦ tj .̂/OO .  0.526

Сумма
квадратов

(X-~xf

0,00652 I.V - - (I.V )‘ я = 1,3999 - 
- (2,63)’:5 , 0.00652

гх; (іх.у. п - о/хт- 
- (p.l3f:5 = 000652

[и-; - (I V,) . .]* •’ - 
= [99 - ' *
= 0.00652

б) обследовано 113 полей озимой пшеницы на зараженность корневой гнилью 
(таблица 1.7). Существенно ли различие в пораженности пшеницы, высеянной по чис
тым и занятым парам '!

Решение
Согласно нулевой гипотезы (H J, вид пара не оказывает влияния на пораженность ози
мой пшеницы корневой гнилью и, следовательно, колебание соотношеішй сильно и слабо 
пораженных полей в каждой колонке таблицы 2*2 является случайным. На основании 
нулевой гипотезы, для камсдой клетки таблицы вычисляем, каковы должны быть ожи
даемые значения (F). Для вычисления ожидаемых частот общее число полей в каждой 
группе умножаем на ожидаемую долю слабо зараженных (58.4) или сильно зараженных
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(41,6) полей. Ожидаемая численность слабо зараженных полей чистого пара- 
F,=(42»58.4): 100-24,5 и сильно зараженных - F2—(42*41,6):100-17,5: в группе занятых 
паров ожидаемая численность слабо зараженных полей - F3=-(71*58,4):100-41,5 и силь
но зараженных • F4=(71*41,6 ):100=29,5. Эти числа, (ожидания) в таблице 1.7, заклю
чены в скобки. ПоЩе определения ожиданий, находим разности между фактическими и 
ожидаемыми частотами (таблица 1.8). Суммы всех разностей по колонкам и строч
кам равны нулю.

Таблица 1.7 Пораженность озимой пшеницы в связи с видами паров и вычисление 
ожидаемой численности полей (F) по таблице 2*2

Вид пара
Заражение Сумма Процент слабо 

зараженных полей

слабое сильное

Чистый 30(24,5) 12(17,5) 42(42) 71.4
Занятой 36(41,5) 35(29,5) 71(71) 50,7
С умма 66(66) 47(47) 113(113) 58,4

Таблица 1.8 Разности между фактическими и ожидаемыми численностями 
полей (f-F)

Вид пара Заражение Сумма
слабое сильное

Чистый 5,5 -5,5 0
Занятой -5,5

0
5,5
0

0
0

Далее,
' _  у  L L z J i l l  _  ( J A l l  . ( ~ 5  .5 ) 1 ( - 5 . 5 ) -  ( 5 . 5 ) -

г F ~ 24 . 5  1 7. 5 41.5 29 , 5
= 1,23 + 1,74 + 0 ,73  + 1.02 =  4, 72,  п р и ( с  -  1) ( k -  1) =  ( 2  -  1) ( 2 -  I )  -  / -

- степень свободы. Теоретическое значение - Xas -3.84 (по Приложению, таблица П.З).

Вывод
Наблюдается существенное увеличение зараженности посевов пшеницы при посеве ее по 
занятым парам(х\.«  > Х І>) и нулевая гипотеза о независимости заражения посевов от

вида пара отвергается. Использование критерия (х2) при работе с таблицами состава 
2*2 требует, чтобы ни одно из ожиданий не было меньше 5. Если теоретические числен
ности невелики, то, до того как вычислять (i f).  все разности (f-F) уменьшаются
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на 0,5, приближаясь к нулю. В нашем примере,
5 , 0 ! ( - 5 . 0 ) 2 ( - 5 . 0 ) 1 5 , 0 2

Х = 2 4 , 5  + 1 7 . 5  + 4 1 .5  + 2 9 , 5
3, 9 0 ;

в) в двух образцах почвы определено содержание гумуса в четырехкратной по
вторности и для каждого образца вычислена средняя ее ошибка (в %):
х I ±s- = 2,56 ± 0,08%; X; ± s- = 2,09 ±  0,07. Число степеней свободыX, х;
(v=nl+nI -2~4+4-2~6). В приложениях (таблица П.2) ему соответствует теоретиче
ское 1Ю=2,45 и 101=3,71'. Фактическое значеіте критерия существенности находим по 
соотношению

f х , - Х 2  2 3 6 -2 ,0 9  О-27 _ 2J5
J s l  + Jo,082 + 0,072 0,106

Сопоставляя фактическое значение (t) с теоретическим, приходим к выводу, что 
(Іфшт>Іо5<,оі)- Следовательно, разность существенна при 5%-ном уровне значимости. 
При более строгом подходе к оценке результатов, т. е. при 1%-ном уровне, разность не
существенна, образцы почвы по содержанию гумуса относятся к одной совокупности и 
другие выборки могут иметь одинаковые значения этого показателя;

г) при просмотре 500 растений льна было обнаружено 50 растеши, пораженных 
фузариозом. Определить 95%-ные и 99%-ные доверительные интервалы для генеральной 
доли пораженных растений в совокупности.

Решение
Исходные данные при альтернативной (двояковозможной) изменчивости распределяем 
по двум группам. Первая группа - растения, имеющие признак; в нашем примере -  пора
женные растения (п,-50), и вторая группа -  растения, у  которых этот признак от
сутствует, т. е. здоровые растения (п2-Ы -п, =500-50-450).

Вычисления свободных характеристик выборки ведутся в такой последовательно
сти:
1) доля пораженных (р) и здоровых (q) растений -

Р  = ^  = ~ ) -0 .1 0 (и ш 1 0 % );  

ч = 1 - р =  1-0,10 = 0,90 (или 90%);

2) стандартное отклонение доли -
* = -Jpg = j0.10-0.90 = 0,30 (или 30%); *

* Примечание. Индексами при букве (t) записаны показатели уровня значимости: 5%-ный и 

1% - ный (соответственно, 05; 01).
61



Предварительная обработка экспериментальных данных

3) коэффициент вариации (при к -2; s ^ - 0 ,5 0 )  ■

V„ = - ^ - - 1 0 0  = 100 = 60.0 %;
Р W  0,50

4) ошибка выборочной доли -

5) доверительный (95%-ный) интервал генеральной доли пораженных фузариозом рас
тений в совокупности (t^-1,96, при Ы-1-500-1-499), p±tossp=0,10±1,96-0.013—0,10±0,025 
(0,075...0,125 или 7,5...12,5%).

Таким образом, генеральная доля растений, пораженных фузариозом в изучаемой 
совокупности с 95%-ньш уровнем вероятности, составляет 7,5...12,5%. ошибка репре
зентативности - sp=l,3%, коэффициент вариации - 60,0%.
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2 ТЕОРИЯ КОРРЕЛЯЦИИ И ПРАКТИЧЕСКОЕ 
ПРИМЕНЕНИЕ КОРРЕЛЯЦИОННОГО АНАЛИЗА

В эколого-мелиоративных и гидрометеорологических исследованиях 
редко приходится иметь дело с точными (функциональными) связями, ко
гда каждому значению одной величины соответствует строго определен
ное значение другой величины. Здесь чаще встречаются такие соотноше
ния между переменными, когда каждому значению признака (х) соответ
ствует не одно, а множество возможных значений признака (у), т.е. их 
распределение. Такие связи, обнаруживаемые лишь при массовом изуче
нии признаков, в отличие от функциональных, называются стохастиче
скими (вероятностными) или корреляционными.

Математический анализ связей, существующих между случайными ве
личинами (х) и Су), составляет содержание корреляционного анализа. Кор
реляционный анализ сводится, прежде всего, к измерению степени тес
ноты сопряженности между варьирующимися признаками, в качестве 
показателя которой наибольшее распространение получил линейный ко
эффициент коррекции (г). Корреляционный анализ включает в себя 
также определение формы и направления существующей между (х) и (у) свя
зи и др.

Однако, корреляцию не следует отождествлять с причинностью. Хо
тя необходимо иметь в виду, что доказательство математической связи 
должно опираться на реальную зависимость между явлениями, так как 
иногда можно установить несуществующие корреляции.

Например, минерализация воды понижается с севера на юг Беларуси, в этом же 
направлении понижается содержание питательных веществ в почве. Между рассмат
риваемыми показателями может быть получена положительная достоверная зависи
мость. Однако, степень минерализации воды не определяет оптимальное содержание 
питательных веществ в почвенном покрове. Иначе в ландшафтах пустынь плодородие 
было бы максимальный, так как здесь самая высокая минерализация вцры, а это проти
воречит истине. Поэтому, установление подобной связи при проведении теоретических 
исследований бессмысленно.

Любой показатель связи служит приближенной оценкой рассматри
ваемой зависимости и не является гарантией существования жесткой 
(функциональной) соподчиненности. Отсутствие жестких зависимостей 
способствует саморегуляции процессов и явлений в природе. Вскрытие

63



Теория корреляции и практическое применение корреляционного анализа

корреляции в географической Среде позволяет предвидеть и прогнозиро
вать закономерности развития природной Среды, в целом.

По форме корреляционная связь бывает линейной и нелинейной 
(криволинейной), по направлению - прямой и обратной, по величине - от 
О до +1, по количеству коррелируемых признаков - парной и множест
венной. \

Вообще, выделяется несколько видов парной корреляционной связи:
а) параллельно-соотносительная, или ассоциативная, когда оба при

знака изменяются сопряженно, частично под действием общих причин и 
следствий (приуроченность растительности и почв к определенным фор
мам рельефа в лесостепной ландшафтной зоне);

б) субпричинная, когда один фактор выступает как отдельная причи
на сопряженного изменения признака (связь урожайности озимых зерно
вых культур с динамикой почвенных влагозапасов в вегетационный пе
риод);

в) взаимоупреждающая, когда причина и следствие, находясь в ус
тойчивой взаимосвязи, последовательно влияют друг на друга 
(гидромелиорация и естественная увлажненность водосборов).

В теории корреляции принято выделять две основные задачи. Первая 
задача - установить форму корреляционной зависимости, или, как приня
то говорить в математической статистике, определить вид функции рег
рессии одной переменой (случайной) величины по другой. Вторая задача 
теории корреляции - оценить тесноту корреляционной зависимости.

2.1 Линейный коэффициент корреляции
Если зависимость между признаками указывает на линейную корре

ляцию, то обычно рассчитывают коэффициент корреляции (г), который 
позволяет, с одной стороны, оценить тесноту связи переменных величин, 
с другой, - выяснить: какая доля изменений признака обусловлена влия
нием основного фактора, какая - влиянием других факторов. При поло
жительной зависимости величина коэффициента корреляции изменяется 
от 0 до +1, при отрицательной - от 0 до -1. Если г=0, то связь между при
знаками отсутствует. Принято считать, что при г<0,5 корреляционная 
связь слабая, при г=0,5...0,7 - средняя, при г=0,7...0,99 - сильная.

Коэффициент корреляции приближенно характеризует тесноту связи 
между признаками. Поэтому, иногда при высоком значении коэффици-

64



Статистические методы в природопользовании

ента корреляции и небольшом объеме выборки связь между признаками 
может быть слабой. Мерой корреляционной связи является величина (dxy), 
получившая название коэффициента детерминации, который определяет
ся по формуле (dxy=r2).

Коэффициент детерминации указывает на долю взаимной связи меж
ду признаками. Например, если г=0,5, то dxy=0,25, т.е. 25% всех изменений 
одного признака связано с изменением другого. Отсюда следует, что, при 
г>0,70, истинная взаимообусловленность признаков составляет около

Одна и та же величина коэффициента корреляции будет по- 
разному определять достоверность зависимости признаков для малых и 

больших выборок. Например, при Р=0,95, для п=5, достоверны значения 
г>0,878, для п=20, - достоверной величиной будет г>0,44, для п=100 - дос
товерны значения r>0,196.

При работе с малыми выборками используется следующая формула 
для расчета коэффициента корреляции

в которой (X j-x), (у,-у) - отклонения значений индивидуальных вариант 
(х,; у,) от их средних значений (х; у).

Любой выборочный (эмпирический) коэффициент корреляции 
(гху=г), являясь величиной случайной, может оказаться отличным от нуля 
даже при независимом варьировании признаков (х) и (у). Отсюда возни
кает необходимость проверки надежности связи (гху), тем более, что (гху) 
рассматривается в качестве оценки неизвестного (истинного) генерально
го параметра (рху). При оценке достоверности вычисленного коэффици
ента корреляции (Гф) необходимо с помощью таблицы коэффициентов 
корреляции (Приложение, таблица П.8) сравнить его с табличным значе
нием (гт), а также установить достоверность коэффициента корреляции 
через t - критерий Стьюдента.

Если гф>гг, то влияние фактора на признак достоверно; наоборот, 
если гф<гт, то коэффициент корреляции недостоверен и влияние фактора 
на признак несущественно.

50%.

Ё ( х , - х ) ( у , - у )
г (2. 1)

6 5



Теория корреляции и практическое применение корреляционного анализа

При использовании t-критерия Стьюдента для доказательства досто
верности (г), вначале определяется стандартная (квадратическая) ошиб
ка коэффициента корреляции по формуле

стях. Значение коэффициента корреляции записывается с учетом его 
ошибки: (г±аг). Затем, проверяется нулевая гипотеза (Н0), применительно 
к оценке генерального (рху) по величине эмпирического коэффициента 
корреляции (гху), которая заключается в предположении, что между слу
чайными величинами (х) и (у) корреляция отсутствует, т.е. (Но:рху=0). 
Для проверки нулевой гипотезы используется t-критерий Стьюдента

Выборочная функция (t) при условии (Н0) удовлегворяет распределению 
Стьюдента с (ш=п-2) - степенями свободы. При уровне значимости (а) и 
(т )  - степенях свободы по таблице t-распределения Стьюдента можно 
найти значение предела (ta;m). При t>ta;m, гипотеза должна быть отверг
нута. Это значит, что выборочный коэффициент корреляции (гху) сущест
венно отличен от нуля. Тогда можно принять, что в генеральной сово
купности (рху*0), т.е. случайные величины (х) и (у) не являются независи
мыми. При t<ta;ra, гипотеза (Н0) не отвергается, отклонение (гху) от нуля - 
чисто случайного характера, tu;m - двусторонний критерий. В случае од
ностороннего критерия, при уровне значимости (а), вычисленное значе
ние t-критерия сравнивается с величиной (ta;m).

Для проверки надежности (г), вычисленных при достаточно больших 
п(п>40), можно воспользоваться рекомендациями В.И. Романовского

рассматривается как ошибка вычисления (г).
Этот критерий менее жесткий, чем предыдущий, но во многих случа

ях является достаточным.

где п - число сопряженных пар в сравниваемых выборочных совокупно-

г
(2.3)t =

где (2.5)

(2.4)

6 6



Статистические методы в природопользовании

В тех случаях, когда эмпирический коэффициент корреляции мал 
(| г | <0,5), возникает вопрос о том, не являются ли в действительности 
случайные величины некоррелированными, т.е. не объясняется ли нали
чие малого (г) случайными ошибками измерений (эксперимента). Факти
чески речь идет о проверке гипотезы (Но:рху=ро=0).

Если для эмпирического значения (г) произведение |г|• V п-1 окажет
ся больше некоторого критического значения (таблица 2.1), то с надеж
ностью (Р) можно утверждать, что (г) истинный (ро*0), т.е. гипотеза (Н0) 
отвергается.

По В.И. Романовскому, если |г|- -Уп-1 >3, можно считать (г) значи

мым и связь реальной. Если jr| • Vn — 1 <3, то (г) отличается от нуля с 
большой вероятностью лишь случайно.

Таблица 2.1 Критические значения jij-Vn-T

п Р=0,95 Р=0,99 Р=0,999 п Р=0,95 р=0,99 р=0,999
ю 1,89 2,29 2,62 25 1,94 2,47 3,03
i t 1,90 2,32 2 ,6 8 30 1,94 2,49 3,07
12 1,91 2,35 2,73 35 1,95 2,50 3,10
13 1,91 2,37 2,77 40 1,95 2,51 3,13
14 1,92 2,39 2,81 50 1,95 2,527 3,160
15 1,92 2,40 2,84 60 1,953 2,536 3,184
16 1,93 2,41 2,87 70 1,954 2,541 3,198
17 1,93 2,42 2,90 80 1,955 2,546 3,209
18 1,93 2,43 2,92 90 1,956 2,550 3,219
19 1,93 2,44 2,94 10 0 1,956 2,553 3,226
20 1,94 2,45 2,96 QO 1,960 2,576 3,291

Когда (п) достаточно велико и (г) не слишком близко к единице, рас
пределение выборочных коэффициентов корреляции стремится к нор
мальному закону с центром распределения, равным (г), и средним квад-

(  1 - г М
ратическим отклонением а ,  = - . При малом (п), когда |r|—> 1, рас-

V - J n - l J

пределение выборочных коэффициентов корреляции все более уклоняет
ся от нормального. Коэффициент корреляции, рассчитанный по выборке 
конечного объема (п), в среднем всегда меньше коэффициента корреля
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ции генеральной со в о к у п н о ст и , т .е . вы бороч ны е коэф ф ициенты  корреля
ции им ею т отр и ц ател ь н ое см ещ ение. Э т о  см ещ ение ум еньш ается с увели
чением (п).

Н ор м ал ь н ое р асп р ед ел ен и е в ы бор оч н ы х коэф ф ициентов корреляции  
п р и бл и зи тел ь н о^ охр ан я ется , к о г д а  зн ач ен и е (п) не слиш ком  мало, а  (г) - 
не слиш ком  вел ик о. В о  всех  остальны х случаях (при м алом  (п) и б о л ь 
ш ом  "г") р асп р едел ен и е в ы бор оч н ы х (г) асим м етрично.

Д ля коэф ф и ц и ен тов  коррел яции , полученны х по вы боркам  из р ас
пределения, от л и ч н о го  о т  н ор м а л ь н о го , зак он  распределения вы бор оч 
ных (г), в о о б щ е го в о р я , неизвестен  и, сл едовател ьно, оц енк а эм пириче
ск ого  к оэф ф ициен та к ор р ел я ц и и  затр удн ен а . П ри м алы х объ ем ах в ы бо
рок  (п < 5 0 ) и, о с о б е н н о  при  бол ьш и х (г), для оценк и сл уч ай н ого  р ассеи
вания вы бороч н ы х к оэф ф и ц и ен тов  корреляции  о б ы ч н о  используется  
п р ео б р а зо в а н и е Ф и ш ер а , о сн о в а н н о е , в св ою  очередь , н а  использовании  
специ альной  п ер ем ен н ой  (Z ), ф ун к ц и он альн о связанной с  (г) вы ражением

Z r = . І 1 п і ± І »  1 , 1 5 1 3 - . (2.6)
2 1-г  1-г

Величина (2 ,)  р а сп р ед ел ен а  асим птотически  н ор м ал ьн о  с дисперсией  

( °z r)

Л'зЬ <17)
и м атем атическим  о ж и д а н и ем  (Z r)

— 1 1 + р Р
Z r = - l n -------5- + ------- 5— . (2.8)

2 1 - р о  2 - (п — 1)

В еличина

U r = -Z-r ~ Zr (2.9)
° zП

п р и бл и ж ен н о у д о в л ет в о р я ет  н о р м и р о в а н н о м у  н ор м ал ьн ом у зак он у р а с
пределения. В силу о с н о в н о г о  свой ств а величины  (Z r), им еем

Р ( - х  ■ o Z( <  Z r -  Z , < х  ■ a z  )  =  2 • Ф (х) - 1 , (2 .10)

где Р - сим вол в ер оя тн ости  собы ти я, оп и сы в аем ого  содерж ан и ем  круглых 
скобок; Ф (х) - ф ункция н о р м и р о в а н н о г о  н ор м ал ь н ого  распределения

Ф (х) =  — |  e x p ( ^ i - )  • dt . (2 .11)
2 - y/Tt 2
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Задавая определенное (достаточно большое) значение разности 
(2 Ф(х)-1) в формуле (2.10), по таблицам нормированного нормального 
распределения, найдем (х), после чего можно найти границы доверитель
ного интервала неизвестного (р0).

Нередко возникает необходимость сравнения двух коэффициентов 
корреляции (г,) и (гД, полученных по выборкам (П|) и (пД - пар наблюде
ний одних и тех же признаков (х) и (у). Это достигается путем проверки 
нулевой гипотезы (Н0:р,=рД, которая гласит, что выборки взяты из двух 
совокупностей с одинаковыми коэффициентами корреляции. Для про
верки нулевой гипотезы может быть использовано преобразование Фи
шера. Для оценки существенности расхождения между выборочными ко
эффициентами корреляции (г,) и (гД, вычисляется отношение

z =  | z , - z 2| 
лМ , +°¾

где Z, и с | - определяются по формулам (2.6) и (2.7).

(2. 12)

Выбрав по таблице 2.2 пороговое значение (ZJ, соответствующее 
уровню значимости (а), сравним его с величиной (Z), найденной по фор
муле (2.12). Если |Z|<Za, делается вывод, что гипотеза (Н0) не отвергается 
и, следовательно, расхождение между (гД и (гД можно считать случай
ным. Это также значит, что в (100-а)% - случаях гипотеза (Н0) будет от
вергнута.

Таблица 2.2 Значения (Z J  для различных (а) при
двустороннем ограничении

a 0 ,0 0 1 0,027 0 ,0 1 0 0,0455 0,050
P=l-a 0,999 0,9973 0,990 0,9545 0,950

Zg____ 3,291 3,000 2,576 2 ,0 0 0 1,960

В таблице 2.2, наряду с (а), показаны также значения (Р=1-а) - стати
стической достоверности гипотезы (Н0). Разность (Д ^ Д  имеет также 
нормальное распределение с дисперсией

Ozrzĵ z,+<4, (2-1¾
и средней, равной нулю. Поэтому, вероятность (Р) определяется как

P(]Z, -  Z,|) > Z a 7 = 2 -  2 Ф(г), (2.14)
где Z - вычисляется по формуле (2.12); Ф(г)=Ф(х) - функция нормирован
ного распределения - по (2.14).
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При значительной вероятности (Р), расхождение между Z, и Z2, оп
ределяемое различием (г,) и ( r j ,  имеет случайный характер, а {г,) и (т2) 
несущественно отличаются друг от друга.

Важной особенностью применения Z-критерия Фишера является то, 
что в основу ракета коэффициентов корреляции (г,) и (Г2) должна быть 
положена одна и ¥а же группировка данных.

В качестве примера, рассмотрим применение коэффициента корреля
ции при решении задачи выбора реки-аналога.

Имеется ряд наблюдений за годовым расходом воды в реке Птичь-с.Лучицы; необ
ходимо подобрать реки с синхронными колебаниями водности. Исходя из комплексного 
анализа физико-географических, гидрографических характеристик, отбираем реки - 
кандидаты (Ясельда-с. Сенин, Оресса-с.Верхутино, Оресса-с.Андреевка). Гидрометри
ческие данные по реке Птичь-с.Лучицы и по рекам - кандидатам приведены в таблице 
2.3.

Таблица 2.3 Расходы воды рек, м3/с
N

п/п
Птичь-

с.Лучицы
Ясельда- 
с. Сенин

Оресса-
с.Верхутино

Оресса-
с.Андреевка

1 2 3 4 5

1 46.6 П.5 2.52 12.8
2 48,8 17,6 2.43 16.3
3 33.1 19.0 1,68 10.4
4 27,3 14,6 2,07 9.85
5 49.3 21.4 3,06 13.8
6 24,1 9,91 1.64 9,14
7 ____ 41.3 17.4 2.38 134
8 17.6 4.0 0,64 6,52
9 40,8 14,2 2.22 16.3
10 54.5 14.8 3.06 20.0
и 42.6 18.3 2,61 16,2
12 90.8 38.1 2,58 36,0
13 41.9 12.4 1.97 15.2
14 36.2 14.9 1,49 13.5
15 55,2 18.5 3,76 20.4
16 38.2 12.2 2,54 ____ LLL____
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Продолжение таблицы 2.3

17 35.7 9.74 2.37 13,4
18 49,1 13.5 3.14 18,8
19 48.7 20,1 3.30 19,7
20 49,3 22,6 4.15 20,3
21 50.5 23.2 3,84 20.0
22 42,1 15.2 2,93 16,9
23 73,2 37,6 4.39 26,5
24 57.4 29.6 3.40 20.9
25 32,3 12.0 2,51 13,7
26 36,9 15.7 3,02 15.7
27 44.4 31,7 3,43 19.2
28 60,8 29.6 3.57 23,1

_ 28
Z <х.)/28 

І=1 '
45,31 18,55 2,74 16,86

28
- I , 2 5737,61 1854,75 19,52 917,15

Для вычисления коэффициентов корреляции расходов реки Птичь- с.Лучицы с рас
ходами других рек (Ясельда-с.Сенин; Оресса-с.Верхутино; Оресса-с.Андреевка) и соот
ветствующих статистик использовались формулы (2.1) и (2.12):

_  \1,83 -  1,1б\ _  2187 ,84
г = 2 ,49;

^ 0 ,1 9 + 0 ,1 9 2

7л- л /  , 'т  С , =  0,82, гп.-л.-о.-в. ~~ 0 ,6 5 .

(П .-Л .)-(О .-Л .)
4 5 7 3 7 ,6 1 -9 1 7 ,1 5

=  0 9 5 ;

Таким образом, предпочтение отдается реке Оресса-с.Андреевка, так как для реки 
Птичь-с.Лучицы она является лучшим аналогом, (г (о .л  )-(0 .-л )-0.95), а колебания вод
ности этих рек наиболее синхронные (рисунок 2.1). Коэффициент детерминации 
d,„.J,).,о-ч )=0.90. т е. 90% всех колебаний этих рек взаимообусловлены. При этом, 
стандартная ошибка коэффициента корреляции (г щ -лс-ю-л.))- рассчитанная по фор
муле (2.2), составляет

а , ^ \ Е я К = 0,об, 
' \  2 8 - 2

и значение коэффициента корреляции запишется как г=0,95±0,06, т.е. он изменяется от
0,89 до 1,0.
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Рисунок 2.1 Связь годового стока рек Птичь-с.Лучицы и Оресса-с.Андреевка.

Проверим нулевую гипотезу, т.е. (Но:р=0), при Н/:р>0, используя t-критерий Стыо- 
дента (2.3)

\0,95\
0,06 = 15,83.

Теоретическое значение t-критерия Стъюдента (при т -28-2-26 - степенях свободы и 
а.-0,05) будет - 1Г(26:0,05)-2,05. Так как 15,83>2,05 отвергаем нулевую гипотезу и 
принимаем альтернативную - коэффициент корреляции отличен от нуля. Для проверки 
нулевой гипотезы можно воспользоваться таблицей проверки коэффициента корреляции 
на значимость относительно нуля (Приложение, таблица П.8). В нашем случае, крити
ческое значение коэффициента корреляции (гк„-0,374), что значительно меньше полу
ченного. Следовательно, нулевая гипотеза отвергается. Выполним еще одну проверку 
нулевой гипотезы: определим величину -
И • 4 п ^ 1  = 0,95 ■ -J28-1  = 4,9; сопоставим эту величину с данными таблицы 2.1. -

4,9>1,94 (при Р-0,95), 4,9>2,48 (при Р-0,99) и 4,9>3,03 (при Р=0,999), убедившись, 
что нулевая гипотеза отвергается. Как было сказано выше, для малых выборок при зна
чениях (\г\—*1), распределение выборочных коэффициентов корреляции заведомо отли
чается от нормального. Поэтому I - критерий Стъюдента становится ненадежным. 
Чтобы обойти это затруднение, воспользуемся преобразованием Фишера. В данном 
случае, согласно (2.6), (2.7), (2.8), соответственно, имеем:

--1.83;переменную - _  _ / ,  1 + 0,95 
'  2 П1 -  0,95 '
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дисперсию -

математическое ожидание

I
<128-3

■■ 0,19;

0,957  - L ,  1+ 0’95
2 1-0,95 2 (2 8 -1 )

= 1.85;

величину U, -

Находим интервал изменения (г), соответственно интервалу изменения (Z)

Z, = 1.83 ± 0 ,1 9 - ( 2,02 -  верхняя граница
)1,64 -  нижняя граница 

По верхней и нижней границам (Z r) находим границы изменения "г" (по специальным 
таблицам), откуда г-0,965 - верхняя граница и г=0,928 - нижняя граница, т.е. 

0,965 
' 0.928 >'

Сравним различимы ли между собой с(П_Л).1О.Л)=0,95 и г(п.-л.).(Я.-С.)=0,82. Проверим 
нулевую гипотезу (Н0:р]=р2), которая гласит, что выборки должны быть взяты из 
двух совокупностей с одинаковыми коэффициентами корреляции.
Для этого, используя формулы (2.6) и (2.7), вычислим следующие параметры: 1

1 1 + 0,95
г(п -л.Но,-А.) -  2 п 1-0S>5~ '83'

1
12 (п.-л.нрл.) Д 28 -3 = 0,19;

1 , 1 + 0,82
Z ' ш-л.ш.-с.) ~ 2 " 1 -  0,82 ’ ’

а 2 (л. -л н »  -с)

Воспользовавшись формулой (2.12), имеем
■J28-3

\Ш __и£
~ -Jo,19: + 0,192

=  0.19.

Z  = = 2.49.

Выберем по таблице 2.2 пороговое значение (Zа  -1,96), при уровне значимости 
(а = 0,05). Так как 2,49>1,96, - нулевую гипотезу отвергаем и, следовательно, расхож

дения между коэффициентами корреляции нельзя считать случайными в 95%-тах 
случаев.

2 . 2  Корреляционное отношение
Если мерой тесноты связи при линейной ее форме служит линейный ко

эффициент корреляции, то для криволинейной зависимости такой мерой 
служит другой показатель, предложенный К. Пирсоном и называемый
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корреляционным отношением. Корреляционное отношение имеет разные 
значения для корреляционной связи (y=f(x)) и для связи (x=f(y)). Прямое 
корреляционное отношение (у/х) вычисляется по формуле

mV _
k E ( ^ - y ) 1Г (2.15)
£(у,-у)г
) - |

где (yj/Xj) - точка эмпирической линии регрессии; к - число вариант в ча
стной группе; (y/xj-y) - отклонение точек эмпирической линии регрессии 
от общего среднего по (у) . Обратное корреляционное отношение (х/у) для 
малых выборок вычисляется по формуле

= ■
k - S

и

у

І - - Х
кУі )

Ё ( х , - х ) 2
(2.16)

где (Xj/yj-x) - отклонение точек эмпирической регрессии от общей средней 
по (х); (х(-х) - отклонение индивидуальных вариант в выборке от общей 
средней по (х).

Основные свойства корреляционного отношения-.
1) корреляционное отношение всегда положительно и изменяется в 

пределах (0<г\<1). При этом, если между (у) и (х ) нет корреляционной 
связи, то (у\ - 0), а если (у) связано с (х) функциональной связью, то
(л=1);

2) корреляционное отношение всегда не меньше численного значения 
соответствующего коэффициента корреляции, т.е. (г\<\г\)\

3) если ( Ц у /Х= \ г \ ) ,  - регрессия (у) на (х) точно линейна; если 
(г\ф -\г\), регрессия (х) на (у) точно линейна;

4) корреляционные отношения (г\у/х) и (г\х/у) обычно не равны между 
собой (Цу/х&^х/у); лишь при строго линейной связи между (х) и (у) наблю
дается равенство - (с[у/х-Цх/у). Таким образом, чем больше связь между 
(х) и (у) приближается к прямолинейной, тем ближе по величине (pу/х) и
(Ях/у)-

7 4



Статистические методы в природопользовании

Для оценки достоверности полученных значений (г\), можно использо
вать t-критерий

Нулевая гипотеза об отсутствии связи между признаками отвергает
ся, если (t>ta;ra), где a  - уровень значимости; m=n-2 - число степеней сво
боды. Параметр (ta;m) определяется по таблицам t-распределения Стью- 
дента. Коэффициент корреляции (г) характеризует только линейную 
связь, а корреляционное отношение - любую форму связи. При строго ли
нейной связи Olу/х"=Лх/у~1г1)• При наличии нелинейной связи (Лу/х^х/у) и 
(Л*|г|). Следовательно, по разности между этими показателями можно су
дить о форме корреляционной зависимости между варьирующимися при
знаками.

Для решения вопроса - является ли исследуемая зависимость линей
ной или криволинейной - используется критерий криволинейности. Суще
ствует несколько способов оценки степени криволинейности. Рассмотрим 
некоторые из них. Наиболее простой, но менее строгий, способ заключа
ется в определении разности коэффициентов корреляции и корреляцион
ного отношения; при этом, используется неравенство (г|2-г2>0,1). Корре
ляция считается криволинейной, если полученный результат соответству
ет этому неравенству. Второй способ оценки степени криволинейности 
связан с применением t-критерия Стьюдента

Если при уровне значимости (а) и (ш=п-2) - степенях свободы (t<ta;m), то 
корреляция между признаками с (Р-а) - надежностью оценивается как 
прямолинейная. При (t>ta;m), зависимость между признаками следует 
считать заметно отличающейся от прямолинейной.

Можно также использовать F-критерий (Фишера) для определения 
степени приближения криволинейной зависимости к прямолинейной

(2.17)

(2.18)

где (2.19)

r  (n2- r 2) - ( n - k t) 
( 1 - Л2) (kx -2 )  ’

( 2 . 20)

где п - объем выборки; кх - число групп по ряду (х) .
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Связь можно практически принять за линейную, если (F<FX) и опре
делять показатели для прямолинейной корреляции и регрессии. Корреля
ция нелинейна, если (F>FT). Теоретические значения (F t)  берутся из При
ложения (таблица П.4.1), для v,=(kx-2) и v2=(n-2) - степеней свободы.

Для примера^рассмотрим вычисление корреляционного отношения 
(Лу/х) и СПх/у)’ используя данные о средних многолетних годовых расходах воды малых 
рек Беларуси У(м3/с) и площадях водосборов (км3) (таблица 2.4).

Таблица 2.4 Значения расходов малых рек Беларуси и площадей их
водосборов

У - расход (м3/с) 0,65 1,15 1,25 1,75 2,25 2,10 2,55 2,50 3,05

X  - площадь водо
сбора (км')

50 25 75 50 100 150 150 200 250

У - расход (м3/с) 2,75 3,15 3,60 3,50 4,00 3,75 3,85 4,00 4.35

X - площадь водо
сбора (км:)

300 400 450 550 650 700 800 900 1000

Из графика видно, что кривая Q=f (F) близка к логарифмической, зависимость положи
тельная (рисунок 2.2).

Рисунок 2.2 Зависимость расходов воды (Q-У) малых рек Беларуси от их пло
щадей водосборов (F~X).

На основании данных (таблица 2.4), рассчитываем корреляционное отношение 
(Цу/х) между (х ) и (у). Выборки разделай на шесть частных групп, однако, дальней
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шие операции проводим с (у). Рассчитываем общее среднее (у ) .  Точки эмпирической 
линии регрессии (у/х) представляют собой среднее арифметическое частных групп. За
писываем отклонения точек эмпирической линии регрессии от общего среднего по (у), 
возводим эти отклонения в квадрат и суммируем. Далее, вычисляем отклонения индиви
дуальных показателей (уі) от общего среднего ( у )  и суммируем (сумма должна быть 

равна нулю или близка к нему). Каждое отклонение возводим в квадрат и суммируем. 
Результаты расчетов сводим в таблицу 2.5.

Таблица 2.5 Результаты вычисления прямого (Г| у/х) корреляционного отношения 
___________ д.ія невзвешенных рядов_______________________________________

Уі
(расход, м3/с)

Xyi (по 
группам)

у/х (у /х -у ) (у /х -у )2 (Уі' У ) (УІ-Ў)2

1 2 3 4 5 6 7
1 группа

0,65 -2,14 4,5796
U 5 3,05 1,02 -1,77 3,1447 -1,64 2,6896
1,25 -1,54 2,3716

2 группа

1.75 -1,04 1,0816
2,10 6,10 2,03 -0,76 0,5725 -0,69 0,4761
2.25 -0,54 0,2916

3 группа

2,50 -0,29 0,0841
2,55 8,10 2.70 -0,09 0,0081 -0,24 0,0576
3,05 0.26 0,0676

4 группа
2,75 -0,04 0,0016
3,15 9.50 3,17 0,38 0,1419 036 0,1229
3,60 0,81 0,6561

5 группа
3,50 \0,71 0,5041
4,00 11,25 3,75 0,96 0,9216 І2 1 1,4641
3,75 0,96 0,9216
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Продолжение таблицы 2.5

6 группа
3,85 1,06 1,1236
4.00 12,20 4,07 1,28 1,6299 1,21 1,4641
4,35 1,56 2,4336

IS
ІнУі ~50,2
і=і

10 16,4187 1-0,02*0 120,3978

у =2,79

Полученные данные используем для расчета прямого корреляционного отношения по
формуле (2.15)

3-6,4187 
\ / х ~  \  20,3978 = 0,972.

Достоверность результатов определим по 1-критерию Стьюдента, учитывая зависи
мость (2.17)

I 1Н — 2

Поскольку ( 1Ф =14,33>1Т ~1,746), при Р-0,95, для v=16 (по Приложению, таблица 
П.2), значение корреляционного отношения следует признать доказанным; зависимость 
между расходами воды рек (Y=Q) и площадями водосборов (X=F) положительна и дос
товерна. Аналогично вычисляем обратное корреляционное отношение (Ч.х/у) и ре
зультаты расчета сводим в таблицу 2.6.

Таблица 2.6 Результаты вычисления обратного (r\^J корреляционного
отношения для невзвешенных рядов

Н
'площадь, км2)

1.xІ (по 
группам)

х/у (х/у-х ) (х/у-х )2 ( X i - X ) ( х р х ў

1 2 3 4 5 6 7
1 группа

50 -328 107584
25 150 50 -328 107584 -353 124609
75 -303 91809

2 группа
50 -328 107584
100 300 100 -278 77284 -278 77284
150 -228 51984
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Продолжение таблицы 2.6.

3 группа
150 -228 51984
200 600 200 -178 31684 -178 31684
250 -128 16384

4 группа
300 -78 6084
400 1150 383 5 25 22 484
450 72 5184

5 группа
550 172 29584
650 1900 633 255 65025 272 73984
700 322 103684

6 группа
800 422 178084
900 27(Ю 900 522 272484 522 272484
1000 622 386884

Z х{ = 6800
Ы1

1-2*0 Т.554086 1-4*0 11717362

х -378

Получим корреляционное отношение

Л,/, =
’3-554086

1717362
= 0.980,

а также t-критерий Стьюдента

t = 0.980 ■ J . , 8 ~1п2 = 20.10.
V* V 1-0.9802

Так как 1ф=20,10>1 р=1,746, при Р=0,95 для \=16 (Приложение, таблица П.2), то зна
чение корреляционного отношения следует признать доказанным. ^
Оцешш линейность связи между расходами воды рек и площадямд^одосборов (на осно
ве данных таблицы 2.4)

г=0.90; Цу/х =0,972; у=0,972*-0,90? =0.135;
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*г/, =0,135-
1 8 - 2

0.135 -  0J352 ■ (2  -  0,9722 -  0.902 )
= 1.495.

По 1-распределению Стьюдента (Приложение, таблица П.2) Оля 4=0,10 и т=16 нахо- 
Оим - 1(, 05 /6 =1,337. Полученное значение I-критерия превышает ( ta m ), при 4=0,10

и т=16, и это позволяет заключить, что зависимость между расходами воды рек и
площадями водосборов отличается от прямолинейной.
Оценим также линейность связи между площадями водосборов и расходами воды рек

1=0.98()2-0,902=0,154:

1. , =0,154%/)>
1 8 -2

\ 0,154 -  0,1542 ■ (2 -  0.9802 -  0.902 )
■■ 1,579 .

Полученное значение также превышает теоретическое значение I - критерия Стью
дента, при 4=0,10 и т=16, и зависимость между этими признаками также отличается 
от линейной.

Проверим степень приближения криволинейной зависимости к прямолинейной, ис
пользуя критерий Фишера (2.20), согласно формулы (2.20)

„ (0.9722 -ОрО2 ) - ( 1 8 - 6 )  „ „
F  = ---------------- 1----------------= 9,76 .

(1-0S>722 ) - ( 6 - 2 )

Используя материалы Приложения (таблицы П.4.1), для v,=6-2=4 и 4,=18-2=16 - 
-степеней получаем F(л,ів.г.)=3.01 и так как это значение меньше Сф - корреляция мо

жет быть признана нелинейной.

2.3 Множественный коэффициент корреляции
При изучении многофакторных природных процессов и, в частно

сти, при построении их расчетных и прогностических моделей достаточ
но часто возникает необходимость установления вида линейной корреляци
онной зависимости между несколькими переменными. Для примера, на ри
сунке 2.3 приведена схема упорядоченности расположения переменных в 
анализе функций экологической надежности (F2) и эколого-социальных 
последствий (F,) при мелиоративном преобразовании больших террито
рий.
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Для решения подобных задач целесообразно привлекать аппарат 
множественной корреляции. Сущность этого подхода состоит в распре
делении основных положений метода линейной корреляции двух пере
менных (у) на случай зависимости интересующей нас переменной, от 
произвольного числа аргументов (х).

Корреляция называется множественной, если на величину результа
тивного признака одновременно влияют несколько факториальных.

При множественном корреляционном анализе вычисляются два типа 
парных коэффициентов корреляции:

1) гуч - коэффициенты, определяющие тесноту связи между функцией 
отклика и одним из факторов (х,);

2) гдат - коэффициенты, показывающие тесноту связи между одним из 
факторов и фактором - x™(j,m=l,k), где к- число факторов.

Для вычисления коэффициентов корреляции используется формула 
(2.1). Значимость парных коэффициентов корреляции можно проверить 
способами, рассмотренными в разделе 2.1. Если один из коэффициентов 
(г,,™ ) окажется равным 1, то факторы (х,) и (хш) функционально 
(невероятностно) связаны между собой и тогда целесообразно один из 
них исключить из рассмотрения, причем, оставив тот фактор, у которого 
коэффициент (г,.,) - больше.
После вычисления всех парных коэффициентов корреляции и исключе
ния из рассмотрения того или иного фактора можно построить матрицу 
коэффициентов корреляции вида:

(2.21)
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Используя матрицу (2.21), можно вычислить частные коэффициенты 
корреляции, которые показывают степень влияния одного из факторов (х,) 
на функцию отклика (у) при условии, что остальные факторы имеют по
стоянный уровень (закреплены на нем). Формула для вычисления част
ных коэффициенте корреляции следующая

где Dij -определитель матрицы, образованной из матрицы (2.21) вычер
киванием 1-й строки j-ro столбца. Определители (Du) и (¾ ) вычисляются 
аналогично, как и парные коэффициенты; частные коэффициенты корре
ляции изменяются от (-1) до (+1).

Значимость и доверительный интервал для коэффициентов частной 
корреляции определяются как для коэффициентов парной корреляции, 
только число степеней свободы вычисляется по формуле

где k'=(k-l) - порядок частного коэффициента парной корреляции.

(2.22)

v = n - k ' - 2  , (2.23)
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Рисунок 2.3 Схема упорядоченности расположения переменных в анали
зе функций (F,) и (F2) при мелиоративном преобразовании 
территорий.
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Для изучения тесноты связи между функцией отклика (у) и несколькими 
факторами (х1,х2,хз,...)хі,...,хь) используется коэффициент множественной 
корреляции (R). Коэффициент множественной корреляции служит для 
оценки качества предсказания; (R) - всегда положителен и изменяется от 
О до 1. Чем болвціе (R), тем лучше качество предсказаний данной моде
лью опытных данкых.

Для вычисления коэффициента множественной корреляции исполь
зуется матрица (2.21)

(2.24)

где D - определитель матрицы (2.21); Dn - минор*) определителя, полу
чаемый из матрицы (2.21) путем исключения первой строки и первого
столбца матрицы.

Коэффициент множественной корреляции можно найти также по 
формуле ______

R = Jl -  ~= г
Sy

(2.25)

где Soct. • остаточная дисперсия; Sy- общая дисперсия.
Или

(2.26)

где R
£(У , -  у,)2

Е ( у, - у )2V 1*1
( y j  - вычисленное значение по модели.

(2.27)

Значимость коэффициента множественной корреляции проверяется 
по t-критерию Стьюдента

*) - минор k-ro порядка матрицы - определитель матрицы, составленный из эле
ментов данной матрицы, стоящих на пересечении произвольно выделенных ее (к) - 
строк и (к) - столбцов с сохранением их порядка, т.е. минор k-го порядка есть опреде
литель квадратичной матрицы размера (k*k).
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(2.28)

где Sr - среднеквадратическая погрешность коэффициента множествен
ной корреляции, определяемая как

(1- R2
V n - k -

(2.29)

Значимость можно проверить также и по F-критерию (Фишера)
р _ R2( n - k - l )

R (1- R2) ■ (k — 1)
(2.30)

Полученное значение (Fr) сравнивается с табличным (FT) при выбранном 
уровне значимости и числах степеней свободы - v,=(n-k) -1 и 
v.=(k-l). Нулевая гипотеза о равенстве нулю множественного коэффици
ента корреляции, в совокупности, (Ho:R=0) принимается, если (Fr<Ft), и 
отвергается - если (Fr>Ft).

Величина (R2) называется множественным коэффициентом детерми
нации. Она показывает, какая часть дисперсии функции отклика объясня
ется вариацией линейной комбинации выбранных факторов
(Хі,Х.,Хз,...,Х і,...,Х 3).

Приведем пример вычисления коэффициента множественной 
корреляции.

При анализе синхронности колебания водности рек (таблица 2.3) получены сле
дующие парные коэффициенты корреляции, которые сведены в таблицу 2.7.

Таблица 2.7 Матрица коэффициентов парной корреляции

j\m Птычь- 
c. Л учицы (у )

Ясельда -с. Сенин 
(х,)

Оресса-
с.Верхутино (х2)

Оресса-.
с.Андреевка (х3)

1 2 3 4 5

У 1 0,82 0,65 0,95

х, 0,82 1 0,65 4 0,83
х ? 0,65 0,65 1 0,66

Х1 0,95 0,83 0,66 1

Как было показано в разделе 2.I, критическое значение коэффициентов парной корреля
ции. при уровне значимости Р=0,95 и v=26, будет rkp =0,374, таким образом, все значе
ния коэффициентов в таблице 2.7 значимы.
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Необходимо выявить степень синхронности колебания годового стока рек Птичь- 
с.Лучицы, Ясельда-с. Сенин, Оресса-с.Верхутино и Оресса-с. Андреевна, т.е. рассчитать 
коэффициент множественной корреляции. Для этого вычислим определитель (D) и его 
минор (D,,):

£> =

1 0,82 0,65 0.95
0,82 1 0,65 0,83
0,65 0.65 1 0,66
0.95 0,83 0,66 1

= 0.010;

и тогда I oj 
R = f - a .

0,010
165

Du  = |0,65

-- 0,969.

1 0,65 0,83 
1 0,66 

0,83 0,66 1
= 0,165

Значимость коэффициента (R), проверяем по формулам (2.28) и (2.29):

S K =
1-0,969-

■■ 0,012,

0,969
= 80,8.

ф2 8 - 3 - 1  0,012
Теоретическое значение I - критерия Стыодента определяется как 1^^=-1,711, что

значительно меньше tR=80,8. Вычислим критерий Фишера
0,9692( 2 8 - 3 - 1 )

R (1-0 ,9692 ) ( 3 - 1 )
Табличное значение (F"), при v,=3 и 4,=28-4=24 - степенях свободы, будет F ^  =3,01,

что меньше F„=184,6.
Таким образом, взаимосвязь между колебаниями водности рассматриваемых рек 

R =0.969 значима на 5%-ном уровне: fy , < FK . Судя по коэффициенту множественной 
детерминации (R:=0,9692=0,939), вариация водности реки Птичь-с.Лучицы на 93,9% 
связана с ее колебаниями других рек и только 6,1% вариации (1-R2) вызваны индивиду
альными особенностями самой реки Птичь (створ Лучицы).

2.4 Корреляция между качественными признаками
В практике применения корреляционного анализа нередко встреча

ются случаи, когда признаки не поддаются измерению, не распределяют
ся в вариационный ряд, а ряды различаются по качественным признакам 
(классам) и характер взаимосвязей между признаками оценивается с по
мощью методов, отличающихся от рассмотренных ранее. Например, для 
оценки тесноты связи между качественными признаками, используются
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иные критерии. Рассмотрим использование в этих целях коэффициента 
ассоциации Дж. Юла и коэффициента сопряженности: 

а) методика использования коэффициента ассоциации 
Если учитываемые признаки группируются в четырехклеточную корре
ляционную решетку (таблица 2.8), степень сопряженности между ними 
измеряется с помощью коэффициента ассоциации, называемого также 
тетрахорическим показателем связи (коэффициентом корреляции) и обо
значаемого символом (г)

_________a d -  b e
у](а + Ь) - (с + d) • (а + с) • (b + d)

(2.31)

где а, Ь, с, d - частоты признаков в ячейках таблицы 2.8. Квадратный ко
рень в формуле (2.31) всегда берется со знаком плюс. Коэффициент ассо
циации (г) принимается, когда два признака разделяются только на два 
класса. В таблице 2.8 символы (А) и (В) обозначают признаки, противо
положные признакам (А) и (В), или указывают на их отсутствие. Тогда 
(а),(Ь),(с) - частоты комбинаций (АВ), (А В), (А В), (А В). Коэффициент 
ассоциации (г) всегда заключен между (-1) и (+1). Когда (г=0), признаки 
(А) и (В) не зависят друг от друга (тогда a/c=b/d и "А" появляется относи
тельно одинаково часто совместно с "В" и "В" ). Если (г=-1), при появле
нии (В), признак (А) не появляется, а при непоявлении (В) (событие В) - 
появляется. Когда (г=±1), то (А) появляется и не появляется только одно
временно с появлением и непоявлением (В). Таким образом, при (г=±1), 
имеется полная прямая или обратная связь между (А) и (В). Достовер
ность выборочного коэффициента ассоциации оценивается по его отно
шению к средней ошибке (ог), определяемой по формуле, аналогичной 
формуле (2.5). Нулевая гипотеза (Н0) заключается в предположении, что 
связь между учитываемыми альтернативными признаками отсутствует.

Гипотеза (Н„) отвергается, если (-— • f -tam), при заданных уровне зна-

чимости (а) и ш=(п-2) - степенях свободы. Для оценки достоверности вы
борочного коэффициента ассоциации можно воспользоваться также 
данными таблицы 2.1. Если величина [|г| - Vn - 1 ] превосходит указанные
в таблице критические значения, для принятого уровня надежности 
Р=(1-а), нулевая гипотеза отвергается;
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Таблица 2.8 Таблица сопряженности категорий двух признаков

Признак В В Сумма
А а ь a+b

А с d c+d
Сумма а+с b+d п

б) методика использования коэффициента сопряженности
Во многих случаях, данные по качественным признакам можно подраз
делить более, чем на два качественных класса. Мерой тесноты связи меж
ду качественными признаками, в этом случае, может служить коэффици
ент сопряженности Пирсона

'= / X2 
VX2+ n  ’

(2.32)

где п - число наблюдений, а х 2 - определяется как
' £ ( n v - m £

1.1 m,
(2.33)

где m, и m- - частоты комбинаций различных классов (градаций) корре
лируемых признаков (фактические (nij) и (mj) - при полном отсутствии 
связи между признаками); к - число категорий в таблице сопряженности 
коррелируемых признаков. Коэффициент сопряженности (С), как мера 
тесноты связи между качественными признаками, изменяется от 0 до 
размеров таблицы сопряженности, т.е. (0<С<Стах). Если число строк и 
столбцов в таблице сопряженности одинаково и равно (S), то

CB„ = ^ l L .  (2-34)

В частности, при (S=3), коэффициент сопряженности, для случая идеаль
ной связи, равен 0,817. Для того, чтобы верхнюю границу величины (С) 
привести к 1, вычисленное по формуле (2.34) значение (С) рекомендуется 
разделить на произведение значений (С ) (таблица 2.9), в зависимости от 
числа классов (градаций), на которые разбит каждый коррелируемый 
признак.
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Таблица 2.9 Поправка к (С) на число классов (S)

S .. с ... S с s С'
2 0,798 5 0,943 10 0,985
3 0,859 6 0,959 12 0,989
4 0,915 8 0,976 15 0,999

Значимость коэффициентов сопряженности (С) может быть оценена с 
помощью критерия (х2). Нулевая гипотеза (Н0) заключается в предполо
жении, что связь между качественными признаками отсутствует. Гипоте
за (Н0) отвергается, если, вычисленное по формуле (2.33), значение (х2) 
окажется больше некоторого (Ха;т)> определяемого по Приложению
(таблица П.З) при заданном уровне значимости (а) и (v) - степенях свобо
ды. Распределение (х2) непрерывно, а распределение частот - дискретно. 
Поэтому, в результаты вычисления (х2) по формуле (2.33), рекомендуется 
вводить поправки. Суть их состоит в том, что из каждого возведенного в 
квадрат абсолютного значения разности |т , -  Ш; вычитается 0,5.

Сходной, но не вполне сравнимой мерой сопряженности между каче
ственными признаками, когда каждый из них делится более чем на два 
качественных класса, является также коэффициент сопряженности 
А.А. Чупрова (Т), вычисляемый без поправочного коэффициента (С )

Т =
п • (k - 1)0,5 • (ш - 1)\0,5 (2.35)

где п - число наблюдений; к - число строк; ш - число граф в таблице со
пряженности.

Рассмотрим порядок вычисления корреляции между качественными 
признаками на конкретных примерах:

а) данные о расходах воды в реке Неман - створ Гродно (Неман - г. Гродно) за 
межень и год, в целом, в период с 1947 по 1981 годы представлены в виде их обеспеченно
сти, причем, разделены на два класса: "выше нормы" (Рг<50%, Р,\Гв$(УУ°). где "г" - ин
декс года, "м" - индекс межени, и "равно” и "ниже нормы" (Р^50%, Рмі.50%).

Имеется ли синхронная связь между годовыми и меженными расходами реки Не
ман в створе города Гродно?
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Таблица 2.10 Сопряженность годовых и меженных расходов
реки Неман - г. Гродно (1947-1981годы)

р Рг<50% Рг>50% Сумма

Ри<50% а=11 Ь=6 а+Ь=17
Р ^5 0 % \ С  = 6 d=12 c+d=I8
Сумма а+с=17 b+d=18

Пользуясь данными таблицы 2.10 и формулой (2.31), находим__________________1 1 1 2 - 6-6
Г ~ 4(11 + 6)-(6  + 12)111 + 6)  - (6 + 12)  =  ° ’31 4 ‘ 

что указывает на наличие слабой прямой связи между годовым и меженным стоком ре
ки Неман в створе Гродно за период с 1947 по 1981 годы. Оценим достоверность выбо
рочного коэффициента ассоциации. Подставив числовое значение полученного (г) в фор
мулу (\r\-4n- І ), находим -J35 -  1)  = 1,831. Эта величина меньше критиче

ского значения ( !,831<1,950), для Р-0,95 и п=35 (таблица 2.1). Следовательно, при при
нятом уровне достоверности (Р-0,95), связь между рассматриваемыми признаками в 
генеральной совокупности носит лишь случайный характер, т.е. не является надежной;

6) рассмотрим случай, когда качественные признаки можно разделить более чем 
на два качественных класса.

Ежегодные обеспеченности стока реки Припять-с. Туров за межень (Рс) и обес
печенности мелиоративных норм за июль в зоне метеостанции г.п. Житковичи (Рм) за 
период с 1947 по 1981 годы разделены на три градации: 1) "норма" (Н) - рассматривае
мой; величины лежат в диапазоне обеспеченностей - (33%<Р<66%); 2) "выше нор
мы" (ВН) для стока - (Р<33%) и для мелиоративных норм - (Р>66%); 3) "ниже нор
мы" (НН) для стока - (Р>66%) и для мелиоративных норм - (Р<33%); они сведены в 
таблицу сопряженности (таблицу 2.11).

Какова связь между обеспечешюстью стока реки Припять - створ Туров в ме
жень и мелиоративной нормой за июль месяц в зоне метеостанции г.п. Житковичи.
Цифры в скобках (таблица 2.11) показывают частоты (m l), если бы между рассмат
риваемыми характеристиками не было связи. Эти числа представляют собой произве
дения суммы столбца на сумму строки, деленные на общую сумму. Так, в нашем случае, 
для первой клетки имеем

т (=( 10-9)/35=3.
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Таблица 2.11 Сопряженность обеспеченностей стока реки Припять -
cm. Туров за межень и обеспеченности мелиоративных норм в 
зоне г.п.Житковичи за июль (1947-1981 годы)

Обеспеченность 
стока в межень,

Рг

Обеспеченность мелиоративных норм 
за июль, Рм

Сумма

НН Н ВН
ПН т,=2 т,=5 т,=3 10

(т,=3) (m i=4) (т3’=3) 10
н II£ т}=4 тб=6 13

(т4=3) (m i=5) (тб’=4) 12
в н т-=4 тв=5 т,=3 12

(mj=3) (m i=6) (m i=4) 13
Сумма 9 14 12 35

9 15 11 (35)

Пользуясь данными таблицы 2.11 и рекомендациями по вычислению (%2). согласно (2.33), 
находим

2 ( 2 - 3 - 0 .5 ) 2 (\5 - 4 \ -  0,5) 2 ( \3 - 3 \- 0 J ) 2
X = --------7------- + --------4— - + ------- 7-------- +

( \3 - 3 \ - 0 J ) 2 (\4 -  5 j  -  0,5 )2 ( \б -4 \-0 ,5 )2
+ 3 + 5 + 4 +

( \4 -3 \-  0,5 )2 ( \ 5 - 6 \ - 0 J ) 2 (13-41-0,5)2
+ - - ------ + ............ ; --------+ — -------- = 0,99 .

По формуле (2.32), при (п=35), имеем

С = _ °’" 2 
35 + 0S>92

= 0,165.

По таблице 2.9, находим поправку (С ) к (С) на число классов (таблица 2.11): 
С =0,859 0,859=0,737. Деление (С -0 ,165) на (С - 0 ,737) дает исправленное значение ко
эффициента сопряженности: С =0,165/0,737=0,224. Найденное значение коэффициента 
сопряженности (С*=0,224) указывает на определенную, хотя и не очень тесную, связь 
между обеспеченностями расходов воды в межень реки Припять - см урое и обеспечен
ностями мелиоративных норм за июль месяц для зоны метеопункта Житковичи. Одна
ко, при 4-х степенях свободы (таблица 2.11) и (а=10%), табличное значение 
( Хо.ю.4 -7,28) и превышает найденное (%2-0,99). Таким образом, нулевая гипотеза об

отсутствии связи между рассматриваемыми признаками (в генеральной совокупно
сти) при принятом уровне значимости не отвергается. Воспользуемся мерой сопря-
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женности между рассматриваемыми качественными признаками (коэффициент со
пряженности "Т" Чупрова А. А.), при m=k=3.

Значение вепичинШ-ф.Т) также указывает на наличие слабой связи между рассматри

рические критерии для определения связей имеют отрицательные значения, их интер
претация затруднительна. Абсолютные значения критериев могут изменяться в преде
лах от (0) до (±1). Чем ближе абсолютные значения к единице, тем теснее связь меж
ду исследуемыми признаками. При этом, абсолютные величины коэффициентов, соот
ветствующие условию высокой связи, в случае корреляции больше двух признаков, как 
правило, ниже, чем в случае корреляции двух признаков.

Верхний предел коэффициентов сопряженности зависит от размеров таблицы со
пряженности. Поэтому, сравнивать можно только коэффициенты, полученные из 
таблиц с одинаковым числом столбцов и строк. Не принято сравнивать коэффициенты 
сопряженности с коэффициентами линейной корреляции, вычисленными более точно на 
основе параметрических критериев. Вместе с тем, коэффициенты ассоциации способны 
измерять взаимосвязи, отличающиеся от линейных с произвольным распределением 
частот.

ваемыми признаками. Отметим, что в некоторых случаях, особенно когда непарамет
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3 РЕГРЕССИОННЫЙ АНАЛИЗ И МЕТОДИКА 
СОСТАВЛЕНИЯ РЕГРЕССИОННЫХ МОДЕЛЕЙ

Регрессионный анализ является логическим продолжением корреля
ционного анализа, он позволяет развить и углубить представление о кор
реляционных связях. Если корреляционный анализ представляет возмож
ность установить лишь форму и тесноту зависимости между случайными 
переменными, то регрессионный анализ позволяет математически описы
вать выявленную зависимость, т.е. численно оценивать одни параметры 
через другие. Составив и решив уравнение рецессии, можно произвести 
выравнивание эмпирических линий регрессии, т.е. выполнить моделиро
вание исследуемого процесса (явления) путем подбора функции, график ко
торой представляет собой теоретическую линию регрессии. Если подоб
ная функция отражает сущность процесса или явления, то возможно про
гнозирование значений признака за пределами сделанных наблюдений.

Подобно корреляции, регрессия может быть парной (простой) и 
множественной, по форме связи - линейной и нелинейной, по зависимости - 
односторонней (изменяется лишь один признак под влиянием другого) и 
двусторонней (взаимодействуя, изменяются оба признака).

Регрессия выражается несколькими способами: путем построения 
эмпирических линий, путем составления уравнения и, затем, - построения 
теоретических линий регрессии, а также с помощью коэффициента регрес
сии. Уравнение наиболее точно выражает зависимость между двумя пе
ременными (X, Y), если корреляция между ними близка к единице.

Уравнения регрессии могут быть составлены одним из следующих 
способов:

а) координат точек, с использованием двух-трех точек, расположен
ных на эмпирической линии (желательно в ее начале, середине и конце), для 
тех случаев, когда не требуется большая точности расчетов;

б) наименьших квадратов, когда для составления уравнения регрессии 
привлекаются все сопряженные наблюдения и требуется повышенная точ
ность расчетных величин..

Рассмотрим наиболее простые способы составления уравнений рег
рессии.
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Регрессионный анализ и методика составления регрессионных моделей

3.1 Уравнение линейной регрессии с одним переменным 
фактором

Под линейной (прямолинейной) корреляционной зависимостью между 
двумя признаками ( Х () и (Y{) понимается такая зависимость, которая но
сит линейный^харакгер и выражается уравнением прямой линии. Это 
уравнение называется уравнением регрессии (Y j)  на (Х;), а соответствую
щая ему прямая линия - выборочной линией регрессии (Y j) на (X,).

В литературе (YJ называется - функцией отклика, зависимой перемен
ной, предиктором, a (X J - входной переменной, независимой переменой, 
фактором, регрессором.

Рассмотрим метод наименьших квадратов для получения уравнения 
линейной регрессии.
Предположим, что линия регрессии переменой, которую обозначим (Y j) 
от переменной (X j), имеет вид (P0-t-pj-Xj). Тогда можно записать линей
ную модель

Y j = p 0 + pi - X j + Ej. (3.1)
Для данного (X j)  соответствующее значение (Y j)  состоит из суммы вели
чин (Po+Pj-Xj) и добавки (&j), при учете которой любое индивидуальное 
значение (Yj) получает возможность не попасть на линию регрессии. За
дача линейного регрессионного анализа (метода наименьших квадратов) 
состоит в том, чтобы, зная положение точек на плоскости, провести ли
нию регрессии при минимальной сумме квадратов отклонений (е(2) по оси 
(Оу) (ординате). Предположим, что форма модели установлена достовер
но. В уравнении (3.1) величины (Ро), (Pi) и (ej неизвестны, причем, по
следнюю, на самом деле, будет трудно исследовать, поскольку она меня
ется в ходе наблюдений. Величины (ро) и (Pi) остаются постоянными, но 
без точного изучения всех возможных сочетаний (Y j) и (X j), ограничимся 
лишь их оценками (Ьо) и (Ы.). В данной интерпретации запишем

Y, = Ь0 + b, -X, . (3.2)
где Y j - обозначает предсказанное значение (Y j)  для данного "Xj" (b0 и b| 
- определены). Если имеется множеегво пар (п) - наблюдений 
( Y , и Х |) ,  ( Y 2 и X 2 ) ,.. . ,( Y n и Х„) и сумма квадратов отклонений от
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истинном линии определяется как

и  = 1 е? ^ ( Y . - P o - I V X J L  . (3.3)
І-І i=l

то при решении поставленной задачи необходимо, в каждом конкретном 
случае, вычислить значения коэффициентов (Ьо) и (bi), минимизирующих 
эту сумму. Для этого, как известно из теории математического анализа, 
необходимо вычислить частную производную функции (U) по ((Зо), затем, 
- по (Pi), приравняв, в итоге, результаты к нулю. Следовательно, имеем:

- — г - О Т - р о - р . - х , )
дно i=

| ^  = - 2 . t x i (Yi - p 0- p , X i);
op, і=і

ZCY.-Po-P, Х,) = 0
i=l

XX, (Yj — P0 — Pi Xj) = 0.
i=l

(3.4)

(3.5)

Подставив (b0), (b|), соответственно, вместо (P0), (Pi), из (3.5) получим:

(3.6)
S Y i - n - b o - V E X ^ O
Ы Ы

или

Z X . - Y . - b o . Z X . - b . - S X f - O;
i=i i=i i=i

b0 n + b,. ^Xj = £ Y j
i=-.i i=i

b o t x ,  + b , | : X 12 = t x i Yi.
Ы i=l i=l

(3.7)

Эти уравнения называются нормальными. Решая систему уравнений (3.7) 
относительно угла наклона прямой (Ь|), получим

X х , • Y, -  ( ( £ Х() ■ ( £ Y>)) / п 1 (Х ( -  X) • (Yj** Y)

Х Х 2- ( Х Х , ) 2/п
(3.8)

Х(Х( - Х ) 2і=і
где bi - правильные, но несколько различные две формы одной и той же 
зависимости. Решение системы (3.7), относительно свободного члена (Ь0),
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дает зависимость
b0 = Y -  Ь, • X . (3.9)

Подставляя уравнение (3.9) в уравнение (3.2), получаем

•  Yj = Y + b, (X, -X )  . (3.10)
Коэффициент bo - свободный член уравнения регрессии, как геометриче
ская характеристика, представляет собой отрезок, отсекаемый на орди
нате линией регрессии. Коэффициент (Ь|) представляет собой тангенс уг
ла наклона линии регрессии к оси абсцисс. Существует две модели регрес
сии. Модель (Y, = Ь0(ух) + Ь|(ух) • X,) условно можно назвать прямой, а мо

дель (X, =Ьо(Ху) + Ь1(ху) • Yj) - обратной регрессией. Следовательно, урав
нение (Yj = b0 + b, ■ Xj) не является алгебраическим, из которого непо
средственно можно найти (Xj), так как эта модель получена минимизаци
ей суммы квадратов отклонений вдоль оси (Оу). Для статистического 
оценивания коэффициентов регрессии проверяется нуль-гипотеза 
(Н0:р=0), т.е. условие, - отличается ли статистически значимо оценка 
коэффициента регрессии от нуля? Граница значимости устанавливается 
на основании распределения Стьюдента:

где Soct. —
X(y.-Yу
І=1_______________

n - 2
- остаточная дисперсия. При использовании для

построения линии регрессии значений параметров (Ь0) и (Ь (), включаю
щих в себя указанные случайные ошибки, априори допускается погреш
ность в оценке ординат линии регрессии. Погрешность предсказываемого 
среднего значения "Y" (или " Y„" при заданном "Хо") опредляется значени-
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ем соответствующей дисперсии

g w - s L - ( - ~ t - j £ ^ S !  ) . (3.14)
” - 2 Ё (Х ,-ю >

і=1

Дисперсия (Sy<o) характеризует рассеивание ординат выборочной линии 
регрессии относительно линии регрессии, соответствующей генеральной 
совокупности. Для проверки значимости уравнения регрессии, в целом, с 
использованием F-критерия Фишера, общая дисперсия (Sy) сравнивается 
с остаточной дисперсией ( S o c t ) ,  которая представляет собой показатель 
ошибки предсказания на базе уравнения регрессии результатов опытов; 
во сколько раз уравнение регрессии предсказывает результаты опытов 
лучше, чем среднее, видно из F - критерия

Искомое уравнение, при (а) %-ном уровне значимости, описывает ре
зультаты опытов лучше среднего (Y) в (Р(\,у2,р%)) - раз (при условии

^  F(v,.v3.P%) )•

Рассмотрим примеры, иллюстрирующие порядок применения изло
женных рекомендаций:

а) по материалам 28-летних наблюдений (с 1947 года) за годовым стоком рек 
Оресса - с. Лндреевка (X) и Птичь -  с. Лучицы (Y ) необходимо построить уравнение 
регрессии (таблица 2.3).

Решение
1) По исходным данным определяются характеристики: X =16,86, м?/с;

У =45,31. мДс, Х (Х ,  - X ) - ( Y ,  - Y ) ~  2187Д4: Z ( X , - X )  =917,15;І»/ /в/

X (Y, -У )  = 5737,61 ; Sr = 220,68 ; s \  = 35,28 .
i-l
2) На основании полученных данных, no формулам (3.8) и (3.9), определяются
6,=2187,84/917,5=2,38; Ь0=45.31-2,38 16,86=5,18, при r=0,95±0,006 (0,89...1,00).
3) Следовательно, уравнение регрессии (Y ) по (X) будет иметь вид -

yj=45,31+2,38-(X,-16,86) или Yj=5,18+2,38Xi ,м3/с, а уравнение регрессии (X) по (Y) 
вид - X,=0.38- У,-0,42, м'/с.
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4) Остаточная дисперсия определяется как
S p o i l .  -497,69/(28-2)=19,14, а стандартные ошибки коэффициентов регрессии определя

ются по (3.12) и (3.13):
437  -  4.37

s * - i s - W !  5*'=Т т г - ° - 14-
5) Результаты расчетов параметров уравнения регрессии следующие:

bo ±Sbo=5.18±034 ; Ь, ± S b, =  2,38±0,14.

6) Стандартная ошибка ординаты уравнения регрессии определяется по (3.14)
1 ( Х , - 1 6 # 6 ) 2~

4 (Х)= ^ 7- 2 8 - 2 917,15

В частности, S ^ (x)=1.3I, м^/с (при XplO);  S - (x)=0,96, м?/с (при Xj=20);

5р () =0.84=Sb0, (при Xj= X  =16,86, мЗ/с)  - как это и должно быть.

7) Значимость коэффициентов регрессии проверяется по l-критерию Стъюденпш 
(3.11):

tbl = \2,38\ /0 ,14  = 17.0 ; ^  = \5.18\ /  0,84 = 6,17 .

Табличное значетіе критерия (1Т) находится по Приложению (таблица П.2). При 5%- 
ном уровне значимости и п=28, оно составляет - t^s.1%) —1,701. Следовательно, найден

ные значения коэффициентов регрессии статистически значимы.
8) Адекватность уравнения исходным данным проверяется по критерию Фишера (3.15) 
- F=220,68/19,14=11,53. Табличное значение (С )  из Приложения (таблица П.4.1) - 
Ffv v t .)~1.92 - значительно меньше фактического, следовательно, полученное выше

уравнение регрессии (Y) и (X) адекватно отражает исследуемую связь годовых расхо
дов воды рек Оресса - с. Андреевна (X) и Птичь - с. Лучицы (У):

б) провести корреляционный и регрессионный анализ данных по определению от
носительной влажности (X ) и липкости (Y ) чернозема обыкновенного, которые пред
ставлены в таблице 3.1.

Решение
1) Вычисляются вспомогательные величины, с использованием сумм, которые даются 
под расчетной таблицей 3.1 (при п=12):

у  = ( I Y):п = 35,9:12 = 2,99 ( г / с м 2) ;
1 ( Х  -  х ) 2 = L X 2 -  ( Z X )2: п = 25742,67 -  (514.7) 2.-12 = 3666,33;

Z ( Y - y ) 2 = Z Y 2 ~ ( Z Y ) 2:n = 171,3 7 -(3 5 ,9)2:12 = 63,97;
I  ( X - x ) ( Y - y )  = ZXY  -  (ZXZY);  n == 2013.08 -  (514,7 ■ 35 S>):12 = 473,27.

X  = Z  X: n = 514,7 : 12 = 42,89 .
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2) Определяются коэффициенты корреляции, регрессии и составляется уравнение рег
рессии:

Z ( X - x ) ( Y - y )  473,27
\ l ( X - x ) 2l ( Y - y ) 2 -J366633-63,97

= 0,977:

Z ( X - x ) ( Y - y )  473,27
= 0,13 ( г / с м 2);

Z ( X - x ) 2 366633

Y -~ў+Ьух( Х -~х) = 2,99 + 0,13-(X  -  42,69) = 0,1 ЗХ -  2,58.

3) Вычисляются ошибки, критерий значимости и доверительные интервалы:
1-г 1-0,9772

1 2 -2

Z(Y - y ) 2
Z ( X - x ) 2

= 0.067
63,97

3666,33

= 0,067;

= 0,009 ( г / с м 2);

зух = s, -JZ(Y  -  у )2 = 0.06746397 = 034 ( г / с м 2); 
_г_  05)77

'Г = *г =
: = 14.58;0,067

>/=п-2~12-2=10; t„, = 2,23; 
г ± i05s, = 0,977 ± 2,23-0,067 = 0,977 ± 0,149(0,82...1,00); 

byx ± t05s, = 0,13± 2,23-0,009 = 0,13±0,02(0,11...0.15) ( г / с м 2) .  

Таблица 3.1 Результаты расчета вспомогательных величин при 
вычислении корреляции и регрессии (Y ) по (X)

Номер
пары

Значение признаков X2 Г X Y
X, % Y, г/см2

1 19,9 0,0 396,01 0,00 0,00
2 20,9 0.6 436,81 0,36 12,54
3 26,1 1.1 681,21 1,21 28,71
4 29,4 1,2 864.36 1,44 35,28
5 30,5 1,7 930,25 2,89 51,58
6 40,3 1,7 1624,09 2,89 68,51
7 44,8 2,6 2007,04 6,76 116,48
8 47,8 3.4 2284,84 11,56 162,52
9 55,6 4,2 3091,36 17,64 233,52
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Продолжение таблиціыЗ.1
10 58,3 5,8 3398,89 33,64 338,14
11 64,5 6,3 4160,25 39,69 406,35
12 76,6 7,3 5867,56 53,29 559,18

Сумма 5 ^ 7 = 2 Х 35,9=2 У 25742,67=2Х: 171,37=2 У2 2013,08=2ХУ

Судя по t-критерию (1ф><„5) и доверительным интервалам, которые не включают нуле
вого значения, корреляция и регрессия значимы и, следовательно, нулевая гипотеза на 5%- 
ном уровне отвергается.
4) По уравнению регрессии рассчитываются усредненные теоретические значения (У), 
для экстремальных величин (X) строится теоретическая линия регрессии (У) по (X) 
(рисунок 3.1):

У,„ „ = 0 ,13-19,9-2,58=0,00 (г/см2);
УЛ=мв=СШ 76,6-2,58= 7,37, (г/см2).

Найденные точки (19,9; 0,00) и (76,6: 7,37) наносятся на график, соединяются прямой, 
характеризующей теоретическую линию регрессии (У) по (X). Зависимость показыва
ет, что увеличению влажности почвы на 1% соответствует увеличение липкости в 
среднем на 0,13 (г/см2). Судя по коэффициенту детерминации (dy =0,9772=0,95), при
мерно 95% изменений в липкости обусловлено изменениями во влажности почвы и толь
ко 5% изменений связано с другими факторами. На графике целесообразно указать 
уравнение регрессии, коэффициент регрессии, коэффициент регрессии и корреляции, до
верительную зону для истинной линии регрессии, в совокупности. Чтобы ограничить до
верительную зону, необходимо вверх и вниз от теоретической линии регрессии отло
жить величину одной (68%-ная зона) или двух (95%-ная зона) ошибок отклонения от 
регрессии (±syx или ±2syJ  и соединить найденные точки пунктирными литами. Область, 
заключенная между этими линиями, является доверительной зоной регрессии. На рисун
ке 3.1 пунктирными линиями ограничена 68%-ная доверительная зона для положения 
"истинной"линии регрессии, в совокупности, т. е. зона в пределах (Y±syJ .  Если необхо
димо ограничить 95%-ную доверительную зону (когда можно ожидать, что пюлько 5% 
всех случаев окажутся за пределами - Y±2syv), то значения ошибки удваиваются 
(t05=2). Отметим, что общая сумма квадратов (Z (Y -y)2)  может быть разложена на 
два компонента: сумму квадратов для регрессии (Сь) и сумму квадратов отклоне
ния от регрессии (Cdyx).
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Первая сумма определяется по формуле

С„ =
f t ( X - x ) ( Y - y ) ] 2 _ 473J72 

Ъ ( Х - х ) 2 366633
вторая сумма квадратов находится по разности -

= 61.09.

Cdyx = Z ( Y -  у )2 -  Сь = 63,97 -  61,09 = 238.

Разделив полученные суммы квадратов на соответствующие степени свободы, можно 
найти средние квадраты, вычислить критерий (F), который и позволяет проверить ну
левую гипотезу об отсутствии линейной связи (Y ) с (X). Результаты расчетов пред
ставляются в виде таблицы дисперсионного анализа (таблица 3.2).

Таблица 3.2 Результаты дисперсионного анализа (Y)
Дисперсия Сумма

квадратов
Степени
свободы

Средний
квадрат

Роз

Общая 63,97 11 - - -

Регрессия 61,09 1 61,09 212,12 4,96
Отклонения 
от регрессии 2,88 10 0,288 _ _

Соотношение (Fy>FM) указывает на то, что отклонение от линейности обусловлено 
случайным выборочным варьированием, и нулевая гипотеза об отсутствии линейной свя
зи ( Y) с (X) отвергается. По среднему квадрату отклонения от регрессии (S2fx=0,288) 
легко вычислить ошибку отклонения от регрессии (SfJ .  Она равна 
syx = = -JO,288 = 034г /  см2, т. е. ранее полученной величине;

Влажность, %

Рисунок 3.1 Точечный график и теоретическая линия регрессии при прямолиней
ной корреляции между липкостью и относительной влажностью 
чернозема обыкновенного.
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в) провести корреляционный и регрессионный анализ для выборочной совокупно
сти, в которой представлены результаты определения содержания гумуса и подвиж
ных форм фосфатов в пахотном слое легкосуглинистой дерново-подзолистой почвы 
(таблица 3.3).

Решение •

I) Данные группируются в корреляционную таблицу (решетку), состоящую из столб
цов (X) и строк (У), количество которых соответствует числу групп ряда. При 
(п=64), целесообразно выделить 6...8 групп. Для рядов (X) и (Y ) определяются величина 
интервала группировки и число групп:

. Х „ . ' - Х т  1 70-0 .79  091
'* = О  =  ~ Т Т ~  =  ~ Т  = °-13/о:

_______________ Регрессионный анализ н методика составления регрессионных моделей_______________

‘- - Ч і г - т т - т - !
Таблица 3.3 Содержание гумуса (ряд X, %>) и подвижного фосфора (ряд Y, мг на 

100 г почвы)

Номер
пары

X У Номер
пары

X У Номер
пары

X У Номер
пары

X У

1 1.57 30 17 1.35 17 33 0,96 16 49 1.42 27

2 1,58 28 18 1,31 17 34 1,08 9 50 1,36 25

3 1.21 25 19 1,29 16 35 1,16 19 51 J J L 24

4 1.21 27 20 1,38 17 36 1,12 17 52 1,36 22
5 1,41 25 21 1,38 16 37 1,01 11 53 1,46 28
6 1.47 24 22 1,36 14 38 1,07 11 54 1,39 28
7 1,45 25 23 1,36 16 39 1,10 16 55 1,63 36
8 1,49 27 24 1,20 17 40 1.22 17 56 1,57 36
9 1,38 24 25 1,36 16 41 1,22 16 57 1,37 27
10 1,41 25 26 1,29 14 42 1.12 19 58 1,48 25
11 1,55 25 27 1.30 12 43 0,86 20 59 1,61 28
12 1,45 25 28 1,32 12 44 0,79 19 60 1,61 30
13 1,30 22 29 1.17 11 45 1,19 23 61 1,70 28
14 1,30 22 30 1.22 11 46 1,15 22 62 1,62 28
15 1,39 20 31 1,09 9 47 1,13 18 63 1,04 13
16 1,46 22 32 1.13 9 48 1,34 20 64 1,22 10

В корреляционную таблицу 3.4 последовательно переносятся исходные даты из табли
цы 3.3. Например, первая пара, имеющая Х=1,57% и У-30 (мг/100 г почвы), заносится 
черточкой в клетку, находящуюся на пересечении последнего столбца (против группы
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1,57-1,70, %) и второй строки (против группы 30-25, мг/100 г почвы). Гак, все данные 
первичной таблицы переносятся в корреляционную решетку (для проверки это проделы
вается двамсды), подсчитывается число дат в каждой ячейке и результат записывает
ся в ней же. Эти числа представляют частоты количества вариант, имеющих одинако
вые значения признаков (X) и (Y).  Затем, подсчитывается частота каждой строки, 
столбца, общие суммы всех частот по столбцам (fx)  и по строкам (fy). а также общее 
число объектов: n=1f =1/=64.

Таблица 3.4 Корреляционная матрица

X иг/100 г почвы

0,79-0,91 0,92-1,04 1.05-U  7 1,18-1,30 1,31-1,43 1,44-1.56 1,57-1.70 Суммы.

fyсередина групп

0,85 0.98 1.11 1.24 1,37 1.50 1,64
36-31 33 2
30-25 28 II 2 12
25-21 сере- 23 1 1 Ш 3 11 2 п ш і 6 17
20-16 дина 18 1 1 1111 4 ШІІ 5 т и п  7 20
15-11 групп 13 11 2 1 1 11111 5 1111 4 IШИП 8 9
10-6 8 И 2 II 2 111 3 11 2 4

111 3 I 1
Суммы, fr 2 3 11 13 18 9 8 64-п

2) Составляется расчетшт таблица 3.5 и проводятся вспомогательные вычисления. В
таблице, вместо границ групп, проставляются их середины и преобразуются (X) и (Y) 
по соотношениям:

Х - А х X  - 1,24 „  Y -  Ах Y - J 8
"  0.13 5 •

За условные начала (A J  и (Ау) принимаются те значения (X) и (Y), которые ближе 
всего к величинам ( X  )и (Y  ). В расчетную таблицу вносятся:

а) произведения отклонений в единицах интервала на их частоггі^- (fxX,) и (f yY,) 
и, соответственно, их сум.иы - 1 (/хХ ,)= 37;1(/f Y,)=30:

б) произведения квадратов отклонений на их частоты ■ 1 (/хХ,2 * * * б)) -167; 
1(/yY,)=108:

в) суммы произведений отклонений в интервалах на их частоту (fX,Y,) и общая 
сумма - 1(/Х ,Y ,)=96. Для этого частота (f), указанная в каждой клетке таблицы, ум
ножается на соответствующие значения (X,) и (Y,) и суммируются по каждой колон-
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ке полученные цифры. Так, для первой колонки - f (X j  Y,)= 2 (-3)-0 = 0; для второй ко
лонки - /X ,Y ,= l(-2 )-0 + 2 (-2 )(-l)= 4 ; и т. д. Затем, находится общая сумма произве
дений - fX ,Y ,=(0+4+...+54)=96:

г) групповые или частные средние ( Ух) для каждого значения (X), определенные
по формуле

где Ау=18; iy=5;
д) значения ( х  ), ( у ) .  Z ( X - x ) ,  Z ( Y - y )  и Z ( X - x  ) ( Y - y )  в исходных единицах, 

которые записываются под таблицей 3.5. Следует иметь в виду, что если в процессе ко
дирования производилось деление или умножение на ( i j  и (ir ), то суммы квадратов, в 
одном случае, надо умножить, а в другом - разделить на ( І 3) или ( І 3); сумму произведе
ний отклонений, в первом случае, надо умножить, а во втором - разделить на (Цг).
Таблица 3.5 Результаты расчета вспомогательных величин при вычислении 

корреляции и регрессии (Y ) по (X)

■' a n - 3 - 2 -1 0 1 2 3 f , / ,  у ' / , УР

X 0,85 0,98 i , n A x —

-1 ,2 4

1,37 1,50 1,63

3
33 2 2 6 18

2
28 1 3 2 6 12 24 48

1
23 1 4 5 7 17 17 17

0 A , - 1 8 2 1 5 4 8 2 0 0 0

- /
13 2 2 3 2 9 - 9 9

- 2
8 3 1 4 - 8 16

Л 2 3 11 13 18 9 8 6 4 —n 3 0= 
Y ,

108=
Z f.Y P

/ ,  X , - 6 - 6 - 1 1 0 18 18 24 37= Z T,X i
/ , X P 18 12 11 0 18 36 72 /67=1 f ,X P

f , X i Y i
0 4 7 0 9 22 54 96— ZPC1 Y 1

>x
L L l I V . 18,0 J V . 34,1 Ш .

п= 64 , х = А „ + i , l ( f , X , ) /  п = 1,24 + 0 ,13-37 / 6 4  = 1,3 2%;

у  А г + / , ( е / , У , ) /  п  -  I S  + 5 - 3 0  /  6 4  = 2 0 ,3  м г  /  1 0 0  г ;

I ( X  -  х ) ! = i;  < £ f ,X  ,1 -  l ( f xX , ) ! I n )  = 0,1 3 2CJ 67 -  3 7 ! / 6 4 )  = 2,46; 
I (Y  - ў ) ! = i Iy( I ( f >Y,, ) - ( r f yY,)! /п )  = 5 ! (108-  30‘ /64)  = 2348,5;

I ( X  -  х) ■ (Y -  ў) = i >r ( l (fX , Y,) -  Z(f, X , ) • X(fy Y,) /  n) = 0,13(96 -  37 ■ 30/64) = 51,13.
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3) Вычисляется выборочный коэффициент корреляции, регрессии и составляется урав
нение регрессии (Y) по (X):

Z ( X - x ) ( Y - y )  51,13
y j z ( X - x ) : Z ( Y - y ) 2 -J2.46 ■ 23483 

Z ( X - x ) ( Y - y )  51,13

= 0,67;

= 20,8 мг/100 г почвы;
Z ( X - x ) 2 2,46

Y = y  + byx( X - x )  = 20,3 + 20Я(X -  1J2) -  20,8X  -  7.2.

4) Определяются ошибки, критерий значимости, доверительные интервалы для (г) и 
(Ьух) и проверяется (Но);

V
1 - г
п - 2  V

1-0,671
6 4 - 2

-0,094;

■h = sr
U Y -уУ

) 1 ( Х - х ) г
12348J

o m h wJ23483
-  „  = 23  мг/100 г почвы;

syx = s ,J z (Y -~ y )2 = 0,094-j2348,5 = 4,61мг/100 г почвы; 
0,67

1' = s, 0,094
=  7,13;

v=n-64-2=62; tо,=2.00; 
r±t,„s, =0,67±2,00-0.094=0,67±0,19 (0,49...0,86): 
bf +la, s, =20,8±2,00-2,9-20,8±5,8 (15,0...26,6):

(HJ  отвергается, ибо (t,>la5)-
5) По принятому уравнению регрессии, рассчитываются средние теоретические 

значения (  у х) для экстремальных групповых значений (X) и строится теоретическая

линия регрессии (Y ) по (X) (рисунок 3.2);
У у.о гз ~ 20-8' 0,85 -  7,2 = Ю З; мг/100 г почвы; 
у  IXJ = 20,8 ■ lj64 -  7,2 = 26,9 мг/100 г почвы.
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Гумус, %

Рисунок 3.2 Точечный график (* исходный ряд) и теоретическая линия регрессии 
(- линейная зависимость) при прямолинейной корреляции между содержа
нием гумуса (%) и подвижного фосфора (мг на 100 г пегкосугтшистой 
дерново-подзолистой почвы).

Для проверки гипотезы о линейности связи (Y ) с (X). вычисляются суммы квадратов 
для регрессии (Сь) и отклонения от регрессии (Cdyx):

с„ =( Z ( X - x ) ( Y  - у ) ) 2 51,131
1 ( Х ~ х ) ' 2,46

= 1062,7;

Cdn  = Ш - у ) 2 - С ь = 23485-1062,7 = 1285,8. 

Результаты дисперсионного анализа приведены в таблице 3.6.

Таблица 3.6 Результаты дисперсионного анализа (Y)

Дисперсия Сумма
квадратов

Степени
свободы

Средний
квадрат

F* F05

Общая 2348,5 63 _ - -

Регрессия 1062,7 1 1062,70 51,3 4,00
Отклонения от 
регрессии 1285,8 62 20,73

Нулевая гипотеза об отсутствии линейной связи (Y ) с (X) отвергается ( F^Fos) и, 
следовательно, отклонения от линейности обусловлены случайным выборочным варьиро
ванием данных.

На основании полученных данных, можно считать, что между содержанием гу
муса и подвижными фосфатами легкосуглинистой дерново-подзолистой почвы имеет 
место средняя взаимосвязь, когда и (г„) всей совокупности лежит в пределах от 0,49 до 
0.85. Нулевая гипотеза (Н у г-0) mi 5%-ном уровне значимости отвергается ( t r- t b< tas)
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Судя по коэффициенту детерминации (dyx =г* =0,672=0,45), примерно 45% изменений в 
содержании фосфора обусловлено изменениями в содержании почвенного гумуса. На 1%  
изменения содержания гумуса приходится 20,8 мг/100 г почвы изменения содержания 
подвижных фосфатов. По уравнению вида (Y=20,8X~7,2) для любых значений (X), 
включая те, которых нет в исходных данных, можно рассчитать значение (Y). Одна
ко, нельзя использовать полученное уравнение регрессии для интерполяции данных за 
пределы таблицы.

3.2 Нелинейная парная регрессия
В случаях, когда по корреляционным критериям гипотеза линейности 

может быть отброшена или при графическом представлении точек явно 
прослеживается нелинейность парной зависимости, есть смысл получить 
по экспериментальным данным ее нелинейную форму. При этом, можно 
ожидать, что нелинейная форма даст меньшую остаточную дисперсию 
(Son ), т.е. лучше предскажет результаты опытов. Но следует помнить, 
что речь идет о зависимости, нелинейной по фактору (X); по параметрам 
зависимость остается линейной.

Нелинейная парная регрессия сводится к получению заданной нелиней
ной зависимости (Y (X )) , приближающей совокупность чисел (X ,) и (Y j)  с 
наименьшей среднеквадратической погрешностью. Сведение нелинейной 
регрессии к линейной выполняется с помощью линеаризирующих преобра
зований'’) (Y ,) и (X j). Используя метод наименьших квадратов и линеаризи
рующие преобразования, можно построить практически любые формы не
линейной парной связи.

В таблице 3.6 приведены наиболее часто встречающиеся парные зави
симости и линеаризирующие преобразования переменных. Качество 
предсказания результатов проверяется с помощью уравнения 
(Y/ = bj, +b[ Х '). После вычисления коэффициентов . (bj) и (b,) по 
методу наименьших квадратов (как для парной лйнейноітеавйсймостй),

•) ли н еари зи рую щ и е п р ео б р азо в ан и я  - методы, позволяющие свести решения не
линейных задач к последовательному решению поставленных линейных задач.
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выполняются обратные преобразования [по (Ь„) и (Ь,) определяются (Ь0) 
и (Ь])[, в соответствии с содержанием таблицы 3.6. Очевидно, что парная 
зависимость может иметь разнообразную форму.

Таблица 3.6^ Функции и линеаризующие преобразования
\ Линеаризующие преобразования

N Функция Преобразование Выражения для
переменных величин (bo) и (b,)

п/п Y* X' bn b,
1 2 3 4 5 6

1 Y=b„+b,X Y X Ьо' b,'
2 Y=l/(b„+b,-X) 1/Y X bn' b,’
3 Y=b„+b,/X Y l/X bo' b,'
4 Y=X/(b„+b,X) X/Y X bo' b,1
5 Y=bo- b,x IgY X IOAbo’ 10ЛЬ|'

6 Y=b„+exp(b,/X) InY l/X exp(bo) b,'
7 Y=b„10b|X IgY X 10Abo b,'
8 Y=l/(b„+b,exp(-X) 1/Y exp(-X) bn' b,'
9 Y =b„Xbl IgY IgX I0Abo' b,'
10 Y=b„+b,lgX Y IgX bo' b,'
11 Y=b„+b,lnX Y InX bo’ b,'
12 Y=b„/(b,+X) 1/Y X 1/bi' bo bo
13 Y=b„X/(b,+X) 1/Y l/X 1/bo' bo-bi
14 Y-b„exp(b,/X) InY l/X exp(bo') b,'
15 Y=b„10b,x IgY l/X 10Abo' ь ;
16 Y=b„+b, X" Y X" ____ bo____ ____ ______

До тех пор, пока не проверены все известные формы связи, исследователь 
не может быть уверен, что выбрана лучшая из них (с точки зрения точно
сти обобщения результатов опытов); исключение - случай, когда 
"облако" точек имеет определенную и интерпретируемую форму. Кроме 
приведенных в таблице 3.6 уравнений, можно использовать квадратиче
скую парную регрессию, которая имеет вид

Yl = b 0+ b ,-X i + b2.Xf . (3.16)
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Коэффициенты регрессии квадратического уравнения (b0), (b|), (ЬД нахо
дятся аналогично с уравнением (3.2), при решении системы нормальных 
уравнений с тремя неизвестными:

bo-n + V I X . + V I X f - Z Y , ;
N1 1=1 i=l

<b0 - t x 1+ b l - i x f  + b2 - t x f  = i x iY1; (3.17)
І=І i=l i=l i=l

ь„ І  X? + Ь, ■ І  X? + b 2 • і  X ? »  І  X?Y,.
ы  і=| і=| Ы

Нетрудно заметить, что аналогичная система уравнений может иметь ме
сто при получении уравнения парной зависимости любого порядка. Ста
тистическая оценка коэффициентов регрессии и проверка значимости 
уравнения регрессии, в целом, осуществляются как для линейной регрес
сии (раздел 3.1).

Для примера, рассмотрим следующие задачи:
а) по данным таблицы 2.4 найти вид эмпирического уравнения регрессии, выра

жающего зависимость расхода воды реки от размера водосборной площади.
Решение

1) Из теоретических соображений, в качестве зависимости между площадью водосбо
ра (X) и расходом воды реки ( Y) по таблице 3.6 принимаем зависимость 
(9): V' = Ь0 ■ X , где Ь0иЬ, -  некоторые постоянные, подлежащие определению.

2) Выполнив преобразование (X  -1пХ) и (Y  =lnY); (b„=lnb0) и (Ь, -Ь,). получим систе
му нормальных уравнетш для определения параметров (Ь0) и (Ь,):

b i n + b ; - i x ;  = iY;.-ІШІ Ы!
ц і х , + ь ' г  i x ; 2 = b Y ; x ; ) .Ы1 /-/ /«/
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Неизвестные (Ь0 ) и (Ь,), при этом, можно найти по формулам:

ь:,=

ь; =

'L(lnYi) ' L ( l n X l) : - 'L ( l nY r lnXl) ' L ( l n X i)-
ы_____ _________±1_________ ЬЗ_____

г і* % (Іп Х ;)-(± (Іп Х ,)* 2tr! І-І
n ± ( lnYr lnX, ) -  t d n X , ) ■ t d n Y J/=/ /=/ w

n i d n X f ) - ( i d n X , ) 2

В таблице 3.7 показана последовательность определения констант (Ьс) и (Ь,) решае
мого уравнения. Подставляя найденные (таблица 3.7) промежуточные значения в фор
мулы. получаем параметры (Ь0 и Ь, ):

16,6174 ■ 558,6992 -  99,6817 ■ 98,3439
Ьо=- 18-558,6992-(98,3439)-

- = -1,3477 ;

18 ■ 99,6817 -  98,3439 -16,6174 
18-558,6992-(98,3439f  ~ ’

3) Используя преобразование (-l,3477-lnb0) или (ехр(-1,3477)), т.е. Ьо-0,2598, получим 
уравнение регрессии -

Y, = 0,2598- Х °4'* .

4) Подставляя в уравнение значения (X), т.е. площадь водосбора (км2), находим рас
четные величины расхода воды в реке ('К,-, м*/с) (таблица 3.7). Сравнение теоретиче
ских (Y d  и фактических (Yj) расходов воды для одних и тех же водосборов свидетель

ствует о хорошем их согласии. Средняя квадратическая погрешность вычисления рас
хода воды в реке по теоретической зависимости (при п=І8; i=l,2,...,n) составляет

Ь = - Y J 2 = 1,947 = ±0.329, м3 /  с.

Ошибка вычисления (6 =±0,329, м^/с) значительно меньше инструментальной погрешно
сти измерения расхода воды в реке, что свидетельствует о хорошем согласии опреде
ляемого теоретически и замеряемого фактического расходов воды реки. Адекватность 
полученного уравнения проверим по критерию Фишера (формула 3.15): 
F=20,398/1,947-12,02; табличное значение F( M  = 2J98 (Приложение, табли-ца

П. 4.1) значительно меньше фактического, следовательно, искомое уравнение адекватно 
отражает исследуемую связь;
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Таблица 3.7 Результаты расчет параметров b0 ub ,'

N
л/л

Уі *1 In У, InXj (1пХ і)2 InYilnXi ў,; Ў,-Уі

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 0,65 50 -0,4308 3,9120 15,3039 -1,6852 1,320 0,670
2 1.15 25 0,1398 3,2189 10,3612 0,4499 0,990 -0,160
3 1,25 75 0,2231 4,3175 18,6407 0,9634 1,563 0,313
4 1,75 50 0,5596 3,9120 15,3039 2,1892 1,320 -0,430
5 2,25 100 0,8109 4,6052 21.2076 3,7345 1,761 -0,489
6 2,10 150 0,7419 5,0106 25,1065 3,7176 2,085 -0,015
7 2,55 150 0,9361 5,0106 25,1065 4,6904 2,085 -0,465
8 2,50 2(Ю 0,9163 5,2983 28,0722 4,8548 2,349 -0,151
9 3,05 250 1.1151 5,5215 30,4865 6,1572 2,578 -0,472
10 2,75 300 1,0116 5,7038 32,5331 5,7700 2,781 0,031
11 3.15 400 1.1474 5,9915 35,8977 6,8746 3,134 -0,016
12 3,60 450 1.2809 6,1092 37,3229 7,8255 3,291 -0,309
13 3,50 550 1,2528 6,3099 39,8151 7,9048 3,577 0,077
14 4,00 650 1,3863 6,4770 41,9512 8,9790 3,834 -0,166
15 3.75 700 1,3218 6.5511 42,9167 8,6589 3,954 0,204
16 3,85 800 1,3481 6,6846 44,6840 9,0113 4,180 0,330
17 4,00 900 1,3863 6,8024 46,2726 9,4301 4,390 0,390
18 4,35 1000 1,4702 6,9078 47,7171 10.1556 4,586 0,236
I 50,2 

г =2,79
6800

5=378
16,6174 98,3439 558,6992 99,6817 - -

б) по небольшой выборке (п=12) определить корреляционное отношение (т\ух) и по
строить линию регрессии, характеризующую потери аммиака пЛццспарения (У %). в за
висимости от его концентрации (X, кг/100 м3 воды) в поливной воде (таблица 3.8).Ну
левая гипотеза (Но.тух-0 ) .
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Таблица 3.8 Исходные данные: потери аммиака от испарения (ряд У, %) 
в зависимости от его кощентрации в поливной воде 
(ряд X, кг/100 м3 воды)

Н о м е р
п а р ы

X. к г  
на 100 м3 

воды

У, % Группа

~ * г ~ 3 25 1
3 4 23
3 5 15 2
4 6 и

5 8 72 3
б 8 и

7 17 5

8 18 7 4
9 18 7

10 25 5

11 27 3 5
12 45 2)

Решение
1) Ранжируются по возрастающей концентрации аммиака - X  (как в таблице 3.8) и 
разбивается ряд на 4...7 групп так, чтобы в каждой группе независимого признака (X) 
было не менее двух наблюдений. При этом, интервалы групп могут быть различны по 
величине. Данные таблицы 3.8 целесообразно разбить на пять групп (последняя колон
ка).
2) Составляется вспомогательная таблица 3.9 и вычисляются необходимые суммы 
квадратов отклонений и средние. После подстановки итоговых данных таблицы 3.9 в 
формулы, определяются корреляционное отношение, ошибка, критерий существенно
сти, доверительный интервал корреляционного отношения и проверяется нулевая гипо
теза ( Н0:цух = 0 ).

Таблица 3.9. Результаты расчета вспомогательных величин для вычисления
корреляционного отношения

Номер
пары

X Х у л, У У, r -h (У-ухУ У-у (У-у/

1 п 3,50 2 25 24,00 1,00 1,00 14,25 203,06
2 4) 23 -1,50 1,00 12,25 150,06
3 п 5,50 2 14 14,50 0,50 0,25 4,25 18,06
4 6\ 15\ -0,50 0,25 3.25 10,56
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Продолжение таблицы 3.9
5 8 8,00 2 12 11,50 0,50 0,25 1.25 1,56
6 SJ 11 -0,50 0,25 0,25 0,06
7 17 *1 6,33 -1.33 1,77 -5,75 33,06
8 18 17,67 3 0,67 0,45 -3,75 14,06
9 7 0,67 0,45 -3,75 14,06
10 25 5 3,33 1,67 2,79 -5,75 33,06
11 27 32,33 3 3 -0,33 0,11 -7,75 60,06
12 -1,33 1,77 -8,75 76,56

I84-- 15,33= 12= 129 10,75= 0,02 10,34= 0,00= 614,22=
=1Х = Х = п =1 У =У =Х ( Y - y J =1.( У-У) =1 (У-у /

3) Точки с координатами, соответствующими групповым средним ( х у) и ( у  J :  3,50 и 
24,0; 5,50 и 14,50 и т. д., наносятся на график и соединяются плавной пинией (на рисун
ке 3.3 эти точки обозначены крестиками), которая является линией регрессии (У) по 
(X). Она показывает, что потери аммиака из поливной воды особенно резко возрас
тают, когда концентрация его в поливной воде составляет меньше 15 кг на 100 м3 
воды. Далее, па этот график последовательно переносятся все данные фактических на
блюдений ( таблица 3.8) и указывается значение корреляционного отношения 
х\ух =(0,99 ±0,04).

(У.%)

Рисунок 3.3 Зависимость потерь аммиака из аммиачных солей в связи 
с испарением (У, %) от его концентрации в поливной воде 
(X, кг на 100 м3 воды).
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3.3 Линейная множественная регрессия
При практическом анализе результатов научных исследований не

редко количественное изменение изучаемого явления (функции отклика) 
зависит не от одной, а от нескольких причин (факторов). При проведе
нии эксперименту в такой множественной ситуации, исследователь учи
тывает состояние''функции отклика и всех факторов, от которых она за
висит (Xj). Результатами наблюдений являются уже не два вектор - 
столбца (Y) и (X), как при проведении парного регрессионного анализа, 
а матрица результатов наблюдений:

(3.18)

где п - количество опытов; к - число факторов; Ху - значение j-ro фактора 
для і-го опыта; Y, - значение функции огклика для і-го опыта. В задачу 
множественного регрессионного анализа входит построение уравнения 
плоскости (+1) - мерного пространства, от которого отклонения резуль
татов наблюдений (У,) были бы минимальными. Следовательно, необхо
димо вычислить значения коэффициентов (b0), (bj) в линейном полиноме

Уі=Ь0 + £ ь г Хй , (3.19)
н

что равносильно минимизации выражения

I(Yi-Yi)=Z
і=1 і=1

Y i-(b„ + I V X . . )
н

(3.20)

где У, - вычисленные (предсказываемые) выровненные значения иссле
дуемой характеристики. Для отыскания минимума выражения (3.20), не
обходимо найти частные производные по всем неизвестным 
(b0,b|,b2,.-.,bj.... ЬД и приравнять их к нулю. Полученные зависимости об
разуют систему нормальных уравнений, при решении которых рассчиты
ваются неизвестные коэффициенты регрессии. Данный способ отыскания 
неизвестных коэффициентов регрессии (способ наименьших квадратов) 
детально рассмотрен в разделе 3.1.
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Рассмотрим другой способ отыскания коэффициентов регрессии с по
мощью детерминантов или определителей, широко используемый в гид
ролого-гидрогеологических исследованиях. В этом случае, общее выра
жение для коэффициентов регрессии (bj) можно записать в форме

где Оу - среднее квадратическое отклонение зависимой переменной 
(функции); a xi - среднее квадратическое отклонение независимой пере
менной; Dij и Du - миноры определителя (D) (2.22). В результате прове
денных операций полином первой степени (3.19) получается с известны
ми коэффициентами (b0), (bj). Проверка значимости (качества предсказа
ния) множественного уравнения регрессии, в принципе, мало отличается 
от соответствующей проверки парной зависимости. Остаточная диспер
сия вычисляется по формуле

с числом степеней свободы в числителе (v,=(n-l)), в знаменателе - 
(v2=(n-k-l)). Считается, что по уравнению (3.19) предсказываются резуль
таты опытов лучше среднего, если (F) превышает или достигает границы 
значимости при выбранном ее уровне: обычно (P=(l -q)=5%).
Значимость коэффициентов регрессии (b0), (bj) проверяется по t-крите
рию Стьюдента

(3.21)

S (3.22)
n — k — I

(3.22)

и, затем, сравнивается с дисперсией среднего ^Syjc помощью F-крите- 

рия Фишера -

(3.23)

(3.24)
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в котором Sbj - погрешность коэффициента регрессии, определяемая как

(3.25)Sb, = ~ ~ 1 -  R 
n -  к

ц і)
Dm

где Дjj - минор определителя (D), который получается из (D) вычеркива
нием (j+1) строки столбца. Вычисленное значение (t) сравнивается с (t7), 
при числе степеней свободы (v=(n-k-l)). Доверительный интервал для ко
эффициентов регрессии устанавливается по соотношению

bj -  t T • Sbj < (ij < bj + tT • Sbj , (3.26)
где Pj - соответствующее значение для коэффициентов регрессии в гене
ральной совокупности.

На примере приведения к многолетнему периоду величин годового 
стока реки Птичь - с. Лучицы, рассмотрим порядок применения линейной 
множественной регрессии).

Для этого необходимо построить уравнение множественной регрессии зависимо
сти расхода реки Птичь-с.Лучицы от расходов рек - аналогов. В качестве аналогов, как 
и в других примерах, принимаем реки Ясельду - с. Сенин, Орессу - с. Верхутино, Орессу - 
с. Андреевка. Парные коэффициенты корреляции приведены в таблице 2.7.

Решение
1) Определитель’> (D) и его миноры будут равны:

D =

1 0,8230 0,6464 0,95371
0,8230 I 0,6510 0,8255 
0,6464 0,6510 1 0,6635
09537 08255 0,6635 1

=  0,010 :

D,
1 0,6510 0,8255

0,6510 1 0,6635
08255 0,6635 1

= 0.1676 ;

'I - о п р ед ел и тел ь  - д е т е р м и н а н т  (к в а д р а т н о й  м атр и ц ы  п о р я д к а  "п" - м н огочлен  о т  

эл ем ен то в  м атр и ц ы ), к аж д ы й  ч лен  к о т о р о г о  сн аб ж ен  о п р ед ел ен н ы м  зн ак о м  и я в л я ет 

ся п р о и зв ед ен и ем  "п" - э л е м е н то в , в зя ты х  п о  о д н о м у  из к а ж д о й  стр о к и  и каж д о го  

сто л б ц а .
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2) Подсчет средних значений и средних квадратических отклонений исходных рядов 
(см. таблицу 2.3) дает следующие оценки:

Y = 4531, X  , = 1855. X  2 = 274. X ,  = 16.86.
о. =14.31, а - =8.14. ст- =0.83. а -  =0.1441.> х, х2 xj

3) Коэффициенты регрессии уравнения связи определяются по формуле (3.21):

Ь, = (-!)'■
14 J1  0,0186 

' 8,14 0,1676
*0,1951 ;Ь2 =(-1) 2+; 1471 (-0,0006) 

О S3 0,1676
= 0,0668:

м  14.310,1441
Ьз ( ) 572 0.1676 2 ,5

4) Уравнение регрессии, согласно исходным данным, получает вид -
Y - Y  = b , ( X l - X ) + b 2-(X2 - X )  + b3 (X 3- X ) ,

или-
Y -  45J1 = 0.1951 (X , - 18,55) + 0,0668 ■ (Х 2 -  274) + 2,1511 ( Х 3 - 16,86).

т.е,-
Y = 0,1951 ■ X , + 0,0668 ■ Х 2 + 2,1511 Х ,+  5,24.

5) Погрешность полученной связи распределяется как
а -  = а у ■ л і і -  R 2 = 14,31--^1-0,9692 = 3,54 .

Погрешности коэффициентов регрессии (b,)t ( b j ,  (b3), применительно к случаю четы
рех переменных, согласно формулы (3.25), определяются как:

S t, =-— ■ 1 ~  гх ,х 2

СТА'( У ( п ~  3)-(( ~ rX i X 2 ~ rX , X j  ~  ГХ . Х 3 + 2 - Г \ ' Х / Х і Х / х & з )

1-0,64641374
" 8,14 ^ (2 8 -3 )- (1 -0,65102 - 0S2552 -  0,66352 + 2 ■ 07510■ 0S255■ 0,6635)

= 0,1589;
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3,54

S t , = —

= 1,1758;

3,54 I
"  5,72 3 ( 2 8 -

1 -0 ,6 5 1 0 '

3 )-(1 -0 ,6 5 1 0 1 -0 8 2 5 5 2 -  0,6635: + 2-0,6510-0,8255■ 0,6635)
--0,2295.

6 )  Д о в ер и т ел ь н ы й  и н т ер ва л  д л я  ко эф ф и ц и ен т о в  р егр есси и  определяет ся  по ф орм уле  

(3.26) (при значении t T = 1,711, числе степеней свободы - 4=28-3-1=24, согласно Прило
жению, таблица П.2):

0,1951 - 1,711 ■ 0 .1 5 8 9  5,15,5,0,1951  + 1,711 ■ 0,1589;

-0 ,0 7 6 8  < $ ,< 0 ,4 6 7 0 ;

0 ,0 6 6 8 -1 ,7 1 1  ■ 1 .1758  <р>2< 0 ,0668  + 1 ,711- 1,1758;

-1 ,9 4 5 0  < р,< 2,0786;

2 ,1511 - 1.711 ■ 0 ,2 2 9 5  5  (535  2 ,1511  + 1,711 ■ 0,2295;

1 ,7584  < 5 , 5  2.5438.

7) Зн а чи м о ст ь  коэф ф ициен т ов  р егр есси и  ( b i ) ,  (Ь г), (Ьз) определяет ся  с использованием  

крит ерия  С т ы оден т а  по ф о р м уле  ( 3 .2 4 )  :

, _ М , 2 d ^ L - I 23<tT -1711-
' Sb, 0.1589 ' ■ •

І6,1 0,0668 г
= к !"= ТІ758 = 0,06 К ‘ = т 1 ;

Судя по критерию Стьюдента, коэффициенты регрессии (Ь,) и (Ь2)  статистически не
значимы, следовательно, они могут быть исключены из полученного уравнения (имеет 
место достаточно высокая корреляция между расходами рек - аналогов).
8) Д л я  проверки  ка ч ест ва  пред ска за н и я  р е зу л ь т а т о в  по  п о луч ен н о м у  уравнению , по
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формуле (3,22) вычисляется остаточная дисперсия

t ( Y , - Y , ) 3
S: -о̂епі. —

2285,82 
п - к - 1  2 8 - 3 - 1 = 95,24,

которая сравнивается с дисперсией среднего (S r  = 204,78 ) и с помощью F”-критерия, 
определенного по Приложению (таблица П.4.1) при числе степеней свободы - 
(4,-28-1=27), (v ,=28-3-1 =24) и 5%-ном уровне значимости, устанавливается соотно
шение (F) и (F")

204,78
95,84 = 2,15 > F m = 1,98.

Вывод
Полученное уравнение предсказывает годовые расходы воды реки Птичь-с. Лучицы 
2,15-раза лучше, чем их средняя величина.

в

3.4 Нелинейная множественная регрессия
В тех случаях, когда методами линейной множественной регрессии не 

удается получить приемлемую математическую модель, прибегают к мо
делям нелинейной множественной регрессии.

Первый этап нелинейного множественного анализа - получение, так 
называемой, квадратичной формы или модели второго порядка, имеющей 
вид

Y j =  Ро +  P i +Р2 Х и+...+р;-Xj,+...+pk Xki +

+ Р22 -Х І+...+pj, X}i+...+pkk -X*. ++Р,2 Х„ Х2І + (3.27)
+ Ри-Х„ Хзі+...+Ej.

Аналогичным способом можно получить и модель более высоких по
рядков, повышая степень уравнения до тех пор, пока уменьшается оста

точная дисперсия (§L r.). Для определения оценок коэффициентов рег

рессии (b0), (bj), (bjra), (by), модель типа (3.27) приводите^ к линейному виду 
путем замены переменных: Х 'И=Х|,-; Х'2=ХИ, ...Х'к+и=Хи2; X’k+2.j=X2,i2 ...; 
затем, параметры нового (расширенного) линейного полинома определя
ются по методике, приведенной в разделе 3.3. В случае неадекватности мо
дели второго порядка, используется модель третьего порядка. Однако, 
вряд ли стоит механически добавлять в модель члены более высоких по
рядков. Часто оказывается продуктивным исследование возможностей
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каких-то иных преобразований предиктов, откликов или и тех, и других, 
одновременно. Таким образом, другой формой проведения нелинейного 
регрессионного анализа является использование, так называемых, 
"внутренне линейных" форм уравнений, т.е. форм, которые легко линеа
ризируются логарифмированием или другим преобразованием.

Рассмотрим Некоторые из приемов, используемых в практике нели
нейного регрессионного анализа: 

а) мультипликативная модель -

где ро, Р|, Р2,.-., Pj, ...Pk - неизвестные параметры; ej - мультипликативная 
случайная ошибка. Логарифмирование уравнения (3.28) по основанию 
позволяет перевести модель в линейную форму

Далее, производится замена переменных : Y'—lnY,; р'0=1пр0; Х'|,=1пХи; 
Х'2,=1пХй,„;и т.д. Преобразованная модель (3.29), с заменой переменных, 
имеет форму уравнения (3.19) и, поэтому, возможно применение стан
дартных методов исследования линейной регрессии, описанных в разделе 
3.3. В конце расчетов производится только одно обратное преобразова
ние для получения величины (Ро); 

б) "обратная"модель •

(3.28)

InYj = lnp0 + Р, -1пХп +Р2 1пХ2і+... 
...+pj -1пХ;,+...+рк 1пХкі + 1п£,. (3.29)

Ро + Pi ■ Хн + p2 • X2i+...+Pj • Xjj+...+Pk • X ki + 8j
(3.30)

Обращая обе части, получим

(3.31)

логарифмируя обе части по натуральному основанию, получим

г) комбинированная модель -

Y,=
1 + ехр(Р0 + р, • Х„ + р2 • X 2j+...+Pj • Х я+...+рк ■ X ki + £j) ’

(3.34)
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применяя обращение и вычитая единицу, затем, логарифмируя по нату
ральному основанию обе части уравнения, получаем -1п(— - 1) = Р0 + Pi • Х „  + р2 ■ Х и+...+Р̂  • Х^+...+рк • X ki + Е; . (3.35)

Данный пример (последовательного преобразования зависимой пе
ременной) используется для приведения сложной нелинейной модели к ли
нейному виду. Более простые модели преобразований, приводятся ниже;

д) "обратное " преобразование -

Yj = Р0 + Р. • r j — + Р 1 о 1 „  1
J2 ' Т Г “ +- "+ Р і , ^7“ +- + Рк *^Г~+ Б і

Л 2і Л і і

(3.36)
ккі

е) логарифмическое преобразование -

Yj = Ро + Р г  InХ м + Р2 • In- X^+.-.+Pj • lnXjj+...+Рк • lnX kj + E; ; (3.37)
ж) преобразование типа квадратного корня -

Yj = Р0 + Pi • -\/Х|7 + Р2 ' > /х 7 + -+ Р ] ' • з /Х ^  + в, . (3.38)
Мерой тесноты связи в нелинейной зависимости служит множест

венное корреляционное отношение, которое вычисляется по формуле 
(2.26), при использовании для вычисления (Yj) нелинейной формы урав
нения. Сравнение множественного корреляционного отношения с коэффи
циентом множественной корреляции, вычисленным по линейной форме, 
бает некоторое представление о "кривизне" изучаемой зависимости. Ясно, 
что cyufecmeyem множество преобразований и можно постулировать мо
дели, содержащие меньшее или большее количество факторов. В одной и 
той же модели может содержаться несколько различных преобразований. 
Нередко трудно решить, что предпочесть, если можно сделать любое 
преобразование. Часто выбор осуществляется на основе предыдущих 
знаний о входящих в модель факторах. Цель преобразований такого ро
да состоит в том, чтобы получить для преобразованных переменных бо
лее простую регрессионную модель, чем для исходных. Процедура мно
жественного регрессионного анализа громоздка, трудоемка и изначально 
ориентируется на применение ЭВМ.

Множественный нелинейный регрессионный анализ нами использо
вался для получения регрессионной модели нормы годового расхода малых 
рек Беларуси

Q = 2,3 -К)'6 ■ Х ош  (< р  + 300)о ш  (JP + 1)о т  ( f a + / „  + i f ' 07 -F , m  ,
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где Q - норма годового стока, м?/с; X  - годовая норма атмосферных осадков, мм; 
(((1+300) - географический параметр, в котором ф - широта центра тяжести водосбора 
в километровой сетке с началом координат в Минске, км; JP - уклон реки, fa ,  - пло
щадь водосбора, занятая сухим лесом, %; / х, - площадь водосбора, занятая лесом на за
болоченных землях, %; F - общая площадь водосбора, км2. Линейное корреляционное от
ношение предлагаемой \шми модели - R—0,937±0,0003.

О трудоемкости построения и испытания данной модели можно судить по тому, 
что нами использовались 12 факторов, в той или иной степени влияющих на формирова
ние стока более чем 100 рек Беларуси, в различном их сочетании, с соответствующей 
отбраковкой несущественных из них, апробацией и оптимизацией модели на независи
мых экспериментальных данных.

3.5 Выбор оптимальной модели
Теоретически, точность аппроксимации можно повысить одновре

менно с повышением степени полинома, однако, практически, для поли
номов высоких степеней, при проведении матричных операций на ЭВМ 
накапливаются столь значительные погрешности округления, что решение 
становится невозможным. Поэтому, на практике обычно ограничиваются 
построением полинома второго порядка и проведением шагового регресси
онного анализа, с включением или исключением переменных. Для выбора 
оптимальной формы регрессии было бы лучше всего вычислить коэффици
енты всех возможных уравнений регрессии, а затем выбрать "лучшее" 
уравнение по минимальной остаточной дисперсии или значению коэффици
ента корреляции. Однако, такое решение задачи не всегда реально. На
пример, общее число уравнений при 10 определяющих факторах состав
ляет 2,0= 1024. Если сюда добавить и нелинейные формы уравнений, то 
чисто технически решение такой задачи проблематично. Возникают 
трудности, также, при выборке из нескольких уравнений с одинаковыми 
статистически значимыми критериями, когда необходимо принять во 
внимание следующие моменты: 1) могут быть основательные теоретиче
ские причины, которые заставляют нас поверить в то, что регрессионное 
уравнение имеет определенную математическую форму; 2) регрессионное 
уравнение должно обеспечить наибольшее приближение к наблюденным 
значениям (тогда уравнение может быть с достаточной уверенностью ис
пользовано в прогнозных целях); 3) регрессионное уравнение должно 
быть как можно более простым, но, при этом, адекватно описывать ис
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следуемые явления; исходя из требований пунктов 2,3, очевидна необхо
димость компромисса, и выбор "наилучшего" регрессионного уравнения 
становится субъективным.

При формальных методах отбора факторов для сравнения их важно
сти имеются пять показателей: 1) коэффициенты парной корреляции ме
жду функцией отклика и изучаемым фактором; 2) частные коэффициенты

-2
корреляции; 3) t-критерии Стьюдента; 4) остаточные дисперсии (S ОСТ. ); 5) 
частные F-критерии Фишера.

Решающее значение при выборе того или иного фактора имеют при
рода явления или даже интуитивные представления о важности этих фак
торов. В литературе встречается множество подходов к построению рег
рессионных моделей, но, в принципе, это методы: включения переменных; 
исключения переменных.

Алгоритм множественного регрессионного анализа методом включе
ния факторов (переменных) следующий:

1) вычислить частные коэффициенты корреляции;
2) ранжировать факторы по значению коэффициентов корреляции

3) построить линейную модель с одним фактором, у которого част
ный коэффициент корреляции наибольший;

4) вычислить (R), (R2) и (̂ S OCT.̂ j J

5) добавить следующий фактор, у которого коэффициент корреля
ции наибольший из оставшихся и построить регрессионную мо
дель типа (3.19);

6) вычислить критерии для оценки качества предсказания результа
тов опыта на базе модели (R, R2 и sLt. );

7) вычислить выражения

и

в которых Sj и Sj+1- относительные ошибки при использовании (j) и 
(j+ 1)-факторов; ау - среднеквадратическое отклонение исследуемо-

S j+i S j 
а у о у

>е ;

|R  J+I ~  R j |  >  Р  >

(3.39)

(3.40)
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го ряда; Rj и R j+t - соответственно, коэффициенты множественной 
корреляции; е и р - заданные пороги чувствительности модели;

8) если условия (3.39) и (3.40) выполняются, то привлекается очеред
ной фактор и расчет продолжается с пункта 5;

8.1) если условия (3.39) и (3.40) не выполняются и первые из (j) - фак
торов значимы, модель считается построенной.

Алгоритм множественного регрессионного анализа методом исключе
ния факторов (переменных) основан на принципах, изложенных выше 
(для метода включения переменных):

1) уравнение регрессии расширяется сразу до полной квадратичной, 
при возможности, - до полной кубической формы;

2) исключение начинается с фактора, имеющего наименьший t- 
критерий Стьюдента;

3) после исключения очередного фактора, для нового уравнения рег
рессии, вычисляются: множественный коэффициент корреляции, 
остаточная дисперсия, и т.д.;

4) для прекращения исключения факторов используются подходы-
4.1) исключение прекращается, начиная с момента увеличения оста

точной дисперсии,
4.2) то же, исходя из условия назначения уровня значимости (а, %) 

при вычислении t-критерия Стьюдента для последнего оставляе
мого фактора.
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4 МЕТОДИКА АНАЛИЗА ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ

В предыдущих разделах, определяя расчетным путем, как случайные 
величины, некоторые гидролого-климатические характеристики, мы не ка
сались методик учета характера их появления во времени. Случайная 
функция представляет собой обобщенное понятие случайной величины при 
ее распределении, как правило, относительно координат пространства и 
времени. Причем, случайная величина, получаемая опытным путем, имеет 
неизвестные заранее значения. Конкретный вид случайной функции назы
вается реализацией случайной функции.

При исследовании природных явлений целесообразно, а иногда и просто 
необходимо, считать их случайными процессами. Случайным временным 
или стохастическим процессом принято называть некоторое множество 
функций времени, которое можно описать некоторыми статистическими 
закономерностями. Каждая отдельная функция времени называется выбо
рочной функцией или, при конечном интервале времени, - реализацией слу
чайного процесса.

Временной ряд - есть перечень значений случайной переменной в за
висимости от времени. Обычно, интервал времени между наблюдениями 
случайной переменной (временной интервал) постоянен.

Класс случайных функций, или случайных процессов, включает в себя 
широкий набор процессов (от случайных, не зависящих от предшест
вующих значений, до строго периодических, легко предсказываемых в 
последующее время).

Классификация случайных процессов обычно выполняется при их 
группировке по следующим признакам:
1) по числу реализаций с разделением их на многомерные и одномерные 
(одномерные - частный случай многомерных; считаются удовлетворяю
щими, как правило, условиям стационарности и эргодичности);
2) по зависимости их характеристик от времени (стационарные - в кото
рых средняя амплитуда и характер колебаний "X(t)" существенно не из
меняются во времени; нестационарные - имеющие определенную тенден
цию изменяться во времени). С известным приближением, на некоторых 
временных отрезках, нестационарные процессы могут считаться стацио
нарными. Кроме того, большое число процессов, которые не могут по 
определению рассматриваться как стационарные, можно с допущениями 
описать как стационарные. Например, если нестационарность функции
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вызвана изменяющимся во времени математическим ожиданием - mx(t), 
то процесс легко может быть приравнен к стационарному преобразова
нием типа:

приводящим к математическому ожиданию, соответственно, равному 
нулю или единице. Случайный процесс называется стационарным, в ши
роком смысле, если его математическое ожидание не зависит от времени 
(t), а корреляционная функция - rx(t) является только функцией интерва
ла времени

п>х (0 = mx = const ; гх(t,t + х) = гх ; (4.3)

3) по множеству реализаций наличия (отсутствия) связей между харак
теристиками (эргодические и неэргодические). Эргодическое свойство 
стационарного процесса с о с т о и т  в том, что каждая отдельная выборка 
может характеризовать всю генеральную совокупность. Среднее (по 
времени) и другие характеристики случайного процесса можно прибли
женно определять по одной, достаточно длинной выборке. В качесгве 
формального признака используется оценка затухания корреляции до 
нуля (если автокорреляционная функция (r(t)), при (t->°o), стремится к 
нулю, - процесс является эргодическим). Если автокорреляции при увеличе
нии интервалов между сечениями (tj), (t,) стремятся к некоторой 
(iотличной от нуля) величине, то такая функция не является эргодичной. 
Эргодичность и стационарность - это два различных свойства случайных 
процессов. Каждый эргодический процесс является стационарным, тогда 
как стационарный процесс не обязательно должен быть эргодическим. 
Благодаря свойству эргодичности стационарных процессов, отпадает не
обходимость исследовать большое число выборок, данные о которых, 
как правило, отсутствуют, но достаточно исследовать одну выборку в 
течение длительного периода. Это свойство некоторых случайных про
цессов, как и свойство стационарности, существенно облегчает решение 
как гидрометеорологических задач, так и любых других задач рацио
нального природопользования. Поскольку практические наблюдения 
гидрометеорологических, гидролого-климатических и других природных 
явлений все же ограничены во времени, можно признать справедливым
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равенство во времени среднего значения множества выборок и среднего 
значения лишь с некоторой степенью достоверности;
4) по типу закона распределения случайной функции в каждом сечении 
(нормальные - гауссовские, если любая система сечений x(t|), x(t2),...,x(t„) 
подчиняется нормальному закону; пуассоновские; биноминальные, и дру
гие)-,
5) по типу корреляционных функций (в эколого - метереологических ис
следованиях - величина максимального сдвига ”ттах" между связанными се
чениями случайной функции; при ттах =1, имеют место процессы без по
следствия - непереходные, при ттах> 1, процессы с последствием - переход
ные). Случайные процессы, в которых корреляционные связи (r(l,t')*0), 
при (t=t),  называются цепями Маркова. При этом, если для каждого мо
мента времени вероятность любого состояния системы в будущем зави
сит только от состояния системы в настоящий момент (t0) и не зависит 
от предшествующих значений, математическая модель процесса называ
ется простой цепью Маркова. В таком процессе автокорреляция имеет 
место только между смежными членами ряда

r(t,t + l) = r(x = l)* 0  . (4.4)
Случайная последовательность - x(t), в которой для каждого момента 
времени (t) значения и вероятность любого состояния системы в будущем 
зависят от ее состояния в предшествующие моменты времени
л о ^ ,2,3,...,п), называется сложной цепью Маркова. Процессы, связанные 
по типу цепей Маркова с оценками вероятностей перехода из одного со
стояния в другое, часто называются переходными;
6) по характеру аналитического описания (с наличием или отсутствием 
тренда); в общем виде запись процесса (Z(t)) осуществляется -

как при наличии трендовой составляющей
ZO) = Xe(t) + XT(t) + X B(t) + S(t) , (4.5)

так при отсутствии тренда
Z(t) = Xu(t) + 4(t) , (4.6)

где Xo(t) - постоянная (средняя); XT(t) - трендовая; Хц(е) - циклическая; 
4(0 - случайная (шумовая) независимая составляющие. В зависимости от 
класса стационарного эргодического процесса, более развернутое анали
тическое представление для одномерных стационарных временных про
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цессов (рядов) может записываться следующими соотношениями:

в которых P(t) и q(t) - полиномы по (t). Уравнение (4.7) описывает линей
ный циклический процесс, у которого А - амплитуда, ю - основная угло
вая частота. С его помощью, в частности, можно было бы описать годо
вой ход температуры воздуха, сглаженных сумм атмосферных осадков 
или суммарного испарения с поверхности почвы. Уравнение (4.8) описы
вает процессы скользящего осреднения, где а  - весовой коэффициент, 
учитывающий предысторию. Уравнение (4.9) характеризует простой ав
торегрессионный процесс, называемый также марковским процессом 
1-го порядка, или простой инерционностью. Здесь, настоящее значение 
(X(t)) определяется предыдущим (X(t-l)). Независимо от ожидаемого ти
па колебаний, в целях физической интерпретации, ряд обычно расклады
вается на сезонную, циклическую компоненты, компоненту тренда и слу
чайный остаток. В связи с этим, анализ временных рядов целесообразно 
проводить по-этапно\ 1) выделение периодических, регулярных и сезон
ных циклов (годовой, сезонный, суточный ход); 2) выделение нерегуляр
ных циклов (тренд, непериодические, квази-периодические составляю
щие); 3) сглаживание и фильтрация отдельных частот; 4) проверка на 
случайность колебаний; 5) анализ однородности колебаний во времени и 
в пространстве; 6) прогноз колебаний.

Практика анализа временных рядов показывает, что общий ход или 
колебание гидрометеорологической случайной величины во времени 
представляет собой сумму нескольких колебаний. Некоторые из них но
сят периодический характер, другие - непериодический. Анализ любых 
временных рядов проводится, во-первых, с целью разделения их на пе
риодические и непериодические компоненты и, во-вторых, - для изучения 
каждой из компонент, в отдельности.
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4.1 Анализ периодических колебаний
Выделение регулярных циклов

К периодическим колебаниям в гидрометеорологических временных рядах 
относятся годовой и суточный ход гидролого-климатических, тепловод
нобалансовых и других характеристик. Годовой ход гидрометеорологи
ческой величины лучше всего можно проанализировать, вычислив сред
ние значения для каждого месяца или сезона и представив их в графиче
ском виде в зависимости от времени. Также, можно представить и сред
ние суточные величины, но подобный ряд безусловно даст случайные ко
лебания, обусловленные короткопериодическими нерегулярными изме
нениями. Суточный ход обычно анализируется либо по результатам на
блюдений в течение только одного месяца, либо по средним величинам за 
весь год, годовой ход анализируется - по результатам наблюдений в один 
и тот же час суток, - по средним суточным данным.

Гармонический анализ
Гармонический анализ получил наибольшее распространение при иссле
довании периодического хода гидрометеорологических параметров. В 
задачу гармонического анализа входит разложение функций на простейшие 
периодические. Такой анализ позволяет понять физическую сущность пе
риодических колебаний. Исходя из основных принципов математическо
го анализа, любую функцию, заданную в каждой точке интервала, можно 
представить бесконечным рядом синусоидальных и косинусоидальных 
функций (рядом Фурье). Метод подобного нахождения функций называ
ется анализом Фурье. Если в анализируемом ряду имеется конечное число 
точек, то все результаты наблюдений могут быть выражены конечным 
числом синусов и косинусов. Представление рядов конечной суммой членов 
с синусами и косинусами называется гармоническим анализом. Первая 
(основная) гармоника*> имеет период, равный длине всего исследуемого 
периода. Вторая гармоника имеет период, равный половине основного 
периода, третья - период, равный третьей части основного и т.д. Вооб
ще, если число наблюдений (п), то число гармоник (п/2).'•Различные гар
моники выделяются таким образом, что каждую из них можно рассмат
ривать как независимый объект и объяснять разными физическими при
чинами. Часто ход гидрометеорологической характеристики не может
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быть объяснен полно, в то время как отдельные гармоники этому объяс
нению поддаются. Однако, в каждую гармонику, в отдельности, не обя
зательно вкладывать отчетливый физический смысл. Так будет всякий 
раз, когда периодическая функция не носит синусоидального характера. 
Не всегда определяются все (п/2) - гармоник. Обычно, изменение перио
дической функцЛі достаточно хорошо описывается первыми двумя или, 
в крайнем случае, - тремя гармониками. Но, в случае периодических 
функций, дело обстоит совершенно иначе. Полную сумму, задающую слу
чайную переменную (X(t)), можно записать в виде

X(t) = X + Z(A , • s i n ( ~  i • t) + В, ■ c o s ( ^  i t ) ) .  (4.11)

To есть, временная сумма есть среднее плюс сумма всех (п/2) - гармоник. 
Здесь (Р) - основной период, или полный период периодической функции;
(І) - номер гармоники. Следует отметить, что (Р) не всегда равно (п). Если 
наблюдения производить каждые два часа одного дня, то (п=12), а 
(Р=24). Первые два члена суммы (4.11) проходят полный цикл за один 
основной период, а быстрее всего меняется последний член, имеющий пе
риод (2-Р/п), и если существуют какие-либо более короткие периоды, то 
их можно обнаружить только на основании более частых наблюдений. 
Гармонический анализ начинается с нахождения коэффициентов приве
денного ряда, каждый из которых может быть вычислен независимо от 
другого по следующим формулам:

A, = -  IX ( t)  s i n ( ^  i t) ; (4.12)
n t=i Р

B ^ - I x w W - ^
П t=l г

i t) , (4.13)

где i - может иметь любое целое значение от 1 до (n/2-l). Для последней 
гармоники (Ап=0), (Вп) - равно величине, получаемой из (4.13), но делен- 

Впной на 2, т.е. (-у-) - Далее рассчитываются значения амплитуды і-ой гар

моники и фазы (времени, при котором і-ая гармоника имеет
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максимум - ср̂)

С; = VA ? + Bf ; Фі = т—-т  • arc tg (^-) . (4.14)
2 ' Я1  В;

АВ связи с тем, что arctg(—L) имеет два значения (в интервале от 0 до
в і

"2 л"), для выбора правильного решения используется дополнительное 
условие

Фі = “ - г • arcsin(^-) . (4.15)
2-я-і Cj

Каждая гармоника учитывает некоторую часть полной дисперсии (a(t)). 
Если несколько первых гармоник учитывают значительную часть полной 
дисперсии (o(t)), то дальнейшие расчеты нецелесообразны. Дисперсия за 
счет і-ой гармоники равна (С?/2) для всех гармоник, за исключением по
следней, для которой она равна (Cf). Часть дисперсии, учитываемая і-ой 
гармоникой, может быть представлена в виде отношения величины 
(Cf/2) или (Cf) к полной дисперсии (а*)- Поскольку, никакие две гармо
ники не будут учитывать одну и ту же часть дисперсии (o(t)), то диспер
сии, учитываемые различными гармониками, можно складывать.

Исключение регулярных циклов
С  целью анализа нерегулярных колебаний временного ряда, необходимо, 
после выделения и анализа регулярных циклов, исключить последние, т.е. 
вычесть их из исходных данных так, чтобы можно было проанализиро
вать оставшийся временной ряд. Если период регулярного цикла короче, 
чем предполагаемые периоды нерегулярных колебаний, то для исключения 
регулярного цикла можно использовать только результат наблюдения в 
одной и той же точке цикла или использовать средние из всех результатов 
наблюдений за полный регулярный цикл. Так, для исключения суточного хо
да температуры воздуха, можно использовать только результат наблю
дения в конкретный час каждых суток (например, в полдень) или только 
средние суточные температуры. Если период регулярного цикла длиннее, 
чем период нерегулярных колебаний, то результат каждого наблюдения 
может быть выражен как отклонение от среднего (нормы). Например, 
если временной ряд состоит из средних месячных температур воздуха, то 
каждое значение можно заменить разностью между средней месячной 
температурой и климатической нормой температуры для того же месяца.
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В качестве примера, выполним гармонический анализ временного 
ряда средних месячных температур воздуха в городе Бресте. Исходный ряд 
представлен в таблице 4.1.

Решение
Таблица 4.1 Средние месячные температуры воздуха по метеостанции Брест

Месяц 'і°С Месяц t°C Месяц PC
1 -4,7 V 13,6 IX 13.1
II -3,8 VI 16,9 X 7,7
III 0,4 VII 18,4 XI 2,6
IV 7,3 VIII 17,4 XII -2,0

1) В зависимости от (п) и (Р) (для всех значений 7" и "I") составляется таблица мно

жителей (А,;  В)  (таблица 4.2): ( - - ( s i n ~ - i - t ) )  и ( ~ - ( c o s ~ - - i t ) ) .  Для последней
п  г  п г

гармоники (i=n/2) множители определяются как :(—-(cos—~  i - t )) .П г
2) Значения анализируемого ряда (таблица 4.1) умножаются на соответствующие 
множители (таблица 4.2) и произведения (в столбцах) суммируются. Суммы (по 
столбцам) являются коэффициентами Фурье. Далее, по (4.14), определяются амплиту
да (Cj) и дисперсия гармонического колебания (І), равная (а , - С ‘ /  2 ); результаты

расчетов вносятся в таблицу 4.3; под таблицей приведен ход расчета величин (А,); 
(В,); (С,); (<?,);( С ; / 2 ) .

Таблица 4.2 Множители (А,;В,) гармонического анализа результатов 12 наблюдений

2 .360°.2 . 360 . , -  
(-■ sin(— -  i-t) и — cos(-

П Г  П  Г
■i t ))

Номер
наблюдения

А, а 2 А, Аз ^5

1 2 3 4 5 6

1 0,0833 0,1443 0,1667 0,1443 0,0833
2 0.1443 0,1443 0,0000 -0,1443 -0,1443

3 0,1667 0,0000 -0,1667 0,0000 0,1667
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Продолжение таблицы 4.2
4 0.1443 -0,1443 0,0000 0,1443 -0,1443
5 0,0833 ■0,1443 0,1667 -0,1443 0,0833
6 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
7 -0,0833 0,1443 -0,1667 0,1443 -0,0833
8 -0,1443 0,1443 0,0000 -0,1443 0,1443
9 -0,1667 0,0000 0,1667 0,0000 -0,1667
10 -0,1443 -0,1443 0,0000 0,1443 0,1443
11 -0,0833 -0,1443 -0,1667 -0,1443 -0,0833
12 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

Продолжение таблицы 4.2

Номер
наблюдений

в , В; в , в ) В, Вб

1 7 8 9 10 11 12
1 0,1443 0,0833 0,0000 -0,0833 -0,1443 -0,0833
2 -0,0833 -0,0833 -0,1667 -0,0833 0,0833 0,0833
3 0,0000 -0,1667 0,0000 0,1667 0,0000 -0,0833
4 -0,0833 -0,0833 0,1667 -0,0833 -0,0833 0,0833
5 0,1443 0,0833 0,0000 -0,0833 0,1443 -0,0833
6 -0,1667 0,1667 -0,1667 0,1667 -0,1667 0,0833
7 -0.1443 0,0833 0,0000 -0,0833 0,1443 -0,0833
8 -0,0833 -0,0833 0,1667 -0,0833 -0,0833 0,0833
9 0,0000 -0,1667 0,0000 0,1667 0,0000 -0,0833
10 0,0833 -0,0833 -0,1667 0,0833 0,0833 0,0833
11 0,1443 0,0833 0,0000 -0,0833 -0,1443 -0,0833
12 0,1667 0,1667 0,1667 0,1667 0,1667 0,0833

A ,=0,0833- (-4.7)+(), 1443■ (-3.8) +0,1667• 0,4+0.1443■ 7.3+0,0833■ 13,6+ 
+0,000016,9+ (-0,0833)-18,4+ (-0,1443)-17,4+(-0,1667) 13,( +

+(-0,1443)- 7,7+ (-0,0833)-2,6+0,0000- (-2,0) =-6,2419;** 
В,=0,1443 (-4,7)+(-0,0833)-(-3,8) +0.0000-0,4+(-0,0833)-7,3+
+ (-0,1443)-13,6+(-0.1667)-16,9+(-0.1443)-18,4+(-0.0833)-17,4+

+0.0000-13,1+0,0833-7,7+0,1443-2.6+0,1667- (-2,0) =-9,1708;
С, = + В; = 4(-6.2419)2 + (-9,1708)2 = 11,0935 ;
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12 . - 6 , 2 4 1 9 .................
ф' = Л м ~ 1  ‘ arcsm(~ U jm T ) =~1 413;
с ;  / 2  = 61.5335.

Таблица 4.3 Результаты гармонического анализа средних месяч
ных температур воздуха по метеостанции Брест

І Vi Bi Q Фі С /  /2

1 -6,2419 -9,1708 11,0936 -1,11413 61,5335
2 -0,5628 0,3417 0,6584 -0,9789 0,2167
3 0,1033 0,3167 0,3332 0,2007 0,0555
4 -0,1587 4,1441 1,1550 -0,0658 0,6670
5 -0,0081 0.0374 0,0382 -0,0820 0,0007

6 - 0,0083 0,0083 0,0000 0,0000
3) Поскольку (S2~67,85), доля дисперсии, учитываемая первой гармоникой, определяет-

С; 613335
2 S -  67.85

второй гармоникой как - 
С: 0,2117

2 - S : ~ 67,85

= 09069 «91%,

= 0,00319 * 03%,

Выводы
Как и следовало ожидать, первая гармошка, описывающая годовой ход температуры 
воздуха в пункте Брест, учитывает большую часть общей дисперсии. Взятые вместе 
две первые гармошки описывают 95% суммарного изменения температуры. Вычислять 
дальнейшие гармоники нет необходимости.

4.2 Выделение и анализ нерегулярных циклов
Остаточные члены временного ряда, после исключения из исходного 

ряда периодов регулярных колебаний, по-видимому, не объединены ка
кой-либо особой периодичностью, т.е. не представляют собой явно вы
раженных циклов. Для такого временного ряда обычно характерно не
сколько типов колебаний:
1) короткопериодные флуктуации настолько малого временного мас
штаба, что они проходят за половину (меньше половины) периода ме
жду, следующими друг за другом, наблюдениями. Такие циклы не мо
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гут быть изучены из-за недостаточной частоты наблюдений; их влияние 
может быть в значительной степени исключено с помощью сглаживаю
щих, низкочастотных фильтров;
2) медленное, постепенное изменение случайной переменной в течение 
всего анализируемого периода, называемое трендом; тренд никогда не 
длится бесконечно, а скорее является частью колебаний с периодами, 
длительность которых сравнима с периодом наблюдений (тренды эффек
тивно исключаются с помощью высокочастотной фильтрации);
3) нерегулярные колебания, характеризующиеся промежуточным вре
менным масштабом.

Ниже приводятся основные методы выделения и анализа выявленных
нерегулярных циклов.

Скользящее сглаживание
Одной из причин получения противоречивых результатов исследований 
колебаний и связей является пренебрежение статистическими критериями 
оценки реальности полученных результатов. Часто, вообще, недооцени
ваются методические аспекты исследования гелиофизических связей и 
изменений климата. В климатологии широко используются различные 
методы сглаживания рядов, в частности, метод скользящих перекрываю
щихся средних. Суть его заключается в следующем. Если имеется ряд по
следовательных значений элемента (xi,X2,...,xn), то при осреднении по (т) 
членов, где (т<п), получим ряд

| т  |  т+1 | п
— Ххі> — ■ Цх...... — • Метод скользящих средних представляет
ГТ1 і=і Ш і=2 ГП i=n+l-m
собой фильтр, позволяющий гасить волны коротких колебаний и выде
лять колебания с большей длиной волны. Достоинством метода является 
то обстоятельство, что для волн синусоидального характера (если отне
сти осредненные члены к середине интервала) осредненная фаза не меня
ется. Вместе с тем, необходимо учитывать, что не все колебания, обнару
женные в таких рядах, реальны. Еще в 1927 году Слуцким Е.Е. было до
казано, что сложение случайных причин может порожд<Лъ волнообраз
ные ряды гармонического характера. Возникновение таких волн связы
вается с тем, что при скользящем осреднении влияние каждого члена ря
да распространяется на (т )  - членов скользящего ряда (п), и между ними 
может возникать корреляция. По этим же соображениям, следует избе
гать многократного сглаживания. Кроме того, этот метод растягивает и
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сглаживает резкие скачки в ряду и, тем самым, может создать представ
ление о циклах с длительностью, равной тройному периоду осреднения, 
аналогичному при ложном заключении о наличии трехлетнего периода в 
случайном ряду по числу экстремумов, число которых теоретически рав
но (2/3).

Другим, ча<Л? применяющимся методом исследований колебаний 
климатических характеристик, является метод интегральных или инте
грально-разностных кривых. Если обозначить отклонение каждого члена 
ряда ( х і )  через (d, = х, -  х), то интегральным называется ряд, члены кото
рого равны -

(х,), (х ,+х,), (х, + х2+ х,),...,(х,+х,+...+х„),
а интегрально-разностным - ряд, члены которого равны-

(d,), (d, + d 2), (d, +d, + d 3).....(d, + d,+...+d„).
Интегрирование (суммирование) периодических или циклических коле
баний увеличивает амплитуды подобных колебаний пропорционально 
длине соответствующего периода, облегчает выделение низкочастотных 
колебаний. Метод интегрально-разностных кривых может быть реко
мендован, когда важны кумулятивные свойства ряда, например, при ин
терпретации рядов осадков, стока, суммарного испарения и т.д. Однако, 
как и в случае скользящего осреднения, при этих методах, вследствие 
увеличения внутрирядной связности суммируемых последовательностей 
(хі), (di), может возникать ложная цикличность. Кроме того, даже при ис
ходном бессвязном ряде в середине интегрально-разностного ряда, дис
персия его членов будет наибольшей и наложение случайных ошибок 
может увеличивать амплитуду случайных колебаний в этой части ряда.

Выделение тренда
Поскольку тренды используются для оценки тенденции будущих значе
ний ряда, исключение тренда - одна из основных задач анализа нерегу
лярных колебаний. Обычно, тренд выделяется по методу наименьших 
квадратов способом скользящей средней или по определенной, характер
ной для данного ряда аналитической формуле, т.е. находятся средние (х.) 
и соответствующие отклонения аномалий (d) от среднего (х) или уровня 
аналитической кривой (x(t)). Алгебраически можно показать, что при пе
реходе от уровней к их разностям (d) исключается влияние общей тен
денции на колеблемость. Если тренд ряда может быть представлен пря
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мой (у, = a  + b -t), то, обозначая последовательные моменты времени че
рез (ti,t2,...,tn), получим для:

t = 1 - у, = a  + b + dy, ;
t = 2 - у2 = a  + 2-b + dy, ;
t = 3 - Уз = a  + 3-b + dy, ; •
t = 4 - y4 = a  + 4 ■ b + dy4

Найдем первые разности -

Д'. =У2-У, = b  + (dy2- d yl);' 
Д'2-У 3-У 2 = b  + (dy3- d y2); 

Д'з =У4-Уз = b + (dy4- d y3)

Так как во всех разностях присутствует одна и та же константа (Ь), то 
очевидно, что колебания рассчитанных разностей (Д) зависят только от 
(dy), т.е. влияние общей тенденции (тренда) механически исключается. 
Для случая, когда исходные данные изменяются по параболе 2-го поряд
ка (у, = a  + b + c - tJ), получим, при (t, =у,), (t, = a  + b + c + dyl), при 
(t, = у,), (t2 = a  + 2 b + 4-c + dv,) и т.д. Находим первые разности

(4.16)

(4.17)

А, = У, -  У, = b + 3-c + (dy, - d yl); 
А2 = y3- y 2 = b + 5-c + (dy3- d y2); 

А'э =У2-У 2 = b + 7-c + (dy4- d y3)

Как видно, первые разности содержат, кроме постоянного (Ь), еще и пе
ременные слагаемые (Зс, 5с, 7с,...). Чтобы добиться устранения влияния 
общей тенденции, на основе первых разностей (Д')> ра^читаем вторые 
разности (А ")

Д;'= д; -  Д; = 2■ с + (dy3 -  2• d y2 + d yl); 
Д "= Д з-Д ; = 2 с + (бу4- 2 - б у3+ б >2) • (4.19)
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Как видно, колебания (Д ') определяются только величинами (dy), так как 
(2с) - величина постоянная во всех вторых разностях. Таким образом, для 
дальнейших исследований следует оперировать не с исходными рядами, а 
с их разностями различного порядка : при линейном тренде - с первыми 
разностями, при параболическом - с вторыми разностями, при аппрок
симации зависимости параболой (п)-го порядка или полиномами - с раз
ностями (п)-го порядка. Простейший прием экстраполяции динамики ря
дов или их тренда следующий:
1) проводится обобщающая линия, отражающая тенденцию ряда на ос
нове зрительного впечатления о расположении фактических точек;
2) определяется постоянство и рассчитывается средний абсолютный при

рост з а  последние годы - ^ Д  = ——p j . Далее, он последовательно при

бавляется к оценке тренда на последний срок столько раз, на сколько пе
риодов экстраполируется ряд. Можно также уменьшить последний член 
тренда на коэффициент роста в степени , пропорциональной периоду 
экстраполяции;
3) устанавливаются соотношения изменений показателей динамики срав
ниваемых рядов на основе корреляции между ними.
На рисунке 4.1 показано выделение тренда урожайности яровой пшеницы.

Рисунок 4.1 Колебания урожайности яровой пшеницы (1) в Поволжье и 
линия тренда (2).

Автокорреляционный анализ
Автокорреляция означает корреляцию параметра с самим собой. Коэф
фициенты автокорреляции являются коэффициентами линейной корре- 
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ляции между значениями временного ряда в данный момент времени и 
его же значениями в последующий момент времени. Для практических 
целей коэффициенты автокорреляции определяются по формуле

П - Т - 1  __ _

L  (Хі-х) (хі+т-х )
= ---------— i----- - (4.20)

( n - T - l ) - O j

где I - запаздывание; x - среднее значение ряда; а гх - его дисперсия. Если 
запаздывание мало, то в природных процессах коэффициенты автокор
реляции обычно положительны, поскольку для природных процессов ха
рактерна устойчивость. По мере увеличения запаздывания, коэффициент 
автокорреляции уменьшается и может стать отрицательным. Зависи
мость между коэффициентом автокорреляции и периодом запаздывания 
носит название автокорреляционной функции и графически представляется 
автокоррелограммой (рисунок 4.2).

Рисунок 4.2 Автокорреляционная функция годовых величин испаряе
мости - максимально возможного испарения (по данным 
метеостанции Брест).

В зависимости от динамики развития исследуемого процесса, корреляци
онные функции имеют различную степень внутрирядной связности и, как 
следствие, - различный вид и форму аппроксимации. НЛример, корре
ляционная функция чисто случайного ряда имеет один всплеск при сдви
ге (т=0), при остальных сдвигах (г(т)) - она равняется нулю. Достаточно 
простой вид имеет корреляционная функция процессов по типу простой 
цепи Маркова

г(х) = [г(т)]' * Г в(,). (4.21)
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Корреляционная функция (г(т)) случайного ряда (периодом "т"-лет), 
сглаженного скользящим образом, определяется равенством

г(т) , (4.22)
m

а ряда из суммы синусоид (x(t) = £<xk • sin (со • t)) - соотношением
r(T) = £ b k cos(cok T) . (4.23)

Корреляционные функции, несмотря на их универсальность, часто не 
поддаются интерпретации. Кроме того, непосредственно по ним трудно 
установить сопряженность колебаний с тем или иным периодом. В связи 
с этим, при анализе структуры случайных процессов, используются спек
тральные характеристики, позволяющие оценить распределение ампли
туд (энергии) колебаний в частотной области. То обстоятельство, что ко
эффициенты автокорреляции отличны от нуля, означает, что многие из 
статистических оценок неприменимы, поскольку при их выводе предпо
лагается, что данные временного ряда независимы. С другой стороны, 
коэффициенты автокорреляции полезны при предсказании будущих зна
чений временного ряда. Получив автокорреляционную функцию, затем, 
необходимо решить вопрос о погрешностях ее определения. Важно отме
тить, что значения ее ординат содержат не только детерминированную 
(причинно обусловленную), но и случайную составляющую. Среднеквад
ратическое отклонение последней находится по соотношению

g r<*> ПрИ T = 1’2- - m- (424)
В случае, когда величины (г(т)) малы, отклонения коэффициентов авто
корреляции от их истинных значений распределены по нормальному за
кону. Тогда, доверительные границы (Н-нижняя, В-верхняя) для оценки 
автокорреляционной функции, с доверительной вероятностью 95%, мо
гут быть найдены как:

Необходимо отметить, что данные зависимости получены в предположе
нии нормальности статистического распределения параметров природ
ных процессов. Тщательное изучение вопроса показывает, что отличия 
“от нормальности” невелики и, как правило, в целом не нарушают ста
ционарности рядов. Вместе с тем, необходимо отметить, что оценки
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ошибок по соотношению (4.24) свидетельствуют о наличии достоверных 
связей только между смежными членами ряда (сдвиг т=1). Оценки более 
дальних связей в значительной степени отражают лишь случайные флук
туации выборочных данных, связанные с ограниченностью длительности 
имеющихся рядов, т.е. малодостоверны. Это исключает возможность ис
пользовать их в целях экстраполяции (прогноза на будущее). Вместе с 
тем, эмпирические автокорреляционные функции, при т>1, могут рас
сматриваться как показатели цикличности многолетних колебаний, осо
бенно при использовании массового материала. Здесь следует быть осто
рожным, особенно при интерпретации периодов, являющихся совпадени
ем по фазе двух циклов (например, увеличенные ординаты, при т=25, мо
гут быть следствием совпадения циклов меньшей продолжительности: 
т=8 и т=17 лет). Если проверка на достоверность производится относи
тельно простой цепи Маркова, т.е. проверяется гипотеза об отсутствии 
внутрирядных связей, например, при (т>3 лет), то построение довери
тельных интервалов производится при объеме информации

п — 1

л/1 — 2,2 - г, (1 + Гі)2 ’
а оценка среднего квадратического отклонения как

(1 -г2(т))
G г! ~ '

(4.27)

(4.28)
г(,)

В общем случае, независимо от вида последовательности (xi,X2,...,xn), по
строение доверительных интервалов (г(т)) осуществляется по формуле

= t -о Г(т) О, (4.29)
где га, - доверительные границы (г(т)) для данного (т); ta - критерий 
Стьюдента с (п-т-1) - степенями свободы при данном уровне значимости 
(а); ащрО - среднее квадратическое отклонение выборочных значений 
(г(т)), определяемое по системе зависимостей (4.27) - (4.28).

Взаимная корреляционная функция
Аналогично автокорреляционной функции понятие взаимной корреляци
онной функции. Эта функция характеризует зависимость значений одного 
временного ряда в данный момент от значений другого временного ряда 
в другой момент времени. Если имеются аномалии двух рядов-

ДХ|, Дх2,...,Дх,,..., A x n ]

Ay,,Ay2,...,Ay„...,AyNJ
(4.30)
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то оценку функции взаимной корреляции можно представить в виде
J N-т

:-------- 5>Хі-Дуі+т. при т>0,( N - t) - ct, o v і=іx ) a x a y
1

(4.31)

(N - |t[ ) -a x -0y І Лхг ЛУі+|т |-пРй T- ° -i=i
Первая из формул*описывает зависимость (у,.,) от (xt), вторая, наоборот, 
(xi+̂ j) от (yi). В противоположность автокорреляционной функции, вза
имная корреляционная функция необязательно имеет максимум при 
(т=0). Максимальное значение (г*у(т)) указывает на сдвиг между анализи
руемыми рядами, при котором эти ряды наиболее тесно связаны. И авто
корреляционная функция, и функция взаимной корреляции могут быть 
использованы в прогнозировании значения данной величины в зависи
мости от значения этой или другой величины в предшествующий момент 
времени -

x(t + т) = г(т) • х(т) + ш(т) - ̂ 1 - г 2(т) , (4.32)
здесь г(т) - коэффициент корреляции между (х(Н-т)) и (x(t)); ю(т) - некото
рая некоррелированная с (х(т)) функция, которая обычно определяет 
ошибку прогноза. В результате, по (4.32) получаем, так называемый, ста
тистический метод прогноза по одной точке предыстории. Прогнозируе
мая величина (x(t+t)), при этом, будет всегда близка к последнему значе
нию (x(t)). Отметим, что включение в прогностическое соотношение пе
ременных за более ранние сроки не всегда приводит к положительным 
результатам, так как чаще всего оказывается, что прогностические урав
нения типа (4.32) нарушаются при проверке на других периодах. Многие 
свойства взаимно корреляционных функций идентичны свойствам авто
корреляционных функций, но имеется и различие. Так, свойство четности 
у взаимных корреляционных функций заменяется симметричностью ну
левого сдвига, т.е. (гху(т)*гХу(-т)). Другое отличие в свойствах определяет
ся тем обстоятельством, что фазы колебаний взаимодействующих про
цессов далеко не всегда совпадают. Из этого следует, что гармоники с 
одинаковыми фазами и периодами колебаний на графике взаимной кор
реляции будут образовывать всплески, соответствующие максимальным 
амплитудам циклов при нулевой разности фаз. Различие частот, наобо
рот, приводит к взаимной корреляции, близкой к нулевым значениям.
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Автоспектральный анализ
С помощью автокорреляционной функции можно описать внутреннюю 
структуру процесса, определяемую доминирующими компонентами, во 
временной области. В тех случаях, когда процесс складывается из состав
ляющих разных временных масштабов (явление, широко распространен
ное в гидрометеорологии), знание структуры процесса во временной об
ласти часто оказывается недостаточным. При решении многих природо
ведческих (природопользовательских) задач необходимо также знать 
распределение интенсивности процесса между составляющими различ
ных временных масштабов, т.е. необходимо выполнить описание случай
ного процесса в частной области. Для этой цели используется спектраль
ное разложение процесса. Спектр временного ряда аналогичен оптиче
скому спектру, который показывает вклад различных длин волн или час
тот в энергию заданного источника света. Физический смысл спектра 
временного ряда состоит в том, что он показывает вклад колебаний с 
различными частотами в полную дисперсию временного ряда и, следова
тельно, может быть получен с помощью метода гармонического анализа. 
Если вычислить все (п/2) - гармоник и построить график полуквадрата их 
амплитуды, как функцию частоты, то разброс точек окажется очень 
большим. При этом, если построить спектры для двух отдельных частей 
одного стационарного временного ряда, то отдельные точки спектра бу
дут занимать совершенно различное положение, поскольку отдельные 
резкие пики в нерегулярных колебаниях временного ряда носят чисто 
случайный характер. Поэтому, с помощью спектрального анализа обыч
но не пытаются определить амплитуды отдельных гармоник. Его целью 
является нахождение сглаженного спектра, который остается одинако
вым для различных частей одного и того же временного ряда. При этом, 
рассматривается не спектр данного короткого временного ряда, а спектр 
бесконечного длинного временного ряда, из которого данный временной 
ряд представляет собой короткую случайную выборку. Для длинного ря
да можно определить сг лаженный спектр, использовав соответствующую 
методику предельного перехода. Задачей практического спектрального 
анализа является оценка этого сглаженного спектра на основании данно
го короткого ряда. Спектральное разложение отображает стационарную 
случайную функцию в виде разложения на периодические колебания раз
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личных частот (ші). Если имеется какой-либо квазигармонический про
цесс, представляемый набором гармоник

х(0 = х + ]Г(А, coscot,+В, sincot,) , (4.33)
i-l

то его спектром называется функция

С>=7А? + В:, (4.34)

описывающая распределение амплитуд гармоник по различным часто
там. В отличие от простых колебательных движений, стационарный слу
чайный процесс описывается каноническими разложениями случайных 
процессов типа

х(0 = х(0 + ]ГЭ| ф,(0 , (4.35)
где x(t) - математическое ожидание случайной функции; 9 ,,Э2,...,Эга - 
-некоррелированные случайные величины с математическим ожиданием, 
равным нулю. Плотность распределения дисперсий по частотам непре
рывного спектра называется спектральной плотностью дисперсии или 
спектральной плотностью стационарной случайной функции (S(x)). Та
ким образом, дисперсия будет представлена в виде

D, = JS,(co)-dco . (4.36)
О

Иногда, при решении практических задач, вместо спектральной плотно
сти (S(x)) пользуются нормированной спектральной плотностью (Ч-'х(со)), 
связанной преобразованиями Фурье:

оо
Если положить (т=0) и учесть, что (г*(т=0)=1), получим ( J ¥  (co) dco = 1),

О х
т.е. полную площадь, ограниченную графиком нормированной плотно
сти, равной единице. Имея аналитическое выражение корреляционной 
функции, можно легко определить вид спектральной функции. Так спек
тральная плотность процесса (по типу простой цепи Маркова), корреля-
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ционная функция которой описывается формулой 

том выражения (4.38), будет определяться как

г(т) = г - ° (т>

У(Ш) =
ЯШ

- + d 2

с уче-

(4.39)

Если аналитическое выражение корреляционной функции неизвестно или 
аналитическое описание носит сложный характер, то аппроксимация по
динтегральной функции осуществляется кривой с соответствующим пе
реходом от точного значения ее площади к приближенному значению, 
как суммы площадей конечного числа трапеций

..... л 2 sin(ce-t>) sin(ra-A,) ,„ч
я из ю -t, ю • А,

где n=rt-r,-i - разности ординат соседних переломных точек ломаной кри
вой функции; Ді=(ті-Ті-і)/2 - полуразности абсцисс соседних точек; tRTi+Ді - 
абсциссы середин между этими точками; ш=2я/Т - круговая частота; т -  
максимальный сдвиг (W ). Расчет спектральной функции ведется по вы
ражению

г  2 и-; TfiO
=г-+—-Е (г, cos(t— 11))+(-1)11m ш  т- 1  2-т т

(4.41)

где i - номер гармоники (1=1,2,..., п); т  - максимальный сдвиг; г0 и гт - 
-значения (г(х)), при (т=0) и (т=ш). Значения (%) и СРт) нужно уменьшить 
в 2 раза. Период колебания и номер гармоники связаны соотношением

Т = — . (4.42)
1

Отсюда период первой гармоники принимается равным (2-т) , второй - 
(т), третьей (2-т/З), и т. д. Приближенная оценка доверительной грани
цы (1в) когерентности, при уровне вероятности (Р), производится по фор
муле Г удмена

1ДН(ш)) = V l-P ‘,M, (4.43)
„ z - iN -m /z  „в которой t = ———------  - число степеней свободы (N) данных реализа-

m
ций; m - число запаздываний. Значения когерентности при 1% и 5%-ном 
уровнях значимости для различного числа степеней свободы приведены в 
таблице 4.4.
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Таблица 4.4 Доверительные границы когерентности (Н(со))

Уровень 
значимости, %

Степени свободы
4 10 20 40

1 0,89 0,63 0,46 0.33
5 0,80 0,53 0,38 0,27

Из табличных Яшиных следует, что, при числе степеней свободы ?. = 20, 
когерентность, равная 0,38 и больше, будет недостоверна в одном случае 
из 20. При использовании спектрального анализа для решения каждой 
конкретной задачи необходимо исследовать соотношения между времен
ным шагом выборки (At), длиной выборки (N), максимальным сдвигом 
корреляционной функции ( т  шах) для расчета спектра, числом степеней 
свободы (< = 2 ' N # m )  и нормированной стандартной ошибкой (astj) 
оценок функции спектральной плотности. С одной стороны, число сдви
гов (т) должно быть мало по сравнению с длиной выборки, число степе
ней свободы (£) - возможно большим. Это сохранит определенную сте
пень статистической надежности. С другой стороны, число сдвигов 
должно быть достаточно большим, чтобы получить большее разрешение 
по полосе частот; при этом, надежность статистических оценок в преде
лах частотной полосы уменьшается. Обычно, выбор максимального вре
менного сдвига (traax^m) производится, исходя из возможной точности 
расчетов спектральной плотности, в частности, по формулам

Т 2<>0 2-л-п.
~ 5 0 ~ ’

_ 2-71 п_ 
120 ’

тіо% -
2-7Т-П 

10 ’
(4.44)

где Т2°„ , Т5% , тіо% - значения максимального сдвига при допустимой по
грешности расчета - (S(co)), соответственно, 2; 5; 10%. Большинство авто
ров, при 50...100-летних рядах наблюдений, принимают - Тшах=10...30 лет. 
Спектральные функции, рассчитанные по выборочным данным, будут 
отличаться от спектра генеральной совокупности. Как и в случае оценок 
одномерных распределений, при оценке значимости спектра используется 
нуль-гипотеза. Нуль-гипотеза заключается в предположении отсутствия 
гармонических колебаний в спектре исследуемого ряда на фоне спектра 
реализации “белого” (горизонтальная линия - нулевой континуум) или 
“красного” шума (убывающая экспоненциальная линия). Предполагает
ся, что исходная выборка не случайна, а ее значения распределены по 
нормальному закону. Гипотеза проверяется в результате сравнения 
(Sx(co)) со значениями (S(a>)) заданной обеспеченности, принимаемыми за
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границы доверительного интервала (Ip(Sco)). В этом случае, спектральные 
оценки полагаются приблизительно распределенными по значению (х2) и 
нормированными на число степеней свободы (( )

S(G)) = y ,

где І - число степеней свободы, определяемое как
„ 2- N-0.5-T

(4.45)

(4.46)

N - объем выборки, используемый для оценки спектра; тга - максималь
ный сдвиг на коррелограмме. Тогда для отыскания доверительного ин
тервала (Ip(SJ) справедливо равенство_

(4-47>
в котором Sx(co) - средний уровень спектральной плотности 
(приравниваемый к “белому шуму”), вычисляемый в интервале значений 
автокорреляционных функций в пределах сдвигов (запаздываний от 1 до 
"т"). Выход пиков на спектрограмме за границы заданных (Iр(S,о)) будет
свидетельствовать о достоверности выявляемых частот колебаний. Веро
ятностные точки распределения (х И )  даны в таблице 4.5.

Если имеются только таблицы (х2), а не (х 2 I t ) ,  то ПРИ исследуемом 
уровне значимости (а) получаются отысканием значения (хІ)> которые 
соответствуют значениям (t ) ,  с последующим делением на (І).  При зна
чительном вкладе в исследуемый процесс “красного шума” марковского 
процесса первого порядка, средний уровень спектральной плотности 
(линейный в силу стационарности случайного процесса) превращается в 
нелинейный, убывающий к низким частотам. Оценка континуума 
“красного шума” осуществляется с использованием выражения

Sk(co) = St(co)-------------b i i l L ) -----— г - , (4.48)
1 •+• г/(т,) — 2 - г, (т,) • cos——

которое содержит значения автокорреляционной функции единичного 
(и) и максимального (тт) сдвигов, превышающих, при (ті), значение (г(х)), 
равное 0,4.
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Таблица 4.5 Вероятностные (по Халду) точки распределения (х2 / ()

Степени 
свободы, (

Вероятность в процентах
1 5* 95* 99 99,9

2 0,010 0,052 3,000 4,605 6,908
5 •0 .Ч 1 0,229 2,214 3,017 4,103
10 0,256 0,394 1,831 2,321 2,959
20 0,413 0,543 1,570 1,877 2,266
30 0,498 0,616 1,459 1,696 1,990
50 0,594 0,695 1,350 1,523 1,733
60 0,625 0,720 1,318 1,473 1,660
80 0,669 0,755 1,274 1,404 1,560
100 0,701 0,699 1,243 1,358 1,494
200 0,782 0,841 1,170 1,247 1,338
400 0,843 0,887 1,119 1,172 1,238
1000 0,899 0,928 1,075 1,107 1,144

Примечание: *) - вероятность, эквивалентная 95%-ой точке значимости для одно
стороннего критерия спектрального минимума.

Сглаженный спектр, как указывалось, может быть получен методом 
гармонического анализа с последующим сглаживанием амплитуд всех 
отдельных гармоник, посредством какой-либо алгебраической процеду
ры осреднения. Этот метод громоздок и в настоящее время реализуется 
на ЭВМ с использованием, так называемого, алгоритма быстрого преоб
разования Фурье. Винером и Хинчином отмечалась возможность вычис
ления спектра через корреляционные функции; Блэкман и Тьюки реали
зовали эту идею практически. Сегодня этот метод, практически, вытеснен 
другими методами, но процедура Блэкмана-Тьюки для небольших запаз
дываний сохраняет свою актуальность. Ниже дается алгоритм вычисле
ния спектра с использованием процедуры Блэкмана-Тьюки:
1) если среднее временного ряда (х(і)), состоящего из (п) - членов, не рав
но нулю, то его вычисляют и вычитают из всех значений ряда;
2) для (т+1) - значений индекса (г) вычисляются значения автокорреля
ционной функции -

П-Т-1
2 > ,.х |+т

= — Г— f, при т =0,1,...,т; (4.49)
( п - х - 1 ) а ‘
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3) выбирается корреляционное окно -
а) Хеннинга

v »’(i) = v O  + cos— ) ; (4.50)
2 ш

б) Хемминга

(т) = 0,54+ 0,46 (1 + cos— ) ; (4.51)
m

в) Парзена 

V«(t) =

л  £  ^  ч 1 /1 ^  v ГГ1(1 -6 — у  (1---- ) ,  при К — ;
m m  2

2 (1 -----) ,  при т > — ,
ш 2

(4.52)

и с помощью одного из них (окон) сглаживается автокорреляционная 
функция

п(т) = гДт)У:'>(т); (4.53)
4) посредством интегрирования (методом трапеции) для различных час
тот вычисляются спектральные оценки

( т - 1  it • Т • k  1
1 + 2- X rx(t)-cos--------  , при 0 < к < ш  ; (4.54)

т—I m J
график выборочных спектральных оценок целесообразно строить в ло
гарифмическом масштабе, поскольку построение доверительного интер
вала для спектра сводится к откладыванию около выборочной спек
тральной оценки одного и того же интервала для всех частот; довери
тельный интервал для логарифма спектра рассчитывается по зависимо
стям

lgS,(k) + lg х „ (1 -а /2 ) ’
lgS,(k) + lg-

s (ос / 2) ’
(4-55)

в которых 9 - число степеней свободы (для окон: Хеннинф - 9 = 2,667 ■
ш

Парзена - 9 = 3,71 • —).
m

Фильтрация временных рядов
Спектральный состав временного ряда можно описать с помощью его 
статистических характеристик. Если исходный временной ряд содержит
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некоторые частоты или периоды, которые в данный момент не представ- 
ляют интереса для исследователя, амплитуда этих волн может быть 
уменьшена с помощью статистической фильтрации. При этом, изменяет
ся спектр исходного временного ряда. Формой фильтрации, создающей 
временной ряд, в котором спектральные компоненты с высокой частотой 
уменьшены, является сглаживание. Такой тип фильтра называют фильт
ром пропусканий низких частот, так как сглаживание слабо влияет на 
волны с низкой частотой (длиннопериодические волны). Величина рас
сматриваемой характеристики в сглаженном временном ряду является 
оценкой величины во временном ряду, в котором нежелательные высокие 
частоты отсутствовали бы. Можно отфильтровать низкие частоты, оста
вив в ряду только высокочастотные колебания. Этот тип фильтра назы
вается фильтром пропускания высоких частот. Можно отфильтровать 
как низкие, так и высокие частоты, оставив в получающемся ряду только 
средние. Такой тип фильтра носит название фильтра пропускания сред
них частот. Операция "фильтрации" в гидрометеорологии и природо
пользовании выполняется обычно численными методами, при следую
щем математическом описании

м
X|= I h ra-xi+m, (4.56)

m=-M

где х - исходный ряд; х - отфильтрованный ряд; hra - весовые коэффици
енты фильтра; М - параметр, определяющий число весов, которое для 
симметричных фильтров равно (2-М+1). Изменение спектра исходного 
ряда в результате фильтрации может быть оценено с помощью частотной 
характеристики фильтра, которая представляет собой отношение ампли
туды колебания данной частоты после фильтрации к амплитуде до 
фильтрации. Это отношение меняется вместе с частотой. Частотная ха
рактеристика любой дискретной симметричной сглаживания или 
фильтрующей функции выражается следующим равенством

R(f) = h0 +2- £ h m-cos(2-7t m-f-At), (4.57)
ш=І

где R(0 - частотная характеристика; f - частота; h™ - (т)-ый вес, причем 
число (т) отличается от главного весового коэффициента (ho); At - интер
вал времени между последовательными наблюдениями во временном ря
де. Весовые функции и частотные характеристики наиболее употреби
тельных низкочастотных фильтров приведены ниже:
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1) скользящее равновесное среднее; весовая функция этого фильтра
1 . , w при m < М;

h„ = j 2-М + Г ‘ 1 1 (4.58)
О , при |ш| > М,

где - (2-М+1) - интервал сглаживания. Частотная характеристика фильт
ра

R(f) =
sin(it f (2-M + l)) (4.59)

7i f (2-M + l)
Простое осреднение значений величины в пределах соседних отрезков 
времени есть частный случай скользящего равновесного осреднения. 
Скольжение осуществляется здесь “скачками”, длина которых равна дли
не интервала осреднения. Можно сказать, что, несмотря на широкое рас
пространение, простое осреднение является едва ли не худшим видом 
сглаживания. Каждое значение исходного ряда, в отличие от других 
фильтров, используется лишь однажды. Кроме того, фазы ряда гармоник 
меняются на 180°, при сравнительно плохой фильтрации этих гармоник. 
Поэтому, простое осреднение дает искаженное представление о процессе;
2) фильтр Бартлетта (треугольный)

m
- І ______ І Е Ц ,  при М  < М;
2-М + 1 (2-М +1)2 1 1

0 ,

R(f) =
2 sin('t f 2̂ ' М+---)

при ]m| > М;
2

7t f (2-M + l)

(4.60)

(4.61)

характеристика (4.61), в отличие от (4.59), есть неотрицательная функция; 
3) фильтр Тьюки

. .2-71Ш.1 + cos(^-^— )
при |rn| < М; (4.62)h m =

2-М + Г
2-М + 1

0 , при |m| > М;
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R(f) =

. ,7t f  (2-M + l). sm(------ '--------- ) 1
(4.63)

я -f (2-M + l) l - ( f  (2-M + l))2
Этот фильтр характерен тем, что боковые лепестки его частотной харак
теристики весьма малы. К недостаткам фильтра Тьюки, так же как и 
фильтра Бартлетта, следует отнести сравнительно медленное затухание 
его частотной характеристики. Располагая характеристиками низкочас
тотных фильтров, легко осуществить выделение гармоник с высокими 
частотами. Частотная характеристика высокочастотного фильтра (Rn(f)) 
просто выражается через частотную характеристику сглаживающего 
фильтра

RH(f) = l + RL(f)- (4.64)
Значения весовой функции высокочастотного фильтра равны по величи
не и обратные по знаку значениям весовой функции низкочастотного 
фильтра, за исключением центрального веса (ho), который дополняет до 
единицы величину центрального веса низкочастотного фильтра. На ри
сунке 4.3 приведена нормированная разностная интегральная кривая го
дового стока реки Неман в створе Гродно.

Рисунок 4.3 Нормированная разностная интегральная кривая 
годового стока реки Неман в створе Гродно.
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4.3 Понятие о статистических методах предсказания природных
процессов

Учет структурных особенностей, отмеченных выше, при диагнозе в 
долгосрочном прогнозе, возможен при следующих предпосылках. Во- 
первых, чтобы статистические характеристики рядов были устойчивы; во- 
вторых, необходимо наличие определенной регулярности в проявлении 
цикличности, под которой обычно понимаются колебания связанных ве
личин различной степени регулярности при условии устойчивости мате
матических ожиданий параметров этих колебаний. Первое условие в 
природных процессах выполняется весьма приближенно, что касается 
второго, то оно накладывает следующие ограничения - наличие в квази- 
периодических колебаниях закономерного чередования высоких и низ
ких значений, а в квазислучайных (стахостических процессах) - хотя бы 
группировки высоких и низких значений, отличной от случайной. Чтобы 
выявить наличие случайности (неслучайности) колебаний, необходимо 
использовать критерии систематического ряда, например, критерии экс
тремумов, повышений или понижений ряда (критерии Б.П. Вайнберга, 
М.А. Омшанского, О.А. Дроздова и др.). Цель использования таких кри
териев - выявить свойства в колебаниях анализируемых рядов, отличных 
от колебаний, имеющих место в случайных бессвязных рядах. Отметим, 
что в последних (рядах) числа повышений и понижений приблизительно 
равны, а число экстремумов распределено асимптотически нормально со 
средним (m*«2n/3) и дисперсией (D,~C 16 п-29)/90). Для проверки гипотезы 
случайности ряда (х>) достаточно рассчитать фактическое нормирован
ное число экстремумов

(4.65)

и сравнить его с нормированным значением (ta) нормального закона рас
пределения при заданном уровне значимости (а). При (t3>ta), гипотеза о 
случайности ряда будет, по-видимому, неверна. Сущносты^ритерия про
верки случайности по числу повышений или понижений ряда состоит в 
следующем. Пусть имеется выборка (x i,X 2 , . . . ,x n); к повышениям (+) в ряду 
относится ситуация, когда (хы<х,), к понижениям (-) - когда (хы>х,). Об
щее число ситуаций ((+)+(-)=N) распределено асимптотически нормально 
с математическим ожиданием
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m+ = m- = ~  (4.66)

и дисперсией

D, = D = n  + l  (4.67)

Зная (т ) и (D), ^южно рассчитать нормированные значения повышений 
или понижений \

где п‘, п! - соответственно, число повышений (понижений) в ряду. За
тем, проводится сравнение (t*) и (С) со значениями нормированных ор
динат таблицы закона нормального распределения. Если (t*) и (Г) по 
таблице окажется меньше уровня значимости, то гипотеза о случайности 
исследуемого ряда отвергается и принимается гипотеза об устойчивости 
тенденции к повышению или понижению. Критерий Б.П. Вайнберга по
зволяет обнаружить изменение уровня ряда, а критерий М.А. Омшанско- 
го - оценить длительность разных циклов. Критерий случайности О.А. 
Дроздова базируется на вычислении разностей-(<іі=Х2-хі), (сЬ=хз-Х2), 
(dn-i=xn-Xn-i), между членами исходной последовательности. Суммирова
ние разностей (di) приводит к выражению

Dt = £ d ,  = х м - х „  (4.69)
ы

т.е. при суммировании разностей вновь получается разностный ряд, но с 
интервалом в (к) - членов. Относя эти накопления разности к среднему 
квадратическому отклонению разностного ряда (crDlt), получаем иско
мый критерий случайности (Ск) по сравнению с естественной изменчиво
стью

Ск= ^ .  (4.70)

При наличии систематических тенденций эволюций уровня, ряд - 
- Ck (k=l,2,3,...,N), при одном из значений (к), наконец, выйдет за преде
лы нескольких единиц, что будет характеризовать надежность установ
ления тенденции. Мощность критерия (Ск) возрастает при вычислении
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разностей не между отдельными членами ряда, а между исследуемыми 
(п)-летиями

,  . I k+n k+n+l
d(kn> = ~ ( L * i -  Ы -n i=k+I l=k

(4.71)

Суммирование (d(kn)) дает величины
. . 1 k+n n

n  i = k + l  i = l

Для случайного бессвязного ряда дисперсия определяется как

о Г  = 2 - ^ - ,

(4.72)

(4.73)

откуда -
Г)(п>р п  __ (4.74)

Сравнивая ряд (D kn)) с (o jj1), можно более точно оценить существен
ность отличия изменений в ряду (х.) от колебаний в случайном бессвяз
ном ряду. Математически постановку задачи статистического прогноза 
можно сформулировать следующим образом. Пусть (x(t)) - стационарный 
процесс, наблюдавшийся до момента (to ). После (to )  сведений о значениях 
процесса нет. Требуется предсказать (x(t0 +©)) - значение процесса в мо
мент (to+0), причем, - с наилучшей точностью. Истинное значение про
цесса (x(to+0)), как правило, не совпадает с предсказанным (x(t0 + 0 )) . 
Их разность -

e(t + 0) = x(t0 + 0 ) -  x(t0 + 0 ) -  (4.75)
представляет ошибку прогноза на время (0), произведенного в момент 
(to). Располагая прошлыми и текущими значениями прогноза 
(предысторией), можно получить характеристику процесса, определяю
щую связь между его значениями, разделенными временным промежут
ком (0), а именно - корреляционную функцию. В гидрометеорологиче
ских исследованиях понятие статистического прогноза обычно связыва
ется с задачей экстраполяции (интерполяции) и сглаживания случайного 
процесса. По известной реализации

z(t) = x(t) + y(t), (4.76)
в которой x(t) - детерминированная составляющая; y(t) - случайная со
ставляющая; в случае y(t)=0 (процесс без ошибок) прогноз сводится к 
чистой экстраполяции. В случае наличия ошибок (y(t)), прежде чем опре
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делить истинное значение реализации x(t) в некоторый момент (t+0), не
обходимо отделить его от ошибки наблюдения. Это задача о сглажива
нии (фильтрации) случайного процесса. Задача об экстраполяции тесно 
связана со сглаживанием, так как реализация случайного процесса вклю
чает в себя ошибки измерения. При этом, задача экстраполяции сглажи
ванием состоите том, чтобы по имеющейся реализации (4.76) на проме
жутке (to+0) дать прогноз реализации (x(t)) в момент (t+0), при (0>О). 
При (0<О) - имеет место задача интерполяции со сглаживанием. В мате
матической постановке задачи предполагается, что математические ожи
дания процессов - (mx(t)), (m y(t)), их автокорреляционные и взаимные
корреляционные функции заданы. При этом, обычно считают (mx(t)) и 
(my(t)) равными 0. В противном случае, вместо (x(t)) и (y(t)) рассматри
ваются их центрированные случайные функции (аномалии) - (Ax(t)), 
(Ду(0). Математическое решение задачи статистического прогноза сво
дится к получению наилучшего результата по всему множеству реализа
ций, т.е. к нахождению такого оператора (L), который в применении к 
множеству реализаций (z(t)) давал бы наилучшее, в некотором смысле, 
значение реализации (x(to+0))

x(t0 + 0 ) = L(x(t) + y(t)). (4.77)
Для оценки качества прогнозирования вводится критерий качества про
гнозирования, так или иначе связанный с ошибкой прогноза, - средним 
квадратом ошибки

eJ(t0 + 0 ) = M((x(t0 + 0 ) -  x(t0 + 0 ))2) => min. (4.78)
Чтобы вычислить предсказанное значение, нужно уметь выбрать прави
ло вычисления ожидаемой оценки (x(t„ + 0 ) )  - алгоритм прогноза. Алго
ритм, предсказания (х) должен связать с ним предысторию процесса и 
его вероятностные характеристики. С другой стороны, качество алго
ритма определится дисперсией ошибки прогноза. Простейшие алгоритмы 
прогноза рассмотрены ниже.

Вероятностное прогнозирование значений случайного процесса
Оценка значения в реализации случайного процесса ( в силу случайности 
физических явлений) в будущем (в момент времени - "t") не может быть 
вычислена по точной формуле, но может быть описана в вероятностном 
виде. В случае стационарного и эргодического процессов, (P(x,t)) не зави
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сит от времени и может быть определена по единственной реализации 
(x(t)) как

Р(х) = P(x(t) < $) ■■ lim (T(x(t)<Q ) 
Т -> оо Т (4.79)

где T[x(t)< 5 ] - общее время, в течение которого реализация (x(t)) нахо
дится не выше уровня (£) . В этом случае, значение (x(t)) в произвольный 
момент времени не превышает данного значения (¾. При (х->-оо), инте
гральная функция распределения (P(x)=P(x,t)> стремится к 0, при ( х - ю о ) ,  - 

стремится к 1. По характеру изменения функции распределения от 0 до 1 
различаются случайные процессы с разной вероятностной структурой. 
Можно сказать, что плотность вероятности определяет скорость измене
ния функции распределения, поскольку вероятность различных событий 
можно находить интегрированием плотности вероятности на кривой

Р(х, < x(t) < х2) = } Р(х)-dx= Р(х,)~ Р(х,). (4.80)

Функция распределения существует как для непрерывных, так и для пре
рывных случайных величин и является универсальной характеристикой 
случайных величин, так как плотность характеризует их с вероятностной 
точки зрения. Зная функцию распределения случайной величины, можно 
найти вероятность ее попадания на заданный участок, которая равна 
приращению функции распределения на этом участке. При (xi—>0), полу
чим (хг),

Р(0 < x(t) < х:) = /  Р(х) • dx = Р(хг), (4.81)

т.е. площадь под графиком плотности вероятности левее точки (хг) равна 
значению дифференциальной функции распределения в точке (иг). Таким 
образом, прогнозирование вероятности того или иного элемента может 
быть осуществлено при знании или прогнозировании функции распреде
ления. Задача прогнозирования при использовании вероятностных моде
лей заключается в определении по кривой распределения^ероятностей 
величины параметра (х), такого, когда вероятность (Р(х)) равна заданно
му значению (Р). Следует помнить, что точность прогноза, с вероятност
ной точки зрения, в этом случае, будет зависеть от точности прогноза 
функции распределения.
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Прогноз по последнему значению
Прогнозирование по последнему значению реализации, называемое 
“экстраполяцией нулевого порядка” (инерционный прогноз), заключает
ся в том, что в качестве предсказанного значения (X(t0 + 0 ))  принимается
значение (x(to))

9  x(to+ 0 ) = x(to). (4.82)
Предсказанное’ значение здесь не зависит от предыстории прогноза 
(предыстория представлена лишь одной точкой - последним значением 
"x(to)"), а вероятностные характеристики не учитываются совсем. Алго
ритм прогноза заключается в умножении значения последнего наблюде
ния (x(to)) на 1, т.е. не требует выполнения никаких вычислительных опе
раций. Прогноз, таким образом, можно выполнить, ничего не зная о 
процессе, не производя никаких вычислений. Однако, точность прогноза 
очень низкая. Возможная ошибка прогноза по алгоритму (4.75) здесь оп
ределяется как

e(t„ + 0) = x(t„ + 0 ) -  x(t„), (4.83)

а ее средний квадрат (е ), если (т*=0),
ё2(0) = M((x(t0 + 0) -  x(t))2) = а\ -  2- г,(0) + а ’ = 2- (о’ -  г,(©)) . (4.84) 

Средний квадрат ошибки прогноза растет от 0, при 0=0, когда г,(0) = а ] , 
до (2 а;), при 0=<ю, когда г (<ю) = 0. Об истинном качестве этого способа 
прогноза можно говорить после сравнения полученной ошибки с ошиб
ками других алгоритмов и способов прогноза. Простота этого способа 
обеспечила ему широкое распространение.

Прогноз по математическому ожиданию
Прогнозирование по математическому ожиданию заключается в том, что 
в качестве предсказанного значения (x(to + 0 ) )  принимается математиче
ское ожидание (пи). Как и в предыдущем способе, предсказанное значе
ние здесь не зависит от времени прогноза (0). Различие заключается в 
том, что, хотя не требуется никакой информации о предыстории, необхо
димы сведения о свойствах процесса - о его математическом ожидании. 
Алгоритм прогноза не требует никаких вычислительных операций. 
Ошибка прогноза вычисляется по зависимости -

е(©) = x(t + 0 ) - m ,  - (4.85)
и представляет собой отклонение процесса от среднего в момент (to+0).

158



Статистические методы в природопользовании

Средний квадрат ошибки не зависит от времени прогноза и равен дис
персии прогноза

е '(0 ) = M((x(t„ + 0 ) -  mx))2) = а ; . (4.86)
При малой заблаговременности (0) прогноз по последнему значению яв
но предпочтителен, однако, после получения некоторой критической ве
личины заблаговременности прогноза (0*), когда (е (0*) = о*), метод 
прог ноза по математическому ожиданию дает большую точность. Нако
нец, при (0-ко), квадрат ошибки прогноза по математическому ожида
нию (норме) вдвое меньше, чем по последнему отсчету. Так, предсказы
вая расход воды в реке на несколько дней, мы, руководствуясь инерцией, 
ориентируемся на ее текущее состояние, совершенно игнорируя средние 
многолетние величины. Наоборот, пытаясь предвидеть летом весеннее 
половодье, мы, напротив, прежде всего ориентируемся на “норму” поло
водья.

Статистический прогноз по одной точке
Стационарный эргодический процесс может быть как ансамблем реали
заций, так и одной реализацией неограниченной длительности. Сечения 
ансамбля представляют собой случайные величины, функция распреде
ления которых отождествляется с одномерной функцией распределения 
процесса. Обозначим случайную величину (x(to)) как сечение процесса в 
момент (to) - через (х), а сечение (x(to+0)) - через (у) и будем рассматри
вать систему двух случайных величин (х, у) - последнего значения пре
дыстории и предсказанного значения. Компоненты системы (х) и (у) под
чинены одномерным нормальным законам - (N ^m ^a,)), (N ,(m y,tJs)).
Алгоритм прогноза в рассматриваемом способе формулируется гак, что 
в качестве предсказанного значения (x(t0 + ©)) выступает условное мате
матическое ожидание (my(s) величины (у), при условии, что (x=x(to)) -

x(t„ + 0) = my/J, (4.87)
где аналогично уравнению регрессии:

пгЦл, = mv+ r — ( x - m j  ; (4.88)

(4.89)
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Известно, что закон, постулированный при условии, что первая компо
нента (х) приняла определенное значение, называется условным законом 
распределения и имеет вид

f f (х, у)
<у,х) f(x)

или

______ 1
■ л/2 • к ■ л/Г-

У - т у х - т Л• —— -— г -------
V а Х У

!
<2-п-л1 - г

- г - ( х - т х)

(4.90)

(4.91)

С учетом (4.88) и (4.89), получим плотность нормально распределенной 
условной случайной величины

1(у/х)
____1__
-J2-я о У/X

-ехр -
V

у - т у/х

2-^у/х i
(4.92)

Из (4.92) следует, что, при изменении одной из компонент, вид закона 
распределения второй компоненты не меняется, а меняется лишь его па
раметр ( т у/х) - условное математическое ожидание (4.88). Условная дис
персия (4.89) от значения (х) также не зависит. Зависимость ( т у/х) от (х)
линейна и называется регрессией (у) на (х). Ошибка прогноза по соотно
шению (4.88) определяется как -

e(t0 + 0) = x(t0 + 0 ) -  x(t0 + 0 ) = y - m y/x (4.93)
и представляет собой отклонение случайной величины (у) от своего ус
ловного математического ожидания, а средний квадрат ошибки- 
-е (0) = М((у -  т у„)г) равен условной дисперсии (сту,х). Учитывая (4.89) 
и (4.90), установим, что

о ,
x(tо + 0 ) = m , = m + гх/ • - І . • (х -  т х) (4.94)

<*х
И

е2(0) = а у/х = а ; • (1 -  г2). (4.95)
Поскольку процесс (x(t)) стационарен, математические ожидания и дис
персии сечений одинаковы: ст, = о , = а  ; шу = шх = т .  Коэффициент кор
реляции (Гху) равен значению нормированной корреляционной
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(автокорреляционной) функции
Г„, = г(0).

Теперь алгоритм прогноза прост
X(t0 + 0 ) = m + r(0) ■ (x(t„) -  ш ), 

а средний квадрат ошибки оказывается зависящим от 0

(4.96)

(4-97)

е~ 2 = о 2 (1-г(0)). (4.98)

Алгоритм предполагает знание отклонения процесса от среднего в мо
мент (to), т.е. одной точки предыстории, знание нормированной корреля
ционной функции (г(0)) и математического ожидания (ш).

Динамико-стохастический метод сверхдолгосрочного прогноза
Математический аппарат прогнозирования динамико-стохастическим 
методом содержит в своей основе предположение о стационарности про
гнозируемых процессов во времени и наличии в процессе внутрирядных 
связей (даже при сдвиге степени т>1). Задача линейного экстраполирова
ния (прогноза) стационарной случайной последовательности, удовлетво
ряющей условиям: mx=const, Гх=г(т)*0, заключается в необходимости 
подбора таких действительных коэффициентов (к,), при заданных (ш>0) 
и (0>О), при которых линейная комбинация -

является наиболее точным приближением к случайной величине (£(t)). В 
соотношении (4.99): (xo (to+ 0 )) - прогнозируемое на момент (t=to+0) 
значение исследуемой величины (x(t)); х- среднее значение (x(t)); Axt-i, 
Ахи ..... Дхі-ш - последовательность предшествующих моменту (t) значе
ний величины (х(0) в отклонениях от ( х ) ; ki, k.2,...,km - коэффициенты об
ратной связи, определяемые путем решения системы уравнений

где гі,Г2,...,Г т  - последовательность значений корреляционной функции 
(г(т)); m - оптимальный период обратной связи. Для определения периода

k, + k 2-rJ+...+km-rni.I = г,, 
к, -Г| + k 2+...+km -rm_j = г2,

(4.100)

к, -г . + к, -г ,+...+к„ = гI т - 1  2 т - 2  т  т
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обратной связи ( т 0пт.) рекомендуется выполнять проверочное прогнози
рование, при значениях (т), последовательно увеличивающихся от 1 до 
30 лет. В качестве оптимального выбирается то значение, при котором
ошибка прогноза (е*) становится минимальной. Оценка точности про
гнозов, как правило, производится по последовательности эмпирических 
коэффициентов*х;вязи между фактическими ( Д х , ф )  и прогностическими 
(Дхір) аномалиями ряда. При этом, прогностическое значение (Ax(t+8)) 
отыскивается по уравнению авторегрессии вида

m
Дх(1 + ©)= I a k Ax(t-k). (4.101)

k = 0

Коэффициенты (at) для каждого заданного значения (0), определяются, 
исходя из условия минимума ошибки экстраполяции, при решении сис
темы уравнений

rAx(© + j)=  I a k -rto(k-j);npH j=l,2 ,...,m , (4.102)
k = l

где гдх(т) - корреляционная функция отклонений. Число слагаемых (ш) в
ш

сумме (Z  ) следует выбирать таким, чтобы корреляционные моменты
к=1

(riX(k-j)) определялись по данным наблюдений в (т ) - точках с требуемой 
надежностью. На рисунке 4.4 приведены результаты прогноза годового 
стока реки Волга в створе Самары с заблаговременностью 1 год.

Рисунок 4.4 Результаты прогноза годового стока (Q, м3/с) реки Волга у 
Самары с заблаговременностью один год: 1-фактический 
сток, 2- прогнозные величины стока.
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5 ДИСПЕРСИОННЫЙ АНАЛИЗ И СПОСОБЫ ЕГО 
ИСПОЛЬЗОВАНИЯ

В природопользовании, при постановке прикладных комплексных 
исследований, экспериментальные данные часто требуется разбить на 
группы, отличающиеся между собой в количественном отношении, и ус
тановить сходство (различие) между ними. Например, определить сте
пень влияния географических условий на ход тех или иных природных 
процессов и явлений. Лучше всего этим требованиям отвечает дисперси
онный анализ, который широко используется при решении именно прак
тических задач. Дисперсионный анализ позволяет установить с опреде
ленной долей уверенности влияние на изучаемый объект каждого из ис
следуемых факторов, в отдельности, или в определенных их сочетаниях. 
Необходимым условием использования дисперсионного анализа является 
разбивка каждого учитываемого фактора не менее чем на две группы. 
Если влияние факторов нельзя выразить количественными показателями, 
то они могут быть представлены качественными показателями, выра
женными в виде баллов. Дисперсионный анализ разработан и введен в 
практику английским ученым Р. Фишером, который открыл закон рас
пределения отношения средних квадратов (дисперсий)

где S,2 - среднеквадратическая ошибка средних отдельного опыта; Sj - 
суммарная среднеквадратическая ошибка средних всех опытов. Исполь
зование методов дисперсионного анализа позволяет дать ответ на сле
дующие вопросы: 1) значимо ли влияет изучаемый фактор на воспроизво
димость и в целом на результат? 2) если установлено значимое влияние 
какого-либо фактора на результат, в целом, то начиная с какого уровня 
фактора это влияние действует; значимо ли различаются выборочные 
средние между собой? 3) какой количественной мерой можно оценить 
степень установленного влияния? Сущностью дисперсиоЯного анализа 
является расчленение общей суммы квадратов отклонений и общего чис
ла степеней свободы на части - компоненты, соответствующие структуре 
эксперимента, и оценка значимости действия и взаимодействия изучае
мых факторов по F-критерию. С этой целью, дисперсия разделяется на 
независимые слагаемые, которые, затем, сравниваются между собой. До-
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пустим, в результате измерения величины (М) получено значение (X) и 
пусть на процесс измерения влияют случайные независимые факторы (А) 
и (В). Тогда, отклонение - (М-Х=а+(5+у), где а  - отклонение под влияни
ем фактора (А) , Р - то же под влиянием фактора (В), а у - под влиянием 
остальных, неучтенных факторов, причем, (а), (Р) и (у)-независимы. В 
этом случае, диверсия- D(M-X)=D(a+P+y), а DX=(Da+D|3+Dy), где Da - 
характеризует влияние фактора (A), Dp - влияние фактора (В), Dy - влия
ние остальных, неучтенных факторов. Дисперсия (Dy) называется оста
точной дисперсией. Для оценки значимости факторов (А) и (В) сравнива
ются соответствующие дисперсии (Da) и (DP) с остаточной дисперсией 
(Dy). Если исследуется влияние одного фактора, то говорят об однофак
торном дисперсионном анализе, при исследовании влияния двух факто
ров - о двухфакторном дисперсионном анализе и т.п.

Рассмотрим простейшие способы применения дисперсионного анализа, 
техника проведения которого довольно разнообразна.

5.1 Однофакторный дисперсионный анализ
При решении практических задач в природопользовании наиболее 

часто используется однофакторный дисперсионный анализ. При этом, в 
опыте должно быть предусмотрено не менее трех повторностей. Иссле
дуемые данные разбиваются на группы с целью выявления оптимального 
значения фактора, влияющего на результативный признак. При одно
факторном дисперсионном анализе обычно изучается действие одного 
фактора на (ш) - уровнях (к>2), при равном числе определений 
(измерений) на каждом уровне (п). Пусть фактор имеет (ш) - уровней. Из 
каждого уровня делается выборка из (п) - элементов. Общее количество 
выбранных элементов обозначается как - (N=m n). Вся выборка пред
ставляет собой матрицу

Полагая, что данная выборка сделана из нормально распределенной ге
неральной совокупности, и задавая уровень значимости (а), необходимо 
проверить гипотезу (Н0) о равенстве средних значений на всех уровнях
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фактора - (рі=р.2=...=|0. При альтернативной гипотезе (Н,) не все сред
ние значения (pi) должны быть равными. В качестве статистики исполь
зуется величина (F), определяемая по аналогичной с (5.1) зависимости

в которой S;- - дисперсия, характеризующая влияние исследуемого фак
тора (факторная дисперсия); S] - дисперсия, характеризующая влияние 
остальных факторов (остаточная дисперсия). Если гипотеза (Н0) верна, 
то случайная величина (F) имеет F-распределение со степенями свободы 
(т-1) и (N-m=m(n-l)). При проверке гипотезы (Н0) используется право
сторонняя критическая область, исходя из условия

p( F > fa) = a .  (5.4)
Если значение статистики входит в критическую область, то гипотеза 
(Н0) о равенстве средних значений на всех уровнях фактора отвергается, 
т.е. считается значимым влияние исследуемого фактора. В противном 
случае, принимается гипотеза (Hg), т.е. считается, что значимость влия
ния фактора не установлена. При определении (F) находится сумма квад
ратов отклонений элементов выборки относительно общего среднего 
арифметического

Q = Ё - Ё ( Х „ - Х ) 2 , (5.5)
j-l i-1

—  J rn n
где X *  — 2 - Z X , ,  которая, в свою очередь, может быть разделена на

N j„i ы
два независимых слагаемых -

Q, =П Z ( X i - X ) 2 , (5.6)
j-i

Q2 = E  S ( X „ - X i ) 2 - (5.7)
j-l i-l

— 1 n
так, чтобы выполнялось равенство (Q=Qi+Q2); здесь (Xj =*= — • ]ГХ,Д при

j-I
(j=l,2,...,m) - групповое среднее. Суммой квадратов межгрупповых от
клонений, характеризующих влияние исследуемого фактора, является 
сумма квадратов отклонений групповых средних относительно общей 
средней (сумма Qi). С другой стороны, (Q2) представляет собой сумму 
квадратов отклонений значений выборки относительно групповых сред
них, так называемую сумму квадратов внутри групповых отклонений.
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Эта сумма характеризует влияние остальных, неучтенных факторов. 
Имея суммы (Q), (Qi, Q2), можно вычислить соответствующие дисперсии

22 _ Q ' S,2 = • С2 _ Q2s2=-
п т  п  -  1 т - 1 S 2 = т  • (п - 1)

(5.8)

Две последние дисперсии используются при вычислении (F). При прак
тических вычис^ниях, величины (Q) и (Q,) находятся, обычно, по вы
борке, a (Q2) - определяется как разность

Q2 = Q - Q , -  (5.9)
В простейших случаях, на каждом уровне фактора, выбирается одинако
вое количество объектов исследований, но нахождение сумм по
(5.5)...(5.7) достаточно сложно, и более приемлемые формулы можно по
лучить, преобразуя выражения (5.5) и (5.6), когда:

Q = Z ( I X 2) - - - - ( 1 ( ¾ ) )
j=i і= і m - n  j=i 1=1I m  n

2 .

1 m n

- r X G
n  j=l i=|

Q1= f Z ( I x iJ)2- - i - ( l ( l x ij))2.
m n  j=i i=i

(5.10)

(5.11)

Тогда, обозначив (Rj = Z X y)  и ( Ц  = £ Х а), окончательно можно полу-
І = І i— I

чить:
m 1 m

Q = S R j — — ( Z Lj) ; (5.12)j=i m • n >=1

Q i = - ' L L2j ------— (S L j )2 • (5.13)n j=i m n  j=i
По исходной матрице (выборке) вычисляются суммы элементов и их 
квадратов по столбцам (Lj) и (Rj), при (j=l,2,...,m). Далее производится 
замена переменных (Yjj=Xjj-C). Целесообразно их выбрать близкими к 
общему среднему. В результате замены (для Yу) получаются следующие 
формулы:

n 1 m
Q - Z P j - i - G T j ) 2 ; (5.14)

j=i N j=i
1 n ,  1 m .

Qi = - - Z T/  - т д  -G T j)  . (5.15)n j=i N j=i
n  П

где N=m n; Р; = £  Yy и Tj = £  Уц , при (j=l ,2,...,m). На практике не все-і=і і=і
гда удается гарантировать одинаковое количество элементов на каждом
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уровне фактора. Если количество элементов на j -м уровне, обозначенное 
через (nj), при (j= 1,2....m), то объем выборки составит

m
N = S n j • (5.16)

j=i
Формула (5.15) может быть записана в видеm I ,  1 m

Qi (S T j)2 , (5.17)
j=i nj ' N  j=i
 ̂j Hj

а суммы (Pj) и (Tj) как - (Pj = £  ц  ) и (Tj = £  Y^). Тогда дисперсии опре-
i=l

деляются по зависимостям

a 2= - Q
N —1

a f — S l . ;  o2 = - ^ -
m -1 N - m

(5.18)

Остальные формулы, используемые при решении задач, не изменяются.

На примере материалов полевого опыта, в котором сравнивается 
урожайность озимой пшеницы при пяти вариантах технологий внесения 
удобрений и обработки почвы (таблица 5.1), можно проследить порядок 
выполнения дисперсионного анализа экспериментальных данных.

Таблица 5.1 Средняя урожайность озимой пшеницы по вариантам опыта, ц/га

Вариант Урожайность по повторениям Суммы по 
вариантам

Средняя
урожайностьI II III IV

А (контроль) 47,8 46.9 45,4 44,1 184,2 46,0

В 53,7 50,3 50.6 48,0 202,6 50,6

С 46.7 42,0 43,4 40,7 172,8 43,2

D 48,0 47,0 45,9 45,7 186,6 46,6

Е 41,8 40,0 43,0 41,6 166,4 •  41,6
Суммы по 

повторениям
238,0 226,2 228,3 220,1 912,6=Ш=

=£Vi=LPi
45 ,6-X
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Алгоритм обработки опытных данных следующий:

1) в исходной таблице подсчитываются суммы урожаев - по вариантам (строки) - 
(Vi), по повторениям (столбцы) - (Pi) и определяются средние урожайности по вари
антам (последний столбец):

2) проверяется правильность вычислений, для чего подсчитывается сумма сумм урожа
ев по вариантам и повторениям -

S  Vi= 184,2+202,6+172,8+186,6+166,4-912,6 (ц/га),
1Рі=238,0+226,2+228,3+220,1=912,6 (ц/га), 

и проверяется равенство - Y.Xi=Y. Vi=Y.Pi-912.6 (ц/га);

3) вычисляются средние значения урожаев по вариантам путем деления сумм по вари
антам (Vi) на число повторений (в рассматриваемом примере, п -4);

4) определяется средняя урожайность озимой пшеницы, в целом по опыту, делением 
общей суммы урожаев 'Е.Хі на общее число делянок (Ni) в опыте (20 дел.);

5) преобразуются исходные данные по соотношению ( Х~ = Ху -С  ), когда приняв за ус

ловное среднее число 45, близкое к среднему урожаю по опыту, можно облегчить вычис
ления сумм квадратов. Для варианта А (повторение I), при урожае 47,8 (ц/га) значе
ние X ], =47,8-45=2,8 и т.д. Преобразования значительно упрощают все последующие вы

числения и не оказывают влияния на величину сумм квадратов отклонений. Преобразо
ванные ванные записываются в таблицу 5.2, определяются суммы по повторениям 
(графам) и вариантам (строкам) и проверяется правильность расчетов по равенству - 
( 1 Р ,= Щ = 1  Х у)=12,6 (ц/га);

Таблица 5.2 Преобразованные данные

Вариант ХГ -■-Х '-С ш Х у-4 5  (ц/га) Ту ',

1 И III IV V

А (контроль) 2,8 1.9 0,4 -0,9 4,2
В 8,7 5,3 5.6 3.0 22,6
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Продолжение таблицы 5.2
С 1.7 -3,0 -1,6 -4,3 -7.2
D 3,0 2.0 0,9 0,7 6,6
Е -3.2 -5,0 -2,0 -3,4 -13.6
I Р, 13,0 1,2 3,3 -4,9 Тх'ц =12,6

6) вычисляются суммы квадратов отклонений для различных компонентов варьирова
ния в следующей последовательности -

а) общее число наблюдений - (N=m-n)=54=20;
б) корректирующий фактор - (S=CLX',j)‘/N)=(12,6)^/20=7,94;

в) суммы квадратов -
общая - (S y= Z (X J ) ‘-S)=(2,S!+1,/+...+3,/)-7,94=246,67, 

повторений - (Sp=Y.(Pg ) ‘/m-S)=(13.<f+1,2/+2, f +4,/.)/5-7,94=33,13, 

вариантов - (Sv=L(Vj)‘/n-S)=(4,2‘ +22,/+...+13,/)/4-7,94=194,25, 

ошибки: (S.=Sy -Sp-Sv)-246,67-33,13-194,25=19,29;

7) заполняется таблица дисперсионного анализа (таблица 5.3).

Таблица 5.3 Результаты дисперсионного анализа

Варианты Сумма
квадратов

Степень Дисперсия Критерий Фишера

отклонений свободы Рф F1Г 0.05

Общая 246,67 19 „ __ __
Повторений 33,13 3 — „ —
Вариантов 194,25 4 478,56 30,25 3,26
Остаток 
(ошибки)

19,29 12 1,6 - -

Значение критерия F/05 находится по Приложению (таблица П.4.1) для 4-х степеней 

свободы дисперсии вариантов (числитель) и для 12 степеней - дисперсии ошибки 
(знаменатель). В опыте есть существенные различия между варЬцнтами и (Н :d=0) 
отвергается (Рф> F/05 );

3) для оценки существенности частных различий и группировки вариантов вычисляются 
- ошибка опыта, ошибка разности средних и наименьшая существенная

169



Дисперсионный анализ и способы его использования

разность (НСР0М) в абсолютных и относительных величинах -
[s7 U ,в оSy = = 0М(Ц /  га).

в  НСРот = 1005 • S j ж 2.18 ■ 0,90 = 1,96 * 2.0 (ц /  га).

1ІСР„Ш = V - V 100% = 100% = 4.3 (%).

Для 12 степеней свободы ошибки, которые находятся как
(т - l \ n -  1)=(5 -  lX*f -  /)=  12, по Приложению (таблица П. 4.1) отыскивается

Fle-2.18;
9) результаты эксперимента и статистической обработки записываются в итоговую 
таблицу; на основе (НСР0(а) распределяются варианты по группам и делаются выводы.

Таблица 5.4 Сравнение урожайности озимой пшеницы с контролем

Вариант Средняя
урожайность,

(ф а )

Разность 
с контролем

Группа Заключение о 
существенно

сти
разностиц/га %

А (контроль ) 46,0 —  - — — —

В 50,6 4,6 10,0 I Существенна

С 43,2 -2,8 -6.1 III Существенна

D 46,6 0,6 и 11 Не существенна
Е 41,6 -4,4 -9,6 11 Существенна

Ш ш - 2,0 4,3

При распределении вариантов по величине (НСРао5) на три группы, руководствуются 
следующими положениями:
/  группа - отклонения средних урожаев от контроля с положительным знаком больше 
(HCP0 os) (существенное повышение урожая);
II группа - отклонение не выходит за пределы (±НСР00}) (разность несущественная);
III группа - отклонения с отрицательным знаком больше по абсолютной величине 
(ИСР,т ) (существенное снижение урожая).

Исходя из подобной группировки, вариант (В) (группа 1) существенно превышает 
по урожаю контрольный вариант, а варианты (С) и (Е) (111 группа) существенно ус
тупают ему. Вариант (D) (II группа) несущественно отличается от стандарта 
(контроля). Следовательно, на основе статистической обработки данных по урожай-
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пости озимой ржи, полученной в результате полевого опыта с пятью вариантами тех
нологий внесения удобрений и обработки почвы, можно считать, что в варианте (В) в 
данных условиях получены более высокие урожаи, чем при традиционной технологии в 
контрольном варианте (А).

Рассмотрим другой пример, когда используется критерий Фишера для уста
новления различия влияния фактора на конечный результат анализа.

Известно, что оптимальным условиям питания культурных растений соответ
ствует среда достаточно увлажненной дерновой легкосуглинистой гумусированной 
нейтральной почвы Ее можно создать путем внесения в пахотный горизонт добавок 
минерального грунта с определенным механическим составом и торфа. Формирование 
антропогенного почвенного слоя требует предварительных полевых экспериментов. В 
связи с этим, поставлена задача: определить влияте на урожай зерна ячменя различных 
доз торфа (200, 300. 400, тонн абсолютно сухого вещества на гектар) при внесении его 
па фоне органоминеральных, органических удобрений и доломитовой муки. Исходная 
почва - дерново-подзолистая, глеевая, связносупесчаная, мелиорированная. Сведения об 
урожайности зерна ячменя в названных условиях приведены в таблице 5.5, куда занесена 
исходная информация по группам влияющего фактора (вариантам опыта) и некоторые 
результаты расчетов (для удобства сделано округлеіше по урожайности до целых чи
сел).

Производятся расчеты по вариантам опыта (строкам), с разноской данных по 
столбцам: суммарный по повторностям урожай ячменя С1,Х() по каждому варианту 
опыта вносится в столбец 6 (числитель): затем, в столбце 7, приводятся квадраты 
суммарного урожая ячменя по повторностям (Y X ift;  среднее арифметическое ( X / ) по 
общему варианту опыта, заносится в столбец 8; определяется общее среднее ( X  ).

После получения данных по вариантам опыта производятся расчеты необходимых 
показателей по повторностям (Xfr). Сначала суммируются данные по урожайностям 
ячменя и приводятся в строке (ЛХр) по повторностям. Суммы урожайности ячменя по 
вариантам опыта и повторностям должны совпасть и дать сумму всех вариант 
(ZZX[ р=495). Аналогично суммируются квадраты этих показателей (знаменатель) по 
повторностям ( Ц Х І  ). Суммы сумм квадратов по вариантам и повторностям опыта 
должны совпадать и дать сумму квадратов всех вариант (Y.X? -^Lxj[ =15920). Ни

же записываются результаты возведения в квадрат сумм вариант по каждой по
вторности CLXk)2 и их сумма • Y.CT.X^= 61269. Вычисляется среднее арифметиче
ское по каждой повторности опыта ( Х ь). Общее среднее арифметическое всех вари
ант опыта составляет

Хсбщ =(И Хц()/И =495/16=30,93.

171



Дисперсионный анализ и способы его использования

Таблица 5:5 Однофакторный дисперсионный комплекс

Варианты

опыта
Урожай ячменя по 

повторностям, ц/га*1

ІЛГ,
I X 2 CLX02 Mi

I II III IV
1 в? 3 4 5 6 7 8

Контроль
*

ш 21 22 20 S3 6889 2 Ш
( фон) 400 441 484 400 1725

Фон+200 30 32 32 31 125 15625 31.25
т/га торфа 900 1024 1032 961 3909

Фон+300 35 М 35 36 142 20164 35.50
т/га торфа 1225 1296 1225 1296 5032

Фон+400 36 35 21 31 141 21025 36.25
т/га торфа 1296 1225 1369 1369 5254

Ы к 121 124 126 124 TL X ik  х 1 ( 1 * , /  =
=495 =63703

1  х 2к 3816 3981 4102 4021 T L X 2*----15920

П х к)2 14641 15376 15876 15376 Ш Х кГ =61269

X  к 30,25 31,00 31,50 31,00

и1N

30,93

*’ В числителе - опытные данные, в знаменателе - квадраты этих показателей.

Следующий этап расчетов - нахождение сумм квадратов отклонений, т.е. расчле
нение общего варьирования признака на составные части, исходя из равенства 
(Q-Qi+Qj+Qj, где Q - сумма квадратов отклонений по общему варьированию данных; 
Qi - то же по группам фактора (варианты опыта): Q2- то же по повторностям опы
та; Q3 - то же по остаточному варьированию.

Общая сумма квадратов отклонений вычисляется следующим образом:
(2 = (1 1  Xjk -(YLX ifk) 2/N) )=(15920-(4952 )/16)=620,94.

Затем, находится сумма квадратов отклонений по группам фактора опыта по 
формуле: (Q,=CL(Xi)2-(ТЕ Х кк) 2 A )/i)  =63703-4952/4/4=611,69, где к=4 - число групп 
фактора; i=4 - число слагаемых в сумме по вариантам опыта (равное количеству по
вторностей). В данном случае, должно соблюдаться равенство (N=k-i)=4-4=I6.

Сумма квадратов отклонений по повторностям опыта находится по формуле 
(Qz-T.(Xk) 2-(YLX i k ) 2/i)/k)= (61269-4952/4/4=3,19.
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Сумма квадратов отклонений по остаточному варьированию определяется из ра
венства (Q3=Q-Q,-Qi) =620,94-611,68-3,18=6,08.

Результаты дисперсионного анализа данных урожая ячменя приведены в таблице 
5.6.

Таблица 5.6 Результаты однофакторного дисперсионного анализа

Варьирование
банных

Сумма квад
ратов от
клонений,

Степень
свободы,

М

Дисперсия,

(о2)

Критерий Фишера,

_______ (П _______
(Q) F. Fr

Общее по опыту 620,94 15 41,39 — —
По вариантам 
опыта

611,68 3 203,89 304,31 8,81

По повторностям 3,18 3 1,05 1,56 8,81
Случайное 
( остаточное)

6,08 9 0,67 — . —

В таблицу вносятся рассчитанные суммы квадратов отклонений (Q. Q„ Q,, Q3). Число 
степеней свободы определяется следующим образом: по общей сумме квадратов откло
нений (v=N-l)=16-l=15; по вариантам опыта (v,=n,-l)=4-1=3: по повторностям - 
-(v:=n2- l )=4-1=3: по остаточной сумме - (vs=v-\/r v:) =15-3-3=9.
Дисперсия определяется путем деления сумм квадратов отклонений 
(Q, Qi, Q2) Cb) на соответствующие им числа степеней свободы 
(v, vi, V2, V3), что можно выразить в общем виде формулой: (a2=Q/v). 
Фактический критерий Фишера (Рф) определяется путем деления каждой 
из величин дисперсий на значение остаточной дисперсии. Критическое 
(табличное) значение критерия Фишера (Рф) находится по Приложению 
(таблица П.4.1) на пересечении значений большей и меньшей степеней 
свободы, которые устанавливаются по величине сравниваемых диспер
сий. ^

Так как РФ>РТ, то внесение добавок минерального грўшпа и торфа по
ложительно влияет на величину урожая ячменя в исследуемых условиях.
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5.2 Двухфакторный дисперсионный анализ
Если в дисперсионный анализ включить несколько факторов, 

влияющих на результативный признак, то они должны быть независи
мыми друг от друга. При обработке данных исходной информации, ал
горитм расчетов аналогичен однофакторному дисперсионному анализу.

В качестве примера, требуется определить влияние метеорологических усло
вий (фактор 1) и мелиоративных мероприятий (фактор II) на урожай биомассы трав в
различных агроладшафтах.

Решение
Здесь имеет место обработка данных с двумя факторами, каждый из которых 

делится на две группы. Для этого составляется комбинационный (двухфакторный) 
дисперсионный комплекс (таблица 5.7). Каждый фактор характеризуется тремя на
блюдениями (повторностями). Аналогичную схему можно использовать для двухфак
торного анализа с большим числом групп и повторностей в каждом факторе.

Таблица 5.7 Двухфакторный дисперсионный комплекс

Повторяемость
опыта

по фактору (II)

Биомасса, кг/м2

М
|М (1 Y ,)2 Y

Группы по fЬактору (I)
1982 год 
(сухой)

1984 год 
( влажный)

1 2 3 4 5 6
Группа фактора (II) (неосушенный агроландшафт)

Первая 5/25 4/16 9/41
Вторая 6/36 5/25 11/61
Третья 5/25 6/36 11/61

Ш . 16/86 15/77 31/163 961 5,16
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Продолжение таблицы 5.7
Группа фактора (И) (осушенный агроландшафт)

Первая 3 /9 5/25 8/34

Вторая 4/16 6/36 10/52

Третья 4/16 6/36 10/52

ш 11/41 17/97 28/138 784 4 ,66
I X ,

IT ?
27/127 32/174 59/301 Ш .  Y i)2 = 1 7 4 5

( I X , ) 2 729 1024 L C L X  ,)? = ]  753

м 4,50 5.33 М  = 4 9 0

Примечание : А",- - варианты опыта по ф акт ору (I),  У/ - то ж е по ф акт ору (II). В 

числителе - урож ай биомассы, в знаменателе - квадрат чисел.

Суть двухфакторного дисперсионного анализа м ож но представить равенством

Q = Q + Q + Q ,* Q + Q S. (5-19)
где Q - общая сумма квадратов; Q : u Q , -  соответственно, сумма квадратов отклоне

ний для факторов (I) и (II); Q} - сумма квадратов отклонений, имеющих мест о при 
взаимодействии факторов (I) и (II); Qt - сумма квадратов отклонений по повторно

стям; Q - остаточішя сумма квадратов отклонений неучтенных факторов. Общая 

сумма квадратов отклонений находит ся как -
Q = (T L X i2 . Y i2 -(Т Т Л ;. Yt 2/N ) )= (3 0 1 -(5 9 2/1 2 ))= 1 0 ,92, 

гое N=12 - общий объем выборки ; сумма квадратов отклонений по фактору (I) как - 

Q = C LC LX i) 2- (T L X ,,  Y i)/nx ) /k x = (1 753-592/2)/6= 2.ОН, 

где п х=2 - число групп фактора (I); кх =6 - число вариант в каж дой отдельной сумме; 

сумма квадратов отклонений по фактору (II) вычисляется аналогично 

Q =CLCL Y ,) 2 - (T L X ,, Y i/n y))/ky= (1 745-592 /2 )/6 = 0 ,75; 
сумма квадратов отклонений, вызываемых взаимодействием факторов (I) и (II), опре

деляется следующим образом
Q = C L C L Z i)-(T L X i, Y i f / n z I / k z - Q p Q = (891-5(//4)/3-2,08-0.15=4,08, 

где I ( T Z t?) = ( l 6 + l X + l f + l f )  =891 - сумма квадратов сумм значений вариант по 

группам выборки комбинационной таблицы; п =4 - число сумм вариант по группам; к = 3  

- число слагаемых вариант в каж дой группе выборки; сумма квадратов отклонений по 
повторностям ( Q J  определяется как-

Q4-CLCLX,)2-(TLX /, Yi)/nx y)/кх у=( 1171 -5(f/3 )  4=2,67,
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где пХ у=3 - число сумм по повторностям; кх у =4 - число слагаемых в каждой сумме; 
сумма квадратов сумм (XJ, вычисленная как -

Ш Л 'і) 2=((5+4)+(3+5)/+((6+5)+(4+6))2+((5+6)+(4+6)/ =1171;
сумма квадратов отклонений по остаточному варьированию составляет - 

Q=Q-Q,-Q2-Q3-Q=10,92-2,08-0.75-4,08-2,67-1,14; 
число степеней свобод для (Q) будет - (у = (N-1))=U; для (QJ и (QJ - соответст
венно, равно числу Градаций фактора минус единица - (v,=(n,-1))=(2-1)=1, 
(v:=(n2-l) )=(2-1 )=1; для (Q}) определится как - (у}=у,.у2)=11=1; для (QJ -равно чис
лу повторностей минус единица - (ч4=(3-1))=2; для (Q ,) этот показатель определя
ется следующим образом - ( у^= (v-y4-vr v j ) = ( l  1-1-1-1-2)=6.
Полученные расчетным путем характеристики сведены в таблицу 5.8.

Таблица 5.8 Результаты двухфакторного дисперсионного анализа.

Варьирование

данных

Сумма 
квадратов 

отклонений (Q)

Степень 
свободы ( у )

Дисперсия
( а 2)

Критерий
Фишера

F* р Т
*0.05

1 2 3 4 5 в

Общие по опыту 10,92 И 0,99 5,21 4,03
По фактору (I) 2,08 1 2,08 10,94 5,99
По фактору (II) 0,75 1 0,75 3,94 5,99

По взаимодействию 
факторов (I) и (II)

4,08 1 4,08 21,47 5,99

По повторностям 2.67 2 1,34 7,05 5,14
Остаточное 1.14 6 0,19 1,00 —

Показатели дисперсии (таблица 5.8) вычисляются путем деления значений сумм квад
ратов отклонений на соответствующие значения степеней свободы. Фактический кри
терий Фишера определяется путем деления каждой из величин дисперсий на значение 
остаточной дисперсии. Критическое значение критерия Фишера найдено по Приложе
нию (таблица П.4.1). Анализируя критерии Фишера, можно заключить, что влияние 
исследуемых параметров на биомассу существенно (в целом по опыту, по фактору - 1, 
по взаимодействию факторов и по повторностям, пие. во всех рассмотренных случаях)

общ Jo,99 j.
при вариации опытных данных V — — • 10084 — — ~  • 10084) = 20,0 °/о и Рф > ^0 .05 •

М общ. 4'9
действие группы факторов (II) на исследованных агроландшафтах не доказано
(F*<FoTo.,)■
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Примечание
Оценку результатов эксперимента можно сделать по критериям наименьшей су

щественной разности (НСР) и Стьюдента. Для вычисления (НСР) и (t) находится 
ошибка среднего арифметического ( m j  всего опыта и ошибка разности средних по 
формулам:

тм = -Jac2cm /  N = -jo,19 / 12 = 0,1258; 

md = ->2<у і „ , / п = 42-0,19/6 = 0,25;

Н С Р - md t T005 =0.25-2.45=0,61,

в которых n - численность меньшей из сравниваемых частных групп. По критерию 
Стьюдента сравниваются средние арифметические данные по осушенному и неосушен- 
ному агроландшафтам

l = (My l - M y } ) / m dy =(5,16 -  4,66) /  0,25 = 2,00.

По Приложению (таблица П.2) критерий Стьюдента - ( lga5 =2,45), при (Р=0,95) для 
(v=6). Таким образом, на биомассу трав в агроландшафтах не влияет мелиорация (т.е. 
фактор II), так как ( 1ф=2,0<1дО5 =2,45), при (Р=0,95); метеорологические условия 
(фактор I) достоверно влияют на биомассу трав, при (Р=0,95). Выводы, сделанные с 
йспользоваішем критериев Фишера и Стьюдента, совпадают. В заключение обычно оп
ределяется точность опыта, которая составляет

Р=(тм /  М ) ■ 1 00%=0.1258/4,9-100%=2.56%.

Точность опыта признается достаточно высокой, поскольку (Р<3%). Коэффициент 
варьирования опытных данных -

v  = i l -- - . wo% = ■ н т ,=20.0%,-
Iи общ 4-9

также незначителен, что удовлетворяет требованиям опыта.
Рассмотрим второй пример двухфакторного дисперсионного анализа, в кото

ром требуется установить, зішчймо ли различие в действии форм азотных удобрений 
на урожай овсяницы луговой (таблица 5.9). Нулевая гипотеза (Ну d=0).

Решение
Особенностью по-вариантной обработки данных вегетационного опыта с разной 

повторностью является необходимость вычисления нескольких знШіенйй наименьшей 
существенной разности, так как не все средние равноточны. В примере варианты (1-2) 
имеют четыре, а варианты (3-4) -  шесть наблюдений. В установленном порядке, вы
полняются следующие вычислительные операции:
1) определяются суммы урожаев и средние по вариантам, общая сумма и средний уро- 
жай по опыту (таблица 5.9);
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Таблица 5.9 Урожай овсяницы (г на сосуд)

Варианты 
( формы 
азота)

Урожай (X)
Число 
наблю
дений (п)

Суммы

(У)
Средние

1 16.0 17,2 14,4 15,8 -  
29,4*30,4 30,3 28,1 -
26.0 29,2 26,7 27,1 26,0 28.1 
25,3 24,8 26,1 23,2 25,7 24,0

4 63,4 15,85
2 4 118,2 29,55
3 6 163,1 27,18
4 6 149,1 24.85

Общая сумма 20=7м=
=N

493,8=
=1Х

24,69= х

2) преобразуются исходные даты по соотношению (Хі=Х-А), при условной сред
ней (А), принимаемой равной числу 25. - близкому к среднему урожаю по опыту 

( X  -24,69) (таблица 5.10), с последующим вычислением сумм квадратов отклонений.

Таблица 5.10 Преобразованные данные

Варианты Х,= Х-25 Суммы (V)
1 - 9.0 - 7.8 -10,6 -9,2 — -36,6
2 4,4 5,4 5,3 3,1 - - 18,2
3 1,0 4.2 1.7 2,1 1.0 3,1 13,1
4 0,3 - 0,2 1.1 -1.8 0,7 -1.0 - 0,9

Общая сумма -6,2=ЪХ,

При по-вариантном вычислении сумм квадратов отклонений необходимо иметь ввиду, 
что в суммы (V) входит разное число наблюдений (п). Далее, последовательно опреде
ляются:

а) общее число наблюдений (N ="Ln) -20;
б) корректирующий фактор (C -C LXJ2: N)=(-6,2)2: 20=0,07:
в) суммы квадратов отклонений

(С,  «2Х ] - С )  = (9,02 + 7,8 2+...+1,02 - 1,92 = 465,70;

С, = Су -  Су = 465,70 -  444,51 = 21.19.

Вычисленнью суммы квадратов отклонений вносятся в таблицу 5.11, наряду с другими 
составляющими дисперсионного анализа.
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Таблица 5.11 Результаты дисперсионного анализа

Дисперсия Сумма
квадратов

Степени
свободы

Средний
квадрат

?Ф Fas

Общая 465,70 19 _ — —

Вариантов 444,51 3 148,80 112,7 3,24
Остаток
(ошибки) 21,19 16 1.32

Значение (F0}) принимается по Приложению (таблица П.4.1) для 3-х степеней свобо
ды дисперсии вариантов (числитель) и 16-ти степеней свободы остатка 
(знаменатель). Так как (F^>Fas), то между вариантами опыта имеются существен
ные различия на 5%-ном уровне значимости и гипотеза (Н0) отвергается;
3) при оценке существенности частных различий в опыте с разной повторностью необ
ходимо учесть неравноточность сравнения средних. Ошибки средних первых двух вари
антов ( Хі и х : )  предопределяются числом наблюдений (п1-п 2)=4. а двух последних 

(х з  и X j ), соответственно, (n3=nj=6 наблюдений. Поэтому, ошибку разности меж

ду средними нужно определять по формуле, учитывающей разную повторность по (1-2) 
и (3-4) вариантам

=Г
\ ", ".а V " Л

Тогда:
а) ошибка разности средних, при сравнении x t с х 3 (п,=п,-4), будет-

1,32 = 0,81 г /  сосуд,

при сравнении х / и х 2 с х 3 и х 4 (п ,-4  и п ,-6), будет-

s''= Is- = J/,32 ■ —  = 0,74 г /  сосуд, 
' у п^п, v 4 6

при сравнении x j  с X/ (п3-п 4=6), будет-
2 1,32 = 0,66 г / сосуд;
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6) наименьшая существенная разность (НСР) для 5%-ного (или 1%-ного) уровня значи
мости определяется как -

НСР'05 = lossj = 2,12■ 0,81 = 1,72 г /  сосуд;
HCPS, = l05s’J = 2,12■ 0.74 = 157 г/сосуд; 

т НСР£ = 105̂ =  2,12 ■ 0.66 = 1,40 г /  сосуд.

Значения критерия (1^-2.12) принимаются из Приложений (таблица П.2) для 16-ти 
степеней свободы дисперсии ошибки (остатка). Результаты опыта и статистической 
обработки заносятся в таблицу 5.12.
. Таблица 5.12 Различия в действии форм азотных удобрений на урожай

овсяницы луговой (г на сосуд)

Варианты Урожай
Сравнение с 
контролем

Сравнение с 
тммиачной селитрой

разность НСРШ разность НСРт
Без удобрений (контроль) 15 _ -11.4 1.57
Сульфат аммония 29,6 13.8 1.72 2.4 1,57
Аммиачная селитра 27,2 11,4 1.57 — _
Мочевина 24.8 9,0 1.57 -2.4 1,40

Результаты анализа показывают, что все формы азотных удобрений существен
но повышают урожай овсяницы луговой. Аммиачная селитра и мочевина примерно рав
ноценны по эффективности; сульфат аммония обеспечивает статистически значимый 
на 5%-ном уровне эффект в сравнении с аммиачной селитрой.

Рассмотрим еще один пример двухфакторного дисперсионного анализа, в ко
тором по данным учета числа зерен в колосе у  гибридов ячменя (таблица 5.13) необхо
димо вычислить коэффициент наследуемости.

Решение
1) проводится дисперсионный анализ для двухфакторного комплекса:

N=lA 1вп=3*2*4=24;
С= (1X )::N=5 75-:24=13776.04;

Cy=LX:-C =('2Qr+2(f+... +32-)-13776.04=428,96; 
Сг=1.Р::1Л11ГС=(141г+143г+1452+146‘):3*2-13776,04=2,46;

С ,.=1 V2:n-C=(83-+76-+... +1232):4-13776,04=406,71; 
Cz=Cy-C r C y=428.96-2,46-406,71=19,79;

2) для выполнения оценки существенности действия материнских и отцовских форм и
их взаимодействия на результативный признак гибридов составляется таблица 5.14, в
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Таблица 5.13 Число зерен в колосе у  гибридов ячменя

Материн
ская

форма
(А)

Отцовская 
форма (В) Повторения (X) Суммы

(V)
Средние

1 2 3 4
1 2 3 4 5 6 7 8

д/ ь, 20 20 22 21 83 20,8
Ь, 18 19 20 19 76 19,0

а? Ь, 23 23 20 22 88 22,0
ь, 22 23 24 24 93 23,2
ь, 29 28 27 28 112 28,0
ь. 29 30 32 32 123 30,8

Суммы (Р) 141 143 145 146 575=Т.Х
которую вписываются суммы (У) для каждого гибрида и находятся суммы по факто
рам (А) и (В).

Таблица 5.14 Вычисление сумм для определения эффектов (А), (В)
и взаимодействия (А В)

Фактор (А) Фактор (В) Суммы (А)
Ь, ь,

а , 83 76 159

а 7 88 93 181

а , 112 123 235

Суммы ( В) 283 292 575= I X

3) по результатам дисперсионного анализа (таблица 5.15) имеем: общее варьирование 
І Скн.ш) -  внутренняя часть таблицы (численно СЛ,В,ЛВ=С =406,71 и вычислено нами 
ранее), варьирование факторов (А) и (В). Взаимодействие (АВ) находится по разно
сти: (СА = Ы ’ : 1„ п -  С)=(15?+181:+2352):2*4-13776,04=382,34, пуи (1Л-1)=(3-1)=2 - 
-степенях свободы; (СЙ=1В*:1Л ■ п-С)=(2832+292!):3*4-13776,04=3,38, при (10-1) = 
=(2-1)=1 - степени свободы: (САВ=СЛАВАЛВ-СЛ-СВ)=406,71-382,34-3,38=20,99, при 
(1Л 1)(1И -1)=(3-1) (2-1)=2 - степенях свободы; существенность действия и взаимодей
ствия факторов оценивается по критерию (F) (Приложение, таблица П.4.1).
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В рассматриваемом примере существенным оказалось действие (А) (материнских 
форм) и взаимодействие (А В) (материнская формахотцовская форма). Следователь
но. имеет смысл вычислить коэффициенты наследуемости, характеризирующие силу 
генетического влияния материнских форм и взаимодействия; вариабельность числа зе
рен в колосе у гибридов ячменя не зависит существенно от отцовских форм (F^<Fm) ;

Таблица 5.15 Результаты дисперсионного анализа
х

Дисперсия Сумма
квадра

тов

Степени
свободы

Средний
квадрат

Роз

Общая 428,96 23 - . -
Повпюрений 2,46 3 - _ .
Материнских форм (А) 382,34 2 191,17 144,83 3,60
Отцовских форм (В) 3,38 1 3,38 2,56 4,54
Взаимодействия (А В) 20,99 2 10,50 7,95 3,60
Остаток 19,79 15 1,32 -

4) в двухфакторном комплексе дисперсия групповых средних имеет более сложную при
роду, чем в однофакторном, и определяется как генетической изменчивостью, обуслов
ленной генотипами материнских и отцовских форм и их взаимодействием, так случай
ной изменчивостью (остаток). Общий коэффициент наследуемости в этом случае ра
вен

h'\h(4 + h2„ + И(1В.
Для уяснения сущности вычислительных операций при определении дисперсий, характе
ризующих влияние на фенотипическую изменчивость генотипов материнских форм 
( .Г J , отцовских форм ( ,ГВ) и их взаимодействия ( s*JB), целесообразно дополнительно 
рассмотреть схему компонентного двухфакторного анализа результатов эксперимен
та..
В настоящем примере, существенным оказалось влияние материнских форм (А) и взаи
модействия (АВ).

Однако, при подборе пар для скрещивания, необходимо иметь ввиду, что, как пока
зал проведенный нами численный эксперимент, проявление результативного признака в 
гибридах зависит в основном (на 86 %) от материнского растения.
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6 СТАТИСТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ПЛАНИРОВАНИЯ 
ЭКСПЕРИМЕНТА

Эксперименты, поставленные таким образом, что в каждом опыте 
варьируются одновременно все независимые переменные (факторы) по 
специальному плану, называются активными. В отличие от обычных, 
традиционных, пассивных экспериментов, в активных экспериментах в 
каждом отдельном опыте варьируется только один фактор.

Статистические методы планирования активного эксперимента яв
ляются одним из эмпирических способов получения математического 
описания статики сложных объектов исследования, т.е. уравнения связи 
отклика объекта (Y) и независимых управляемых нормированных вход
ных переменных (факторов) - (Z T = (z,;z2;...;zn)). При этом, математи
ческое описание представляется в виде некоторого полинома-, отрезка 
ряда Тейлора, в который разлагается неизвестная зависимость основной 
точки (Zo)

M{Y}=(p(z,,z2,...,z„) = P0 + Х Р і -z, + + E P U -z. -z, +Ё Р» (6. 1)

a 5<Pгде P. =TT~oz, Z=Z„ P.=
3J<p

5z, • 3z, z = z 0
p, i  Ё *

1 dz] z = z 0
теоретические коэффициенты. Из-за наличия неуправляемых и даже не
контролируемых факторов, изменение величины (Y) носит случайный 
характер, поэтому функциональная зависимость (<p(Z)) не дает точной 
связи между управляемыми факторами и откликом (Yg) объекта в каж
дом g-ом опыте, а лишь между управляемыми факторами и математиче
ским ожиданием случайной величины (Y)

М |Yf }= <p(Zj) . (6.2)

Здесь Zg = (zlg;z2g;...;zng) - g-ая точка пространства независимых управ
ляемых факторов (факторного пространства). В таком сАрчае, по резуль
татам эксперимента можно отыскать уравнение регрессии в форме неко
торого полинома

Y - b . + ^ b . - z ,  + Ё Ь» -z, + 2> iT z?+... , (6.3)
i-1 1:1-1i<!
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где b0, bj, b,|, b,j, - выборочные коэффициенты регрессии, которые явля
ются лишь оценками для теоретических коэффициентов, соответственно, 
(Ро. Рі. Рііі Ріі>— ); ? - оценка для M{Y}; Z g(g = 1,2,..., N) - точки факторно
го пространства, в которых проводится эксперимент. Задача отыскания 
оценок коэффициентов уравнения регрессии (6.3) по результатам опытов 
в ( N )  - точках факторного пространства является типичной задачей мно
жественного регрессионного анализа в том случае, если имеются сле
дующие предпосылки:
1) результаты наблюдений (у,, у2,--.,yN) отклика в (N) - точках факторно
го пространства представляют собой независимые нормально распреде
ленные случайные величины, т.е. на них воздействуют нормально рас
пределенные случайные помехи (е) с нулевым математическим ожидани
ем - (М{е}=0);
2) дисперсии (o2{Yg}), при (g=l,2,...,N) равны; это значит, что, получае
мые при проведении многократных повторных наблюдений над величи
ной (Yg) в точках (ZJ), выборочные оценки (Sg {Y}) однородны, диспер
сия же (сг2{Yg}) не зависит от математического ожидания (M{Yg}), т.е. не 
отличается от дисперсии (o2{Yg}), полученной при повторных наблюде
ниях в любой другой точке (Zg) факторного пространства 
(воспроизводимость с равной точностью);
3) независимые управляемые факторы (z(, Z|,...,zN) измеряются с пренеб
режимо малыми ошибками по сравнению с ошибкой в определении (Y) 
(имеется в виду влияние их ошибок на величину "Y" по сравнению с 
влиянием неуправляемых и неконтролируемых факторов - "в".

Активные эксперименты обладают следующими преимуществами:
1) поскольку план экспериментов составляется заранее, перед началом 
опытов, то он может максимально способствовать упрощению после
дующей обработки материалов экспериментов при построении регресси
онных моделей;
2) оптимальное использование факторного пространства при активном 
экспериментировании позволяет при минимальных затратах (минимуме 
экспериментов) получать максимум информации об изучаемых явлениях;
3) при планировании экстремальных экспериментов, кроме аппроксима
ции функции отклика, можно попутно решить более важные для практи
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ки задачи - поиска экстремума в (Р)-мерном факторном пространстве или 
/ и оптимального управления процессами;
4) методы планирования экспериментов позволяют опытным путем про- 
ранжировать факторы по степени их влияния на функцию отклика;
5) планируемые эксперименты дают возможность математически описать 
более сложные процессы, формализовать (методами дисперсионного 
анализа) изучаемые явления, в том числе с использованием косвенных 
факторов;
6) планирование эксперимента позволяет изучать и математически опи
сывать процессы и явления при неполном знании их внутреннего меха
низма.

Рассмотрим основные понятия и определения теории планирования 
эксперимента.
Объект исследования (ОИ) - носитель некоторых неизвестных и подле
жащих изучению свойств и качеств. Как правило, любой объект исследо
вания можно представить в виде "черного ящика" с определенным коли
чеством входов и выходов. При этом, традиционно выделяются:
1) входные контролируемые и управляемые переменные, которые варьи
руются исследователем по своему усмотрению - вектор (X = |х,,х,,...,хп||);
2) входные контролируемые, но неуправляемые переменные - вектор( Z  = | z , ,z 2, . . . , z t |) ,
3) неуправляемые и неконтролируемые переменные - вектор 
(Е  = Je ,,e „ ...,e J) ;
4) выходные показатели - вектор (Y = ІУцУз,—,yj|).
Переменные (X) и (Z) принято называть факторами, а пространство кон
тролируемых переменных образует факторное пространство. Выходную 
переменную (Y) - зависимую переменную объекта - часто называют от
кликом-, зависимость отклика от рассматриваемых факторов - функцией 
отклика, а геометрическое представление функции отклика - поверхность 
отклика. Эксперимент - система операций, воздействий** наблюдений, 
направленных на получение информации об объекте при исследователь
ских работах. Опыт - воспроизведение исследуемого явления в опреде
ленных условиях проведения эксперимента при возможности регистра
ции его результатов. План эксперимента - совокупность данных, опреде
ляющих число, условия и порядок реализации опытов. Планирование экс-
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перимента - выбор плана эксперимента, удовлетворяющего заданным 
требованиям. Область действия - область возможных значений факторов 
(X) при экспериментировании. Область планирования - область значений 
факторов (X), в которой находятся точки, отвечающие условиям прове
дения опытов согласно плану эксперимента. Точка плана - упорядоченная 
совокупность чаленных значений факторов, соответствующая условиям 
проведения опыта, точке факторного пространства, в которой проводит
ся эксперимент. Точке плана с номером (Y) отвечает вектор 
( X j = | x lg,x2g.....xnj|). Общая совокупность таких векторов (Xg=...,
g=l,2,...,L) образует план эксперимента, а совокупность различных век
торов - спектр плана. Фиксированное значение фактора называется уров
нем фактора. Факторы могут различаться по числу уровней, на которых 
возможна их фиксация в данной задаче. Понятие уровня фактора часто 
используется при описании характерных точек из области действия фак
тора (х,): минимальный (Xjmin) и максимальный (Xjmax) уровни, основной 
уровень фактора (xf), при (i=l,2,...,n). Обычно вектор 
(Хог = jxf,х® , .х °  ||) задает в факторном пространстве точку, являющую

ся, в каком-то смысле, центром области планирования, центром экспери
мента. В ее окрестностях и располагаются все точки плана. Часто коор
динаты (х°) выбираются с помощью соотношения (xf=(X; max+Xj тіп)/2). 
В ряде случаев, полезно понятие интервала (шага) варьирования фактора 
(Xj). (Axj—(Xj max’Xj rain)/2), так что (Xi max—Xj +AXj), (Xj mm x, -Axj). Зная 
(x°), (Ax,), при (i= 1,2,..,,n), можно реализовать операцию нормализации 
факторов. Операция нормализации сводится к изменению начала отсчета 
координатных осей и масштаба, в соответствии с соотношением 
(Х|=(хг х?)/ДХ(, при (i=l,2„..,N)). Таким образом, для переменной (Xj), в 
стандартизированном масштабе, начало координат совмещено с центром 
эксперимента, а в качестве единицы измерения используется шаг варьи
рования фактора. Применение безразмерных переменных (факторов) - 
(х,) часто существенно облегчает математические выкладки и запись ко
нечных результатов. Принципы, положенные в основу теории планирова
ния эксперимента, направлены на повышение эффективности экспери
ментирования, т.е. на получение максимума информации при минимуме 
опытов:
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1) отказ от полного перебора возможных входных состояний
Для получения исчерпывающей информации о свойствах функции от
клика, вообще, необходимо проведение бесконечного числа опытов во 
всех точках области планирования эксперимента. В противном случае, 
всегда существует теоретическая возможность пропустить некоторую 
особенность поверхности отклика. Ясно, что это носит чисто умозри
тельный, гипотетический характер, и не реализуемо на практике. Экспе
риментатор просто вынужден задаться дискретной сеткой значений фак
торов, выбрать какое-то фиксированное число уравнений каждого фак
тора. Коль это так, то экспериментатор, желая того или нет , фактически 
задается некоторыми свойствами поверхности отклика и, тем самым, по
стулирует определенную степень гладкости этой поверхности. В теории 
планирования эксперимента сознательно отказываются от полного пере
бора входных состояний или от эксперимента, близкого к нему по своей 
конструкции. Выбор числа уровней варьирования по каждому фактору 
непосредственно связывается с выбором вида функции отклика. В свою 
очередь, сам этот выбор можно осуществить, используя принцип посте
пенного усложнения математической модели;
2) постепенное усложнение математической модели
Этот принцип очень прост: в отсутствие априорной информации о свой
ствах функции отклика, нет смысла сразу строить сложную модель объ
екта. Получение сложной модели требует, естественно, большего числа 
опытов, чем модели простой, и может оказаться, что в сложной модели 
нет необходимости, так как она вырождается в простую модель 
(поскольку таковы свойства объекта). Поэтому, теория планирования 
эксперимента рекомендует, как правило, начинать с простейшей модели, 
соответствующей имеющейся априорной информации. Согласно этой 
концепции, при проведении эксперимента необходимо использовать по
следовательную, шаговую стратегию. После каждого шага, производится 
анализ результатов, затем, принимается решение о дальнейшей деятель
ности. Исследователь отказывается от попытки заранее *^дать строго 
фиксированную схему проведения эксперимента. Такая стратегия преду
сматривает возможность принятия решений в зависимости от результа
тов, полученных на отдельных этапах исследования. Не менее важным 
является и вопрос о проверке качества результатов на каждом этапе ис
следования. В теории планирования эксперимента для проверки исполь
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зуются различные, математически строго обоснованные, статистические 
процедуры, вытекающие из некоторых вероятностных свойств шума;
3) сопоставление с шумом
Точность полученной модели обязательно должна быть сопоставлена с 
интенсивностью случайной помехи, воздействующей на результат изме
рения отклика^У). При прочих равных условиях, чем меньше уровень 
помехи, тем бо.фе точной должна быть модель; чем выше уровень поме
хи, тем в большей степени можно ожидать, что более простая модель 
окажется работоспособной. Поскольку многие реальные объекты харак
теризуются высоким уровнем помех, при их описании получили наи
большее распространение полиномиальные регрессионные модели, при
чем в подавляющем числе случаев порядок такой модели равен (1) или
(2). Подобные модели широко используются при создании различного 
рода методик инженерных расчетов тех или иных устройств, схем и агре
гатов, так как необходимая точность расчетов обычно весьма невелика 
(порядка 5...15%). Конечно, с теоретической точки зрения, для выявления 
физической сущности механизма явления подобные полиномиальные 
модели менее содержательны, чем теоретические модели типа дифферен
циальных уравнений. Однако, с практических позиций, полученные по
линомиальные модели являются весьма эффективными, порой, единст
венными средствами изучения сложных объектов;
4) рандомизация (приведение к случайности)
Этот принцип состоит в такой организации эксперимента, которая по
зволяет сделать случайными (рандомизировать) систематически дейст
вующие переменные, не поддающиеся (поддающиеся с трудом) учету и 
контролю, для того чтобы можно было рассматривать их как случайные 
величины и, следовательно, учитывать статистически. Иными словами, 
не в силах учесть действие неслучайных переменных, исследователь ис
кусственно создает в эксперименте случайную ситуацию, т.е. переводит 
такие переменные в разряд случайных, избавляясь от возможных систе
матических ошибок в конечных результатах. При этом, уровень шумово
го поля увеличивается, что, однако, особой роли не играет. При различ
ных статистических исследованиях принцип рандомизации предусматри
вает чисто случайный выбор элементов для последующего анализа из 
общей совокупности, подлежащей изучению. Тем самым, обеспечивается 
представительность полученной выборки, т.е. гарантируется возмож
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ность, с помощью измерения свойств конечного набора элементов из со
вокупности, высказать обоснованное суждение о свойствах совокупно
сти, в целом. При проведении различного рода экспериментов принцип 
рандомизации предусматривает случайный порядок реализации опытов, 
т.е. случайный порядок реализации строк матрицы плана. Использова
ние такого простейшего приема, как рандомизация опытов, позволяет 
устранить в математических моделях те или иные смещения, вызванные 
действием неконтролируемых систематических переменных;
5) оптимальность планирования эксперимента
Этот принцип является центральным в теории планирования экспери
мента. В соответствии с ним, план эксперимента должен обладать неко
торыми оптимальными свойствами, с точки зрения определенного, зара
нее выбранного, критерия оптимальности плана или совокупности по
добных критериев. Критерии оптимальности планов могут формулиро
ваться по-разному. Фактически, в таких критериях, в строгой математи
ческой форме, представлены (формализованы) те или иные интуитивные 
соображения специалистов - экспериментаторов о "хорошем", качествен
ном эксперименте. При этом, общая направленность теории планирова
ния - "меньше опытов - больше информации, выше качество результатов" 
- сохраняется. Конкретная форма критерия зависит, прежде всего, от ти
па решаемой задачи, назначения плана, хотя, даже в рамках одного типа 
задач, могут быть использованы различные критерии.

6.1 Полный факторный эксперимент
Для построения линейных и неполных степенных математических 

моделей применяется полный факторный эксперимент, обладающий ор
тогональной матрицей планирования. Математическое описание поверх
ности отклика объекта в окрестности точки базового режима- 
-(Х0т =(х10;Хг0;.. .;х„0)) можно получить варьированием каждого из фак
торов (х,) на двух уровнях, отличающихся от базового уррвня (х,0) на ве
личину интервала варьирования (Дх,). Интервал варьирования по каж
дому управляемому фактору выбирается так, чтобы приращение величи
ны отклика (Y) к базовому значению (Y0), при реализации (х,0±Дх,), мож
но было выделить на фоне "шума" при небольшом числе параллельных 
опытов.
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Полным факторным экспериментом (ПФЭ) называется эксперимент, 
реализующий все возможные неповторяющиеся комбинации уравнений 
(п) - независимых управляемых факторов, каждый из которых варьирует
ся на двух уровнях. Числом этих комбинаций (N=2") определяется тип 
ПФЭ. Для упрощения, дальнейшее изложение строится на примере пла
нирования тип*,(Ы=23), т.е. на примере объекта с тремя (п=3) - независи
мыми управляемыми факторами (х|,х2,Хз). При планировании экспери
мента проводится преобразование размерных управляемых независимых 
факторов (х,) в безразмерные, нормированные

Это дает возможность легко построить ортогональную матрицу плани
рования и значительно облегчить дальнейшие расчеты, так как, в этом 
случае, верхние и нижние уровни варьирования (¾) и (¾) в относитель
ных единицах, равны соответственно, (+1) и (-1) независимо от физиче
ской природы факторов, значений основных уровней и интервалов варь
ирования факторов (AXj). Если для трехфакторной задачи теоретическое 
уравнение регрессии относительно нормированных факторов имеет вид -

когда степенями факторов выше первой можно пренебречь, то ПФЭ дает 
возможность найти раздельные оценки коэффициентов (¾). Так как из
менение выходной величины (Y) носит случайный характер, то имеется 
возможность определить лишь выборочные коэффициенты регрессии (ty), 
(Ь,|) для оценивания теоретических коэффициентов (Р,), (РД. Процесс на
хождения модели (идентификации) методом ПФЭ состоит из : 1) плани
рования эксперимента, 2) проведения эксперимента на объекте исследо
вания, 3) проверки воспроизводимости (однородности выборочных дис
персий "Sg") эксперимента, 4) получения математической модели объекта 
с проверкой статистической значимости выборочных коэффициентов 
регрессии, 5) проверки адекватности математического описания. В таб
лице 6.1 даются: запись всех априорных сведений об уравнении регрес
сии, запись базовых уровней, шагов варьирования, верхних и нижних 
уровней управляемых факторов, матрицы планирования, результатов 
наблюдений эксперимента, промежуточных и конечных результатов рас

Zj = (х, -  x i0) / Ах, . (6.4)

123 ' Z1 ' Z2 ' Z3 > (6.5)
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чета для проверки воспроизводимости эксперимента, проверки значимо- 
сти коэффициентов, проверки адекватности математического описания, а 
в таблице 6.2 - приведена матрица планирования полного факторного экс
перимента (ПФЭ):
1) планирование полного факторного эксперимента
Матрица планирования ПФЭ представляется в виде таблицы, составляе
мой по следующим правилам (таблица 6.2) -
а) каждая (g)-aa строка матрицы содержит набор координат (zig) точки, в 
которой проводится (g)-bifl опыт (i=l,2,...,n ; g=l,2,...,N);
б) вводится фиктивная переменная (Zo=+l);
в) поскольку переменные (zf) принимают лишь значения (+1) и (-1), то все 
взаимодействия - (ZjZi(i; 1=1,2,3;)) могут принимать только такие же зна
чения;
г) в первой строке (g=l) все управляемые факторы выбираются на ниж
нем уровне, т.е. (Zj=-1); последующие (g)-bie варианты варьирования при 
составлении матрицы планирования выбираются так: при построчном 
переборе всех вариантов, частота смены знака факторов для каждого по
следующего фактора (Zj+I) вдвое меньше, чем для предыдущего (Zj); три 
столбца управляемых факторов образуют собственно план эксперимента 
(обведено жирной чертой), а остальные столбцы матрицы планирования 
получаются перемножением соответствующих значений управляемых 
факторов и необходимы для расчета соответствующих коэффициентов 
при взаимодействиях.
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Таблица 6.1 Этапы планирования и характеристики полного факторного эксперимента

Ф акторы X, X, X i X* Априорны е сведения О ценка коэффициентов регрессии
Базовый уровень X * P n = 0 bu-3-0(1 bl2->0U
Интервал варьирования ДХ< 022=0 h i—>0i Ьіз—>013
Верхний уровень Хт Ьі->02 bj3->023
Нижний уровень Хш 033=0 Ьз->0з b m -> p t r i

М атрица планирования и результаты расчета оценок коэффициентов регрессии
Результаты наблю дений и проверка 
воспроизводим ости эксперимента Проверка адекватности  

модели

Ч K, K, Кз Ze Zi z , Z i ZtZj Z iZ s Z 1Z 3 Z 1Z 2Z 3

Y * Y . k l Y ,
s; Y , С - т )

1 21 12 3 + 1 *1 -1 -1 +1 +  1 +  1 -1
2 23 14 7 +  1 •И -1 -1 -1 -1 +  1 + 1
3 8 13 4 + 1 -1 +1 -1 -1 +  1 -1 +  1
4 5 16 19 +  1 + 1 + 1 -1 +1 -1 -1
5 10 24 17 +  1 -1 -1 + 1 +  1 -1 -1 +  16 15 22 6 + 1 + 1 -1 +1 -1 + 1 -1 -1
7 2 1 1 1 + 1 -1 +1 + 1 -1 -1 + 1 -1
8 9 20 18 + 1 + 1 +1 +1 +1 + 1 + 1 + 1

Оценки коэффициентов  
регрессии bo b, bj Ьэ bu b „ bu bin

i s ; £  V , -  Y , ) '

m a x { S | )  

8
S i .

Провер ка значимости оценок коэффициентов регрессии G F
ч*ич 5% S J{b} q«« Г*1 5% Q « Ы 5%

Vm 16 Sjb) Vl»ec. 7 - .....
2.119 t V2»<*. 8 V lu

s l Вывод G 0.5157 F-p

Уравнение регрессии (неполная степенная модель) d Вывод Вывод

Y  = b 0 + b ,Z ,  +  b j Z 2 +  b j Z j  +  b 12Z ,Z j  +  b n Z , Z } +  b u Z j Z ,  +  b m Z , Z 2Z ,
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Таблица 6.2 Матрица планирования полного факторного
эксперимента

К Z, Z, Z, Z, Z .Z , Z |Z j z,z, Z,ZyZ,
I + 1 -I -1 -1 +1 +1 +1 -1
2 + 1 + 1 -1 -I -1 -1 +1 + 1
3 + 1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 + 1
4 + 1 + 1 + 1 -1 +1 -1 -1 -1
5 + 1 -1 -1 + 1 + 1 -1 -1 + 1
6 + 1 + 1 -1 +1 -1 + 1 -1 -1
7 + 1 -I +1 + 1 -1 -1 +1 -1
8 + 1 +1 +1 + 1 + 1 +1 + 1 + 1

План ПФЭ типа 24 (п=4) можно построить либо указанным выше спосо
бом, либо на базе плана ПФЭ типа 23, повторив его дважды: один раз - 
при величине (z4=-l), второй раз - при (£,=+1). Аналогично могут быть 
получены планы для сколь угодно большого числа (п) - независимых 
управляемых факторов;
2) проведение эксперимента на объекте исследования
Так как изменение отклика (Y) носит случайный характер, то в каждой 
точке (Xg) приходится проводить (т ) - параллельных опытов и резуль
таты наблюдений (ygi,yg2.—.ygm) осреднять

Y | =  — - І У *  • (6.6)m k=i
Пусть в рассматриваемом случае - (т=3). Перед реализацией плана на 
объекте необходимо рандомизировать варианты варьирования факто
ров, т.е. с помощью таблицы равномерно распределенных случайных чи
сел определить последовательность реализации вариантов варьирования 
плана в (Nm) - опытах. Рандомизация проводится следующим образом. 
Из Приложения (таблица П.1) случайных чисел выбирается любой стол
бец, из которого в порядке следования берутся числа от (1 (N m) и за
писываются (таблица 6.1) последовательно в (т )  - столбцов (khk2,...,km). 
Пусть, например, (к, =8), при (g=3); это значит, что третий вариант варь
ирования реализуется в эксперименте восьмым по порядку. Результаты 
наблюдений, в соответствии с вариантами варьирования плана, записы
ваются в столбцы (Увк, • Увк,»Увіс3);

1 9 3
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3) проверка воспроизводимости эксперимента
Она состоит в проверке выполнения второй предпосылки регрессионного 
анализа об однородности выборочных дисперсий (S2). Задача сводится к
проверке гипотезы о равенстве генеральных дисперсий 
~(°! {Уі }=сг {у, }=... = о 2 {yN}), ПРИ опытах, соответственно, в точках 
(X|,x2,...,x N).Оценки дисперсий находятся по формуле

. (6.7)
m - 1

Так как все оценки дисперсий получены по выборкам одинакового объе
ма (т=3), то число степеней свободы для всех из них одинаково и состав
ляет

V,«. = Щ - 1 .  (6.8)
В этом случае, для проверки гипотезы об однородности оценок (Sjl) дис
персий следует пользоваться критерием Кохрэна, который основан на 
законе распределения отношения максимальной оценки дисперсии к 
сумме всех сравниваемых оценок дисперсий, т.е. -

max{S2}

G = -Tr- i ----- . (6.9)
E s ;{y }
«* і

Если вычисленное по данным эксперимента значение критерия (G) ока
жется меньше критического значения (GKp), найденного по Приложению 
(таблица П.7.1), для (V|.B0C=m-l) и (v2.B0C=N) (в данном случае [v,.B0C=2] и 
[ v 2 .BOc =8]) при выбранном уровне значимости [g вос %, обычно 5%]), то 
гипотеза об однородности выборочных дисперсий отвечает результатам 
наблюдений. При этом, всю группу выборочных дисперсий (S2) можно
считать оценками для одной и той же генеральной дисперсии (o : {Y}) 
воспроизводимости эксперимента, откуда наилучшая ее оценка имеет вид

S L { Y } = 4 ‘IS ;{ Y } , (6.10)
IN 8-1

с числом степеней свободы -
v,„. =N  ( m- l )  . (6.11)
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Если проверка воспроизводимости эксперимента дала отрицательный 
результат, то остается признать его невоспроизводимость относительно 
управляемых фактов, вследствие наличия неблагоприятных флуктуаций 
неуправляемых и неконтролируемых факторов. При этом, следует либо 
увеличить число параллельных опытов для вариантов варьирования с 
большими значениями выборочных дисперсий (S2), либо использовать в 
дальнейшем модификацию метода наименьших квадратов, пригодную 
при невыполнении предпосылки и воспроизводимости эксперимента;
4) получение математической модели
На основе метода ПФЭ, получаются независимые оценки (b0, Ь,, Ь„) соот
ветствующих коэффициентов (р0, Р,, Рп), т.е. (Ь0—>Р0), (Ь,->Р,), (bu—>рп) с 
использованием формул -

b0 = i - £ z 0g-Y6 ; b, = 1 - 1 2 , ,  Y , 0=1,2, ...n) ;
N  g=l IN g=i

(6 . 12)

b„ = 1 - I z,g • z lg Yg -(i; 1 = 1,2,...,n;i 1) .
N g=i

После определения оценок (b) коэффициентов регрессии, необходимо 
проверить гипотезы об их значимости, т.е. проверить соответствующие 
нуль-гипотезы (Р=0). Проверка таких гипотез производится с помощью 
критерия Стьюдента, эмпирическое значение которого

где S2{ b } = -I—  S L { Y } - (6-М)

- дисперсия оценки (b) коэффициента регрессии; N - число точек фактор
ного пространства, в которых проводится эксперимент; m - число парал
лельных опытов в этих точках. Если найденная величина критерия (t) 
превышает значение (tKp) для числа степеней свободы - (v = N (m -  1 ) ) ,  

при заданном уровне значимости (g3H), обычно 5%, т.е. (#gn(t-tKp)=+l), 
то проверяемую нуль-гипотезу (Н0:Р=0) отвергают и соответствующую 
оценку (Ь) коэффициента регрессии признают значимой. В противном 
случае, т.е. при sign(t-tKp)= -l, нуль-гипотезу не отвергают и оценку (Ь) 
считают статистически незначимой, т.е. (Р=0). Статистическая незначи- 
мость оценки (Ь,) коэффициента регрессии может быть обусловлена сле
дующими причинами: а) данный і-й фактор не имеет функциональной
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связи с откликом (Y), т.е. Р,=0; б) уровень (хі0) базового режима (Х0) на
ходится в точке частного экстремума функции отклика по фактору (х,) и 

д \тогда (Pi = —  = 0); в) интервал варьирования (Дхр выбран малым;

г) вследствие влияния неуправляемых факторов, велика ошибка воспро
изводимости эйщеримента.

Ортогональное планирование позволяет определить доверительные 
границы независимо для каждого из коэффициентов регрессии. Поэтому, 
если какая-либо из оценок коэффициентов окажется незначимой, то ее 
можно отбросить без пересчета всех остальных. После этого, математи
ческая модель объекта составляется в виде уравнения связи отклика (Y) и 
факторов (Zj), включающего только значимые оценки коэффициентов;
5) проверка адекватности математического описания 
Чтобы проверить гипотезу об адекватности математического описания 
процесса опытным данным, достаточно оценить отклонение предсказан
ной, по полученному уравнению регрессии, величины отклика (Yg) от ре
зультатов наблюдений (Yg) в одних и тех же (g)-x точках факторного 
пространства. Рассеяние результатов наблюдений вблизи уравнения рег
рессии, оценивающего истинную функцию отклика, можно охарактери
зовать с помощью дисперсии адекватности

' (6-15)
где d - число членов аппроксимирующего полинома. Дисперсия адекват
ности определяется с числом степеней свободы

= N -  d . (6.16)
Проверка гипотезы об адекватности состоит в выяснении соотношения
между дисперсией адекватности (S„H ) и оценкой дисперсии воспроизво
димости отклика (Sj;oc.). Если эти оценки дисперсии однородны, то мате
матическое описание адекватно представляет результаты опыта; если нет, 
то описание считается неадекватным. Проверка гипотезы об адекватно
сти производится с использование F-критерия Фишера. Критерий Фише
ра позволяет проверить гипотезу об однородности двух выборочных 
дисперсий (Sj,,.) и (SbOC.{Y>). В том случае, если ( S ^ S ^  {Y}), F-кри- 
терий характеризуется отношением
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F = - (6.17)

Если вычисленное по результатам наблюдений эмпирическое значение 
F-критерия меньше критического (FKp), найденного из Приложения 
(таблица П.4.1) для соответствующих степеней свободы -

vi.M. = N - d ,  v2aa =Vj.H = N ( m - l )  , (6.18)
при заданном уровне значимости (ga;J ,  то гипотеза об адекватности не 
отвергается. В противном случае, гипотеза отвергается и математическое 
описание признается неадекватным. Проверка адекватности возможна, 
ПРИ (vi ад >0)- Если число (Т) - вариантов варьирования плана ПФЭ рав
но числу всех значимых оценок коэффициентов регрессии (N=d), то для 
проверки гипотезы об адекватности математического описания степеней 
свободы не остается (V|.M=0). Если некоторые оценки коэффициентов 
регрессии оказались незначительными, то число (d) - членов проверяемо
го уравнения, в этом случае, меньше числа (N) - вариантов варьирования 
(N > d )  и для проверки гипотезы об адекватности остается одна или не
сколько степеней свободы (vlaj] >0). В случае, когда гипотеза об адек
ватности отвергается, необходимо переходить к более сложной форме 
математического описания, либо, по возможности, проводить экспери
мент с меньшим интервалом варьирования (АХ,). Следует отметить, что 
максимальная величина интервала варьирования определяется условием 
адекватного описания объекта в области варьирования. Если при боль
ших интервалах варьирования математическая модель неадекватна, то 
возникают систематические ошибки в определении коэффициентов, для 
уменьшения которых следует сузить область выравнивания. Однако, с 
уменьшением интервала варьирования, появляется целый ряд новых 
трудностей: растет отношение помехи к полезному сигналу, что приводит 
к необходимости увеличения числа параллельных опытов для выделения 
полезного сигнала на фоне шума, т.е. уменьшаются абсолютные значения 
оценок (Ь,) коэффициентов регрессии, величины которых Непосредствен
но зависят от Ах, (для уравнения с нормированными факторами "Zj"), и 
оценки коэффициентов могут стать статистически незначимыми.

6.2 Дробный факторный эксперимент
Во многих практических задачах идентификации влияние взаимо

действий второго и высших порядков отсутствует или пренебрежимо ма
197



Статистические методы планирования эксперимента

ло. Кроме того, на первый этапах исследования часто необходимо полу
чить в первом приближении лишь линейную аппроксимацию изучаемого 
уравнения связи при минимальном количестве опытов. Поэтому, неэф
фективно использовать полный факторный эксперимент (ПФЭ) для оце
нивания коэффициентов регрессии лишь при линейных членах и некото
рых парных произведениях, из-за реализации большого числа вариантов 
варьирования (2")Дв особенности при большом числе факторов (п). При 
линейном росте числа независимых факторов, число вариантов варьиро
вания для ПФЭ растет по показательному закону, в результате чего на 
проверку гипотезы об адекватности остается излишне много степеней 
свободы. Дробным факторным экспериментом (ДФЭ) называется экспе
римент, реализующий часть (дробную реплику) полного факторного экспе
римента (ПФЭ). Он позволяет получить, например, линейное приближе
ние искомой функциональной зависимости (M{Y}=cp(X)) в некоторой
небольшой окрестности точки базового режима при минимуме опытов:
1) планирование эксперимента
Для решения трехфакторной (п=3) задачи регрессии в линейном прибли
жении можно ограничиться четырьмя вариантами варьирования, если в 
планировании ПФЭ типа (22) произведение (Z|-z2) приравнять к третьему 
независимому фактору (z3). Такое планирование, представленное матри
цей (таблица 6.3), позволяет найти свободный член (Ь0) и три оценки ко
эффициентов регрессии при линейных членах (Ь)), (Ь2), (Ь3) (из четырех 
опытов нельзя получить более четырех оценок коэффициентов регрес
сии).

Таблица 6.3 Матрица дробного факторного эксперимента

g Z<) Z1 Z-, z, Z.-Z, Z, z, ZvZ, z, z,zv
1 +  1 -1 -1 +  1 +  1 -1 -1 +  1

2 +  1 +  1 -1 -1 -1 -1 +  1 +1

3 +  1 -1 +1 -1 -I +1 -1 +  1

4 +  1 +1 +  1 +1 + 1 +1 +1 +1

Применение ДФЭ всегда связано со смешиванием, т.е. с совместным оце
ниванием нескольких теоретических коэффициентов математической мо
дели. В рассматриваемом случае, если коэффициенты регрессии (Рп), при 
парных произведениях, отличны от нуля, каждый из найденных коэффи
циентов (Р,) служит оценкой двух теоретических коэффициентов
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регрессии

bo-»Po+Pm; Ь,-»Рі + р2з Ь2->Р2+Різ ; Ь3->Рз+Р,2 (6.19)

Действительно, указанные теоретические коэффициенты в таком плани
ровании не могут быть оценены раздельно, поскольку столбцы матрицы 
планирования для линейных членов и парных произведений совпадают. 
Рассмотренный план ДФЭ представляет половину плана ПФЭ типа (23) и 
называется полурепликой от ПФЭ типа (23) или планированием типа- 
(N=231) (таблица 6.2). Для правильного планирования ДФЭ необходимо 
использовать все полученные ранее сведения теоретического и интуитив
ного характера об объекте и выделить те факторы и произведения фак
торов, влияние которых на отклик существенно. При этом, смешивание 
нужно производить так, чтобы линейные коэффициенты (ро, Pi,...,pn) бы
ли смешаны с коэффициентами при взаимодействиях самого высокого 
порядка (так как обычно они в модели отсутствуют), или при тех взаи
модействиях. о которых априори известно, что они не оказывают влия
ния на отклик. Следовательно, недопустима произвольная разбивка пла
на ПФЭ типа (23) на две части для выделения полуреплики тиса (23* •). 
При большом числе (п) - факторов, для получения линейного приближе
ния, можно построить дробные реплики высокой степени дробности. 
Так, при (п=7), можно составить дробную реплику на основе ПФЭ типа 
(23), приравняв четыре из семи факторов к взаимодействиям трех других 
факторов: парным и тройному. Обозначим тип дробной реплики запи
сью (2» Р), если (п-р) - факторов приравнены к произведениям остальных 
факторов. План ДФЭ можно построить, приравнивая факторы различ
ным взаимодействиям; разумеется, при этом, меняется система совмест
ных оценок теоретических коэффициентов. Для получения системы со
вместных оценок и анализа разрешающей способности дробных реплик 
удобно пользоваться понятиями генерирующего и определяющего соотно
шений. Генерирующее соотношение служит для построения дробной реп
лики. Так, в рассматриваемом планировании задается |юлуреплика плана 
ПФЭ типа (23) с помощью генерирующего соотношения (z3=Z|-z2). Опре
деляющим соотношением называется соотношение, задающее элементы 
первого столбца матрицы планирования для фиктивной переменной (все 
они всегда равны "1"). Выражение определяющего соотношения в рас
сматриваемом случае получается умножением левой и правой частей 
приведенного генерирующего соотношения на (z3), т.е. (l=Z|-z2z3), так

1 99



Статистические методы планирования эксперимента

как всегда (z- =1). Знание определяющего соотношения позволяет найти 
всю систему совместных оценок без изучения матрицы планирования 
ДФЭ. Соотношения, задающие эти оценки, можно найти, последова
тельно перемножив независимые факторы на определяющее соотношение

Zo=Z| Z 2 Z 3 ,  Z|=Z2’Z3, Z2=Z| Z3, Z3=Z|-Z2, (6.20)

откуда легко находятся смешиваемые теоретические коэффициенты рег
рессии и их оценки

Ьо-»Ро+Р|2з; Ь|~>Р|+Р2з; Ь2—>Рг+Різ; Ь3—>Рз+Рі2 . (6.21)
Если априори можно принять, что коэффициенты при всех парных и 
тройном взаимодействиях равны нулю, то реализация этой полуреплики 
позволит получить раздельные оценки для всех четырех линейных коэф
фициентов регрессии. Разрешающая способность полуреплик определя
ется их генерирующими соотношениями. Разрешающая способность тем 
выше, чем более высок порядок взаимодействий, с коэффициентами ко
торых смешаны линейные коэффициенты. Она увеличивается для глав
ных полуреплик с ростом числа независимых факторов. Для четвертьре- 
плики в пятифакторном планировании типа (252) должны быть заданы 
два генерирующих соотношения, например, (z4 = z, • z2 • z3; z5=Z|-z2), при
чем, полагаем (Рі2з=0), т.е. (хь х2, х3) - все вместе не взаимодействуют, и 
(Pi2~0), т.е. (Х|), и (хД также не взаимодействуют. Определяющие соот
ношения для этой реплики, согласно приведенным выше правилам, име
ют вид ( l= z r z2-Z3 ’Z4); (1=Z |Z2Z5). Если для дробной реплики имеют место 
два (или более) определяющих соотношения, то их перемножают между 
собой, используя все возможные комбинации. В рассматриваемом слу
чае, имеется одна новая комбинация: ( l= z 3 Z4 -z5). Обобщающее опреде
ляющее соотношение, построенное на основе всех полученных опреде
ляющих соотношений, полностью характеризует разрешающую способ
ность реплик высокой степени дробности. Так, в данном случае 
(1=ZI-Z2-Z3-Z4=Z|'Z2-Z5=Z3-Z4-Z5). Совместные оценки здесь определяются 
вспомогательными соотношениями
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(6. 22)

Данные вспомогательные соотношения позволяют установить, какие 
столбцы матрицы планирования окажутся линейно зависимыми и, следо
вательно, совместной оценкой каких теоретических коэффициентов явля
ется тот или иной выборочный коэффициент регрессии

Ьо-»Ро+Рі234+Рі25+Рз45 I 
Ьі->Р| + Р234+Р25+Рі345 i 
Ь2->Р2+Р|34+Рі5+Р2345 ! 
Ьз~*Рз+Рі24+Рі235+Р45 >

Ь4—>Р4+Р і23+Рі245+ Рз5 I 
Ь5-^Р5+ Р і2345+ Р і2+ Рз4 I 
Ьі3-+Рі3+Р24+Р235+Рі45 1 
Ь|4~^Рі4+Р23+р245+Р|35 ■ (6-23)

Разрешающая способность этой четвертьреплики невысокая, так как все 
теоретические линейные коэффициенты регрессии смешаны с коэффици
ентами при парных взаимодействиях. Следует иметь в виду, что план 
ДФЭ всегда можно расширить до плана ПФЭ недостающими дробными 
репликами. В данном примере, для остальных трех четвертьреплик гене
рирующие соотношения запишутся в виде

jz 4 — Z| • z2 • z3;

К  = - z i - z 2; Z 1 • Z 2  • Z 3>

z, • z2;
(6.24)

а обобщающие определяющие соотношения - в виде:
1 “ Zj.Z2*Z3*Z4-=-Z | ^ 2 ^ 5 —-Z 3■ Z4-Z5 \

1 = -Z | ■ Z2'Z3’Z4= Z |•Z2'Z^—mZ y Z ^ ‘Z^ J

l~"z l'z2'z3'z4=zr z2'z5=:z3'z4'z5< (6.25)
Осуществление этих дополняющих четвертьреплик означает реализацию 
ПФЭ в целом и, следовательно, раздельное оценивание всех теоретиче
ских коэффициентов регрессии (если априори известно, что Рн=0, Рш=0);
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2) планирование эксперимента на объекте исследования
Реализация плана ДФЭ ничем не отличается от реализации плана ПФЭ;
3) проверка воспроизводимости эксперимента
Проверка однородности оценок дисперсии отклика в различных точках 
факторного пространства проводится в полном соответствии с методи
кой, изложенной *(ія ПФЭ, различие состоит лишь в числе точек плана;
4) получение математической модели объекта
Процедуры определения оценок коэффициентов регрессии и проверки их 
значимости полностью совпадают с процедурой, применяемой при ис
следовании объекта методом ПФЭ;
5) проверка адекватности математического описания
Адекватность математического описания функции отклика проверяется 
теми же методами, что и для ПФЭ.

Пример
Необходимо дать рекомендации по постановке полевого эксперимента с целью установ
ления оптимальных параметров горизонтального закрытого дренажа для осушения 
участка в сложных гидрогеологических условиях. В результате критического анализа 
литературных источников, а также предварительных расчетов по формулам различ
ных авторов определено, что расстояние между дренами колеблется от 10 до 20 м, а 
глубина заложения - от 1,0 до 1,2 м. Эти данные необходимо проверить и уточнить на 
основе данных полевых исследований на экспериментальном участке.

Решение
Назначаются три градации расстояний между дренами 10, 15, 20 (м) и три градации 
глубины заложения дрены - 1,0, 1,1, 1,2 (м). Как видно из условия задачи, необходимо за
планировать полный факторный эксперимент для оценки влияния двух факторов с тре
мя градациями каждого (If):
1) обозначаем расстояние между дренами фактором (А), глубину заложения дрен -
фактором (В):
2) градации расстояний между дренами закодируем следующим образом: а, - 10 (м);
a, - 15 (м): а3 - 20 (м), а градации глубин заложения как - Ь, - 1.0 (м); Ь: -1,1 (м):
b , - 1,2 м:
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3) составим матрицу планирования ПФЭ (3:)

Номер Фактор Обозначение
варианта А В варианта

1-й 1 1 0 (контроль)
2 -й 2 1
3 -й 3 1
4 - й 1 2
5 -й 2 2
6 -й 3 2
7 -й I 3
8 -й 2 3
9 -й 3 3

Поскольку в планируемом опыте нет нулевых градаций, то градации факторов (А) и 
(В) в таблице обозначаем числами 1, 2 и 3;
4) па опытном участке необходимо заложить опыт по следующей схеме

Номер варианта 1 -й 2 -й 3 -й 4 -й 5 -й 6 - й 7 -й 8 -й 9 -й
Расстояние 

между дренами (м)
10 15 20 10 15 20 10 15 20

Глубина
заложения дрен (м)

1,0 1,0 1.0 1,1 1,1 1,1 1,2 1.2 1,2

После проведения эксперимента, представит ся возмож ность обработки опытных

данных, и статистическими методами, рассмотренными выше, обосновать оптималь

ные расстояния меж ду дренами и глубины их  залож ения.
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7 МЕТОДЫ ПРОСТРАНСТВЕННОГО ОБОБЩЕНИЯ 
ГИДРОМЕТЕОРОЛОГИЧЕСКОЙ И ЭКОЛОГИЧЕСКОЙ

ИНФОРМАЦИИ
Пространственное обобщение гидрометеорологической и экологи

ческой информации является заключительным этапом статистической 
обработки результатов наблюдений с их представлением в виде инфор
мационных полей.’Основное содержание пространственного обобщения 
информации: оценка статистических показателей пространственной 
структуры полей, картирование и районирование метеорологических, 
климатических, гидрологических и эколого-ландшафтных характери
стик. Исследование элементов пространственной структуры приобретает 
важное значение в связи с необходимостью представления рассматривае
мой информации непосредственно в границах природно-экономических 
(административных) районов, осуществление программы природно - 
климатического мониторинга и экологического аудита. Поля гидроме
теорологических и экологических элементов обычно задаются данными в 
отдельных точках пространства (опытными по отдельным пунктам или 
проинтерполированными в узлы регулярной сетки с помощью объектив
ного анализа). Поскольку, каждое значение элемента в координатах поля 
представлено случайным элементом выборки, то такие информационные 
поля элементов являются случайными полями. Для описания совокупно
сти рядов в пространстве, используются корреляционные, ковариацион
ные и спектральные функции. Данные функции однозначно связаны меж
ду собой и равно пригодны для описания статистической структуры по
лей элементов, но на практике чаще используются пространственные 
корреляционные функции (ПКФ) - как более точные, универсальные, ме
нее зависимые от колебаний сезонного и географического характера. 
Пространственные корреляционные функции случайного поля 
(M(<Pj,Aj,tj)), в общем случае, характеризуются зависимостью

в которой Му - значение элемента гидрометеорологического поля в 
(])-ой точке с координатами (cpj) и (Xj) в (і)-ый интервал времени; Mj - 
-норма гидрометеорологической величины в (j)-ofl точке; njk - количество

£( Мд -  Mj) - (Mik -  Мк) 
1=1_____________________ (7-1)
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интервалов совместных наблюдений за элементом поля. Практический 
интерес представляют однородные и изотропные поля. Однородными яв
ляются поля с одинаковыми законами распределения вероятностей той 
или иной величины во всех координатах поля (равенство одноточечных 
характеристик средних и дисперсий). Если пространственная корреляци
онная функция поля зависит только от расстояния между рассматривае
мыми точками и не зависит от направления между ними, поле считается 
изотропным. В случае невыполнения этих условий, говорят об однород
ности и изотропности поля только относительно пространственных кор
реляционных функций. Для однородных и изотропных полей ПКФ зави
сит только от расстояния между наблюдаемыми точками, т.е. (R=R(p)). 
Следует иметь в виду, что для реальных информационных полей, из-за 
сложности их структуры, более точным является использование введен
ных А.Н. Колмогоровым терминов "локальная однородность" и 
"локальная изотропность", когда поля принимаются однородными и изо
тропными в пределах пространственных и временных моментов, харак
терных для исследуемых процессов. В зависимости от этого, рассматри
ваются микро-, мезооднородность - изотропность в пределах от несколь
ких километров до сотен километров и макрооднородность - изотроп
ность от сотен километров и далее. Это связано с тем, что в отличие от 
микро- и мезоизменчивости, макроизменчивость вызывается, по сущест
ву, принципиально иными причинами, связанными с глобальными про
цессами циркуляции атмосферы, физическая природа которых отличает
ся от природы микро- и мезомасштабных процессов. В случае мезо-, мак
ромасштабных явлений, условия локальной однородности выполняются 
лишь в горизонтальном направлении, как правило до расстояний не бо
лее 2000 км, хотя для ряда метеорологических полей (осадки, запасы во
ды в снеге и др.) однородность (изотропность) нарушается на гораздо 
меньших расстояниях. В любом случае, это происходит из-за существо
вания неоднородности полей гидрометеорологических элементов в гори
зонтальном направлении.

7.1 Оценка статистической структуры поля 
Кроме пространственных корреляционных функций, к числу наибо

лее важных статистических характеристик, описывающих пространст
венную структуру гидрометеорологических и экологических полей, отно
сятся кривая распределения в пространстве ( ее параметры - средняя
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арифметическая - " X f ", и  дисперсия - "aF"no площади - "F"), коэффици
ент аномальности поля , пространственная структурная функция, а также 
показатели сходства и различия полей. Осреднение используется как спо
соб получения результатов для сравнивания фоновых характеристик рас
сматриваемых элементов в отдельных районах или их изменений на 
больших территориях. Осреднение - необходимый этап обобщения ис
ходных данных npfy анализе полей гидрометеорологических элементов в 
силу их большой пространственной изменчивости. Существует множест
во способов площадного осреднения, но наиболее часто используются 
методы среднего арифметического взвешивания по площадям - квадра
там, изолиний и оптимального осреднения. Обобщенное выражение для 
оценки средних по площади записывается в виде

Х г = І а і -хі((РіД . ) ,  (7.2)
І=1

где X f - среднее значение рассматриваемого элемента по площади; 
Х*(ф|Д|) - значение элемента в точке с координатами (ф| Д  s); сц - коэф
фициент, зависящий от веса и способа осреднения; п - число метеостан
ций, используемых при осреднении. При равномерном расположении ме
тео-, мониторинговых станций в условиях равнинного рельефа (когда ве
са "а,й1"), чаще всего используется метод арифметического осреднения

П
_  5 > і(ФіЛ )
X f = —------------ . (7.3)

n
Арифметическая сумма по методу взвешивания по площадям (метод 
полигонов) вычисляется как

І Х Д ф і Д , ) - ^
X f = —----- ------------, (7.4)

X Fiі=і
где Fj - площадь полигона, относящаяся к метео-, мониторовой станции 
(Х;(ф| Д |)). При неравномерном распределении пунктов по площади це
лесообразно применять метод квадратов, который при использовании 
ЭВМ называется еще методом оптимальной интерполяции. По методу 
квадратов исследуемая площадь разбивается на регулярную сеть квадра
тов или точек, данные в которых определяются путем осреднения наблю
денных значений непосредственно в квадратах или снимаются с карт
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изолиний. В последующем, для определения ( X f ) ,  производится осредне
ние характеристики по формуле (7.2). В методе оптимальной интерполя
ции весовые множители (Pj) находятся, при наличии сведений о статисти
ческой структуре поля, путем решения системы уравнений

X рі ’ R ij = Roi - пРи (i=I,2,...,n), (7.5)

или в случае, когда учитывается ошибка наблюдений (Af (р~0)) в точке, 
при (р,=0), по соотношению

I  Pj ■ Rjj + Pj • Л* = R0i - при (i— 1,2,...,n), (7.6)
j=i

О д
в котором Pj = — - мера ошибок наблюдений в (0-ой точке; R0i, Rj, -

-значения коэффициентов корреляции истинных значений исследуемой 
характеристики в точках (j) и (0). Оценка пространственной дисперсии 
(о р), как правило, рассчитывается по формуле, аналогичной обычной 
формуле оценки дисперсии для случайной выборки

£ ( Х)(Ф1а , ) - х Р)2
° г  ----------------------- . (7.7)

п
При обработке исходных данных возникает необходимость оценить сте
пень аномальности поля. Оценку аномальности поля можно вести, исхо
дя из отклонений значений элемента от средней в отдельных точках поля 
(аномалий) по повторяемости аномалий, по весу площади, занимаемой 
аномалией и г.д. Одной из распространенных, хотя и несколько фор
мальных, характеристик является коэффициент аномальности поля, 
предложенный А.Н. Багровым

л , 1 . £ М у М - Х > ‘ (7.8)
п ы а-

где (Xj(ф|, A.j) -  X) - аномалия; of - дисперсия поля в (і)-той точке. Пред
полагается, что число точек (п) достаточно велико и они расположены 
относительно равномерно по территории. В каждой отдельной реализа
ции случайного поля величина (Х0 в координатах (<р0 и (А0 принимает то 
или иное значение, в связи с чем возникает вопрос, насколько близки к 
нему значения (х() в окружающих точках. Полное статистическое описа
ние одновременного поведения случайного поля требует задания много
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мерных функций распределения, что осложняет объективное решение за
дачи описания и интерполяции. На практике ограничиваются более про
стыми характеристиками в виде пространственных корреляционных 
функций (ПКФ) - R=f(p). ПКФ принимает максимальное значение при (р 
=0), с увеличением расстояния (R=f(p)) - убывает. При очень больших 
расстояниях между $етео-, мониторинговыми станциями, связь между 
элементами практически отсутствует, приближаясь к нулю.

Алгоритм расчета ПКФ предусматривает проведение следующих 
операций:
1) составление матрицы гидрологической характеристики на 
(к)- станциях за (N) - лет

|МцI, при (i = l,N ,;j = l,k); (7.9)
2) расчет одноточечных моментов по всем рядам наблюдений-
а) среднее для каждого пункта

; (7.10)
N j  i=i

б) среднеквадратическое отклонение

| ( m « - mj)2 ; (7.1 о

в) среднеквадратическое отклонение выборочной средней арифметиче
ской

(7.12)
VNi

г )  коэффициент вариации

С у = ; (7.13)
' Mj

д) среднеквадратическая ошибка коэффициента вариации

а с = Е Ё ж  ; (7.14)
с ч -у 2 - N j

3) оценка коэффициентов парной корреляции за совместный период 
наблюдений
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" jk

Z ( xik -  Xk) (Xy -  Xj)

°k  ■ ° j  ' n jk
(7.15)

4) осреднение парных коэффициентов корреляции по градациям расстоя
ний (Др) (с учетом числа попаданий - "kj" в "j"-градацию)

X>ji n J,

П = ^ к -------- : (7-16)
Х п я
Ы

5) аппроксимация ПКФ, по всей совокупности коэффициентов корреля
ции или по средневзвешенным значениям, зависимостями различного ти
па, выбор которых производится по критерию минимальной остаточной 
дисперсии и критерию Фишера

R(p) =

R(0) -  а р ,  
ех р (-а -р р),
(1 + а  • р) • (ехр- а-р) ,
R(0) • ехр(-р/ р0) " ,
sin(P р) . .— f —^ е х р ( - а р ) ,

Р'Р
ехр(-а • р) • cos(P • р);

(7.17)

6) оценка ошибки взвешенных средних коэффициентов корреляции по 
соотношению

О  г.. =
1- г ! (7.18)

а для распределения величины-

Zj =
1 . 1 +  Tj Г j-  ■ In---- J -  + -----------
2 1 — г j 2 - (n — 1)

(7.19)

оценка ошибки-
(7.20)
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7) построение соответствующих доверительных интервалов при соответ
ствующих уровнях доверительной вероятности

Z(Pjk) -  l l-P ' C T Z j k  <Z')k < ^P jk) + t |- P  ' ° Z j k  • (7.21)

где t,_P = (Zjk -  Z(pjk)) / o z - квантиль нормального распределения при 

заданной доверительной вероятности (1-Р);
8) оценка пространственной однородности ПКФ выполняется на основе 
критериев согласия Колмогорова (х2), (ш2), по распределению Фишера 
или каким-либо другим способом.

7.2 Оценка точности характеристик 
статистической структуры поля

Расчет статистических характеристик гидрометеорологических и 
эколого-ландшафтных полей по ограниченному объему данных не по
зволяет получить генеральное значение, а дает лишь их оценки. Для 
практических целей важно знать точность, с которой получены оценки 
статистической структуры поля. Кроме того, вследствие неоднородности 
исходных данных и нестационарности материалов наблюдений, связанных 
с особенностями измерений, условиями макро- и мезопроцессов 
(масштабы которых меньше пространственно-временного разрешения 
системы наблюдений) имеют место определенные неточности 
(систематические погрешности). Разделить ошибки за счет указанных 
факторов зачастую невозможно, и приходится их объединять под общим 
названием случайные ошибки. При измерении или вычислении величины в 
точке получается не истинное ее значение, а некоторая величина

M k = М к ± Д Мь . (7.22)

Ошибка (ДМк) включает в себя систематическую погрешность (Дмк),
одинаковую для всех измерений или вычислений в аналогичных услови
ях, и случайную величину (6Mt), которая может принимать различные
значения

Дмк = Дмк +$мк • (7.23)
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Погрешность в определении гидрометеорологических элементов состав
ляет

—2
<тм. = (М1 -Мк)2 = < + Д - к = ° М к ■ 0 + Лмк) (7.24)

где Д2к - дисперсия ошибок наблюдений; р Мк - мера случайных

погрешностей в исходных данных. Средняя величина, вычисленная по 
реальным данным, изменяется лишь при наличии систематической по
грешности (Дмк). На дисперсию наличие систематических погрешностей 
не оказывает влияния, но она завышается на величину, равную дисперсии 
ошибок измерения. С коэффициентами корреляции -

ІІ + Лм,
r * = rj k - , : ----- Г-25)

УІ + Лмк

дело обстоит иначе. Здесь наличие ошибок в исходных данных, как пра
вило, приводит к их занижению. В случае однородных и изотропных по
лей, естественно считать одинаковыми в разных точках и меры ошибок в 
исходных данных, следовательно,

R(P) = 7—̂ -7 -  . (7-26)
1 + Пм

где R(0) - экстраполированное значение эмпирической ПКФ до значения 
(р=0). Отметим также, что при уменьшении расстояния (р), корреляцион
ная функция (R(p)) стремится не к (1), а к некоторой положительной ве
личине

R(°) = - V  (7.27)
1 + Пм

Исходя из этого, значения эмпирических функций на малых расстояниях 
могут быть использованы для оценки точности исходных данных. Вели
чина (R(0)) получается путем экстраполяции (R(p)) при «Я&лых значениях 
аргумента. После этого можно получить

( i - R(0))
R(0) (7.28)
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В итоге, приведение эмпирической корреляционной функции к теорети
ческой осуществляется по формуле

В Д - 5 Й
R(0)

(7.29)

Наряду с системаЛческими погрешностями за счет ошибок наблюдений, 
возможны искажения характеристик статистической структуры полей 
элементов из-за недостаточных объемов выборок экспериментальных 
данных, а также из-за различной длины их статистических моментов. По
этому, определенные на эмпирическом материале значения ПКФ всегда 
имеют разброс и перед их использованием приходится проводить сгла
живание. Алгоритм сглаживания содержит в себе осреднение коэффици
ентов корреляции для всех пар точек, попавших в некоторую градацию 
по расстоянию. Полученные значения корреляционной функции сглажи
ваются для того, чтобы согласовать значения для различных градаций, 
что позволяет уточнить характеристики для некоторых, недостаточно 
статистически обеспеченных градаций. В большинстве случаев, довольно 
надежные результаты получаются при простом арифметическом осред
нении коэффициентов корреляции. Но при достаточно высокой связно
сти (г>0,8) необходимо учитывать несимметричность распределения вы
борочных коэффициентов корреляции, которое приводит к тому, что бо
лее высокие их значения являются более точными и должны учитываться 
с большим весом. В этом случае, предлагается осуществлять осреднение 
не самих коэффициентов корреляции, а величин (Z), получаемых путем 
преобразования Z-Фишера (7.19). Распределение величин (Zj), как прави
ло, существенно ближе к нормальному закону, и их осреднение является 
более оправданным. После осреднения величин (Zj) по градациям рас
стояний, соответствующие значения коэффициента корреляции получа
ются путем обратного преобразования: (r = th(Z)). Расчеты характери
стик пространственной структуры связаны с учетом однородности и изо
тропности, особенно, при использовании ПКФ для решения ряда прак
тических задач. Если однородность и / или изотропность поля наруша
ются, точность определения коэффициентов корреляции по ПКФ снижа
ется, что, естественно, сказывается, в целом, на результатах расчетов. 
Наибольшее практическое распространение получил следующий подход 
к решению задачи оценки однородности и изотропности. С помощью ка
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ких-либо статистических критериев оценивается степень разброса точек 
на ПКФ. Если разброс точек невелик и удовлетворяет выбранному ста
тистическому критерию, поле считается однородным и изотропным. Не
обходимым и достаточным условием однородности корреляционной 
функции в пределах рассматриваемого района по критерию Г.А. Алек
сеева является выполнение неравенства

|zjk -Z (p jk) |> o z .t w31,7% или >2 o z .k » 4,6% , (7.30)

где 31,7(%) и 4,6(%), соответственно, число случаев от общего числа 
(С2(р)= р (р — 1)/ 2) эмпирических значений (гД  Другими словами, в
пределах квантилей нормального распределения (t=l,t=2), общее эмпи
рическое число превышений (Кэ) должно быть теоретически (по нор
мальному закону распределения) равно числу превышений, т.е.

К э (1)» 0,317-Ср = 0,317 - n - (п — 1) / 2 ; (7.31)

К э (2)« 0,046 Ср = 0,046 ■ п • (n - 1) / 2 , (7.32)

где п - число пунктов наблюдений по территории. При больших расхож
дениях между теоретическими и эмпирическими вероятностями "нулевая" 
гипотеза отвергается и признается альтернативная гипотеза 
"неоднородности" эмпирической пространственной корреляционной 
функции. В этом случае, поле рассматриваемого элемента должно быть 
уменьшено. Проверка однородности и изотропности, при этом, повторя
ется. Кроме того, в некоторых случаях исключаются пункты, вызываю
щие неоднородность статистической структуры полей элементов. Одна
ко, следует отметить, что достижение однородности и изотропности поля 
путем исключения части информации, если не проводится специальных 
исследований по поводу достоверности данных, не всегда правомерно, 
так как исключение данных приводит к утере ценной, возможно, реаль
ной информации. Альтернативой может' служить подходу который осно
ван на выяснении генетических причин разброса точек и^зсшснии задач 
на случай неоднородного и анизотропного поля. ПКФ анизотропного 
поля зависят не только от расстояния между точками, но и от направле
ния, их связывающего. На использовании этого условия разработана ме
тодика оценки изотропности путем анализа схем изокоррелят, построен
ных относительно различных пунктов - центров корреляции. Этот метод,
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хотя и наглядный, но трудоемкий, поскольку требует обработки большо
го объема информации вручную. В связи с этим, следует отметить более 
наглядный способ представления пространственной связности поля по 
развернутым пространственным корреляционным функцшш (РПКФ). В 
соответствии с этим методом, осреднение коэффициентов корреляции 
осуществляется только по градациям расстояний, но и в зависимости 
от направления ійежду метеостанциями, которое отсчитывается от па
раллели или меридиана. Для получаемой, таким образом, трехмерной 
поверхности строятся линии равных уровней (изокорреляты). Если линии 
уровня РПКФ близки к окружностям, принимается гипотеза об изотроп
ности поля; в общем случае, по форме изокоррелят можно наглядно про
следить направления большей и меньшей связности поля, т.е. проанали
зировать характер его анизотропности. В отличие от изокоррелят, по
строенных относительно отдельных станций, линии уровня РПКФ полу
чаются путем осреднения всех индивидуальных изокоррелят, в силу чего, 
несущественные индивидуальные детали сглаживаются и четко проявля
ются основные закономерности анизотропности поля.

7.3 Примеры комплексного анализа статистической 
структуры гидрометеорологических полей 

и экологических ареалов
Рассмотрим сущность анализа статистической структуры поля на 

примере речного стока и атмосферных осадков Беларуси. Если случайное 
поле ¢ 0 3)) представлено в виде независимых составляющих 
(£(р)=г|(р)+6(р)), где Г)(р) - мелкомасштабная, 5(р) - крупномасштабная 
составляющие, то его корреляционная функция, обладающая свойством 
аддитивности по отношению к независимым составляющим поля, может 
быть представлена как (R^(p);=RI)(p)+R5(p)). Для выявления соотношений 
между мелкомасштабной и крупномасштабной составляющими строятся 
эмпирические ПКФ по эмпирическим коэффициентам корреляции (Г|Д и 
соответствующим им расстояниям (р) между метео - , мониторинговыми 
станциями (центрами тяжести водосборов), которые аппроксимируются 
линейными зависимостями типа

R(P) = R(0) -  а  г • р , (7.33)

характеризующими закономерность убывания эмпирических коэффици
ентов корреляции с увеличением расстояния между пунктами наблюде
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ний. Величина (R(0)), которой определяются значения ПКФ, при (р=0), 
как правило, меньше единицы. Это обусловлено наличием в данных на
блюдений случайных ошибок, а также микроклиматических - (л(р)) раз
личий в расположении станций (бассейнов). Хотя эти различия в каждом 
пункте вызывают систематическое расхождение, при рассмотрении гид
рометеорологического поля на большой территории они выступают как 
случайные. Именно этими различиями, в основном, и определяется 
имеющий место значительный разброс коэффициентов корреляции отно
сительно средних величин. При отсутствии ошибок измерений и микро
климатических различий имело бы место - (R(0)=1). В действительности, 
выполняется соотношение (7.26). Таким образом, при (R(0)< 1) можно 
оценить, какая доля изменчивости поля определяется естественной из
менчивостью рассматриваемых элементов на территории, а какая возни
кает за счет случайного размещения станций, погрешностей наблюдений;

показывает величину изменения ПКФ на единицу расстояния. Градиент 
поля (аг) служит характеристикой при совместном анализе и сопоставле
нии различных гидрометеорологических и экологических полей. Приве
дение эмпирических ПКФ к теоретическим или, точнее, откорректиро
ванных функций осуществляется путем деления каждого члена уравнения 
(7.33) на (R(0)). В результате чего ПКФ имеет вид

где а г - приведенный градиент ПКФ поля. Величины корреляционных 
функций (R(0)), а также мер ошибок случайных погрешностей в исход
ных данных (Т1М), приведенного градиента ПКФ поля ( а г), коэффициен
тов корреляции функций (7.33) стока и осадков Беларуси (г) представле
ны в таблице 7.1.
Годовой цикл эмпирических ПКФ месячных значений^ атмосферных 
осадков и речного стока представлен на рисунке 7.1. Чтобы заведомо не 
упрощать картину принятием каких-либо гипотез о виде ПКФ, годовой 
ход представлен не по аппроксимирующим функциям, а изокоррелятами, 
полученными путем интерполяции эмпирических коэффициентов корре
ляции. Шаг интерполяции ПКФ - (0,1). В мезомасштабной области, для 
различных элементов водного баланса, вклад крупномасштабной состав-

физическому смыслу представляет градиент поля, т.е.

R(p) = l - a r -р , (7.34)
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ляюшей неодинаков. В метеорологических полях он значительно выше, 
чем в гидрологических. Поскольку коррелированность поля крупномас
штабной составляющей выше, чем мелкомасштабной - значения (R^(p)) 
завышаются для величин (р), не превышающих среднего масштаба круп
ных флуктуаций поля. Поэтому, ПКФ элементов водного баланса для 
большинства интервалов временной дискретизации полей являются вы
гнутыми, подчиняющимися экспоненциально-степенной зависимости ти
па

R (p)=exp(-a pp) . (7.35)

Таблица 7.1 Экстраполированные значения основных характеристик 
ПКФ атмосферных осадков и речного стока на территории 
Беларуси для различных временных интервалов 
(RoITIm. (аг): Р)

Интервал
осреднения

Атмосферные осадки Речной сток

R(0) Г|ы ( а г)Ю-3 Г R(0) Ом ( й г)ю-з Г

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Январь 0,84 0,43 0,76 0,39 0,90 0,33 0,67 0,50
Февраль 0,76 0,56 0,70 0,36 0,83 0,44 0,54 0,42
Март 0,79 0,51 0,65 0,30 0,88 0,37 1,07 0,66
Апрель 0,80 0,50 1,40 0,69 0,82 0,46 1,03 0,56
Май 0,59 0,83 0,99 0,37 0,85 0,42 1,35 0,69
Июнь 0,59 0,83 0,90 0,43 0,73 0,60 1,56 0,62
Июль 0,66 0,71 1,32 0,50 0,80 0,50 1,59 0,70
Август 0,64 0,46 1,33 0,52 0,82 0,46 1,84 0,75
Сентябрь 0,82 0,40 1,01 0,52 0,83 0,44 1,85 0,79
Октябрь 0,86 0,42 0,91 0,42 0,90 0,33 1,82 0,77
Ноябрь 0,85 0,42 0,73 0,40 0,88 0,37 1,40 0,75
Декабрь 0,83 0,44 0,77 0,42 0,87 0,38 1,28 0,75
Год 0,71 0,64 1,08 0,48 0,84 0,43 1,61 0,79
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Рисунок 7.1 Годовой цикл пространственных корреляционных 
функций: а) атмосферных осадков; б) речного стока 
(при шаге интерполяции - 0,1).

Приведенная зависимость одинаково хорошо описывает поля всех эле
ментов водного баланса, в том числе атмосферных осадков и речного 
стока. Недостатком зависимостей типа (7.35) является то, что они неоп
ределимы при отрицательных коэффициентах корреляции. Значения па
раметров, характеризующих статистическую структуру полей атмосфер
ных осадков и речного стока Беларуси для различных периодов осредне
ния, а также коэффициентов корреляции и критериев Фишера представ
лены в таблице 7.2. Линии регрессии (R(p)) атмосферных осадков для 
всех месяцев года вогнуты, так что с увеличением расстояния между ме
теостанциями убывание связности полей осадков замедляется. Для всех 
месяцев имеет место неравенство (R(0)< 1), которое увеличивается в лет
ние месяцы, когда роль локальной неоднородности растет за счет кон
вективных осадков. Наименьший разброс точек относительно эмпириче
ской линии регрессии (R(p)) отличается в зимние месяцы. В пространст
венной коррелированное™ месячных сумм атмосферных юсадков четко 
выражен годовой ход связности их полей в холодный период, которая 
существенно выше, чем в теплый период. Минимальная коррелирован
ное™ наблюдается в летние месяцы, что вызвано несколько большей 
масштабностью конвективных процессов. Отметим и такую особенность, 
как некоторое увеличение разнородности осадков по территории в фев-
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рале и октябре за счет перехода от твердых осадков к жидким и наобо
рот.

Таблица 7.2 Характеристика статистической структуры атмосфер
ных осадков и речного стока на территории Беларуси

Интервал
осреднения

Атмосферные осадки Речной сток
\CL Р Г F а р Г F

Январь 0,03 0,47 0,94 10,5 0,02 0,53 0,95 14.1
Февраль 0,05 0,41 0,96 13,5 0,04 0,39 0,97 19,5
Март 0,07 0,34 0,87 4,17 0,01 0,67 0,97 13,7
Апрель 0,02 0,71 0,96 20,7 0,02 0,62 0,99 64,3
Май 0,09 0,40 0,97 13,5 0,01 0,76 0,98 24,4
Июнь 0,11 0,36 0,99 14,9 0,02 0,67 0,97 20,1
Июль 0.07 0,42 0,92 7,01 0,01 0,73 0,96 22,0
Август 0,07 0,48 0,95 П,7 0,01 0,91 0,96 20,7
Сентябрь 0,02 0,61 0,97 26,8 0,01 0,93 0,98 39,8
Октябрь 0,02 0,58 0,92 10,9 0,01 1,04 0,97 33,7
Ноябрь 0.02 0,50 0,94 10,7 0,01 0,83 0,98 45,3
Декабрь 0,03 0,49 0,96 17,0 0,01 0,70 0,96 18,4

Год 0,07 0,43 0,93 8,40 0,01 -M l 0,98 36,4

Проверка показала, что при доверительных вероятностях 68,3(%) и 
95,4(%) пространственные корреляционные функции атмосферных осад
ков неоднородны. Разделение территории Беларуси на Черноморский и 
Балтийский склоны позволяет для ряда временных интервалов получить 
однородные поля осадков. Анизотропность поля атмосферных осадков 
можно оценить с помощью коэффициентов анизотропности поля (х), ко
торые определяются путем деления градиента поля на градиент ориенти
рованного поля. Годовой ход коэффициентов анизотропности поля ат
мосферных осадков представлен на рисунке 7.2. Поля изокоррелят для 
каждого месяца имеют вид эллипсов, большая ось которых ориентиро
вана в направлении преобладающего переноса воздушных масс. Так, в 
январе-феврале анизотропию поля сумм атмосферных осадков определя
ет западный перенос воздушных масс, в мае, июне, июле - северо- 
восточный. Наименьшая анизотропия полей осадков наблюдается в ап
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реле, августе, ноябре. На рисунке 7.3 показаны изокорреляты сумм атмо
сферных осадков Беларуси за май.

Рисунок 7.2 Годовой ход анизотропности пространственной корреляции 
среднемесячных сумм атмосферных осадков Беларуси по 
направлениям: I - северо-восток - юго-запад; 2 - запад - 
-восток; 3 - северо-запад - юго-восток.

Рисунок 7.3 Поле изокоррелят атмосферных осадков Беларуси в мае (при 
шаге интерполяции - 0,1).

2 1 9



Методы пространственного обобщения гидрометеорологической и экологической информации

Необходимо углубленное изучение особенностей анизотропности полей 
элементов водного баланса, так как она меняется по территории в тече
ние года, отражая характер циркуляции атмосферного воздуха. Это важ
но, в первую очередь, при изучении корреляции на больших расстояниях, 
поскольку макропроцессы, в отличие от процессов малого масштаба, 
существенно анизотропны. При решении задач, которые связаны с ис
пользованием данных о корреляции на небольших расстояниях, где ани
зотропность сравнительно мала, можно ограничиться использованием 
осредненных по всем направлениям ПКФ. Линии регрессии стока 
(рисунок 7.1,6), как и осадков, вогнуты, а для всех месяцев характерна 
срезка корреляции при нулевом сдвиге, более четко выраженная в летние 
месяцы. Общая картина годового цикла ПКФ стока сходна с ПКФ атмо
сферных осадков, потому, что режим стока рек Беларуси находится в 
прямой зависимости от режима осадков (атмосферное водное питание 
водосборов доминирует). Наиболее высокая пространственная корреля
ция наблюдается в период зимней межени (январь, февраль). В этот пери
од реки имеют, преимущественно, грунтовое питание, нарушаемое от
дельными оттепелями, охватывающими большие территории. Несколько 
меньшая, но достаточно высокая, пространственная корреляция речного 
стока наблюдается в весенние месяцы, в период половодья. Причем, ли
нии регрессии за эти месяцы последовательно понижаются в той степени, 
как уменьшается доля стока весеннего половодья. Начиная с критическо
го месяца, линии регрессии за последующие месяцы постоянно повыша
ются. Поле стока рек Беларуси не является однородным. По-видимому, 
это не может быть устранено даже подбором рек, близких по размерам 
водосборов и водности, и является следствием межбассейновых разли
чий. Если рассматривать территорию Беларуси дифференцированно по 
Черноморскому и Балтийскому склонам, то сопоставляя полученные эм
пирические вероятности с их теоретическими величинами для нормаль
ного распределения, можно видеть, что только для рек Балтийского 
склона они достаточно хорошо согласуются (таблица 7.3). Некоторые 
расхождения объясняются случайными флуктуациями эмпирических ве
роятностей, связанными с ограниченностью объема выборок коэффици
ентов корреляции. Расхождения между эмпирическими вероятностями и 
теоретическими их значениями для нормального закона распределения в 
большинстве случаев находятся в 95%-ной доверительной области.
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Таблица 7.3 Оценка однородности пространственных корреляционных 
функций стока рек Балтийского склона Беларуси

Период
осреднения

±ст ±2-ст
р,% 95 % - ные доверительные 

границы
Р,% 95 % - ные доверительные 

границы
верхняя,% нижняя,% верхняя,% нижняя,%

Январь 77 85 65 97 99 92
Февраль 73 82 62 95 97 87
Март 71 80 58 94 97 87
Апрель 79 87 68 96 98 89
Май 60 71 47 87 93 78
Июнь 74 83 62 97 99 92
Июль 60 71 47 92 96 86
Август 77 85 65 97 99 92
Сентябрь 83 90 72 96 98 83
Октябрь 67 77 55 93 97 87
Ноябрь 76 85 65 95 97 87
Декабрь 82 90 72 97 99 92
Год 72 82 61 95 97 87

Приведенные примеры показывают, что, несмотря на сравнительно не
большие размеры территории Беларуси, физико-географические условия 
отдельных регионов имеют существенные особенности, обуславливаю
щие различный характер формирования элементов водного баланса. По
этому, при планировании природопользования, проектировании и 
управлении водохозяйственными системами необходимо учитывать 
асинхронность в формировании и динамике элементов водного баланса 
по территории страны.

7.4 Практическое использование сведений 
о пространственной структуре поля

Обрабатывая данные гидрометеорологических и эколого
ландшафтных наблюдений, исследователь, во-первых, должен правильно 
осмыслить, к какому временному интервалу и к какой пространственной 
области целесообразно относить это наблюдение в пределах необходи
мой точности; во-вторых, уметь восстанавливать временное пространст-
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венное распределение, т.е. строить поля анализируемых элементов как 
непосредственно измеренных, так и тесно связанных с измеряемыми ве
личинами. Круг этих и смежных вопросов принято объединять термином 
"интерпретация данных наблюдений". Важнейшие элементы и задачи ин
терпретации: оценка точности показаний гидрометеорологических при
боров, интерг/Вцяция, экстраполяция, согласование, объективный анализ, 
оценка дифференциальных характеристик исследуемых полей, методы 
контроля данных наблюдений, планирование сети станций и т.д.

Каждый из этих вопросов представляет самостоятельную проблему и 
требует обстоятельного изложения. Остановимся на использовании эле
ментов пространственной структуры исследуемых полей элементов для 
целей интерполяции (на примере стока рек Беларуси).

Восстановление стоковых характеристик методом 
пространственной интерполяции

Разработка водохозяйственных мероприятий, как правило, включает в 
себя определение расчетных характеристик речного стока. Нередко эти 
расчеты выполняются при отсутствии данных гидрометрических наблю
дений или при наличии в них искажений антропогенного характера. Под 
восстановлением стока имеется ввиду пространственная интерполяция 
гидрологических величин, наблюденных в реперных пунктах, с целью их 
косвенного получения при отсутствии данных наблюдений в искомом 
пункте, а также корректировка в сторону уточнения измеренных данных 
при наличии в них антропогенных составляющих. Оптимальная про
странственная интерполяция (ОПИ) сводится к следующему. Значение 
гидрологической величины в любой точке поля вычисляется по формуле

М ю= £ рг Му , (7.36)
j=i

где М у - значение элемента в (і)-ый срок на 0')-ый влияющий аналог; 
Pj - весовые коэффициенты; к - число влияющих рек-аналогов. Чаще 
уравнение (7.36) решается для отклонений от среднего, т.е. в виде

Мю= М о+ £ рг ДМу , (7.37)
j=i

где Мо - норма гидрологической характеристики в точке интерполяции; 
ДМ— отклонения от нормы на (j)-OM аналоге в (і)-ый срок. После опре
деления состава влияющих аналогов составляется система линейных 
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уравнений для определения интерполяционных весов (Pj) по формуле
(7.5). Количество влияющих рек-аналогов для каждого отдельного слу
чая выбирается в зависимости от наличия данных по стоку за конкрет
ный срок наблюдений, а также от расстояния между гидропостами, по
этому, совокупность влияющих рек-аналогов не остается постоянной, а 
система (7.5) также индивидуальна для различных периодов. Реальное 
число гидропостов, привлекаемых к процедуре интерполяции, может ме
няться от двух до шести. Для получения результатов с требуемой для 
практики точностью обычно достаточно уже трех аналогов. После реше
ния системы (7.5) интерполяцию по точкам поля можно проводить по 
уравнению (7.36). Для интерполяции по уравнению (7.37) необходимо 
определить норму гидрологической характеристики в заданной точке 
интерполяции одним из способов: по соответствующим картам; опти
мальной пространственной интерполяцией по значениям норм. Выпол
ненная интерполяция имеет среднюю квадратическую ошибку

е2 = 1 - 1 ¾  -Pj . (7.38)
j=i

По величине (е) просто оценить возможную точность интерполяции, ис
пользовав ее для поиска грубых ошибок в данных наблюдений. При ана
лизе результатов интерполяции стока, можно обнаружить ошибки двух 
типов: ошибки в измерениях; ошибки при пространственной интерполя
ции, которые, в свою очередь, зависят от различий в условиях формиро
вания стока и подбора аналогов. В большинстве случаев, близкое распо
ложение гидропостов обеспечивает сходность физико-географических 
условий, высокие значения парных коэффициентов корреляции и хоро
шее совпадение вычисленных и измеренных величин. Среднеквадратиче
ская ошибка оптимальной пространственной интерполяции (ОПИ) ме
сячных величин стока, в среднем, составляет 10...20%, хотя в отдельные 
месяцы могут наблюдаться и большие отклонения. Годовые (сезонные) 
значения гидрологических характеристик определяются с̂  большей дос
товерностью. *
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В качестве примера, на рисунках 7.4 и 7.5 приведены результаты интерполяции мо
дулей стока за теплый период (IV...X  - месяцы) реки Нища - створ Соколище (реки- 
-аналоги: Дрисса - створ Демехи; Дрисса - створ Дерновичи; Свольня - створ Пользино) 
и за год реки Котра - створ Котра (реки-аналоги: Скиделька - створ Скидель; Невища - 
створ Половня; Свислочь - створ Сухая Долина).

Рисунок 7.4 Наблюденные (I )  и вычисленные (2) значения стока реки Нища - 
створ Соколище (теплый период).

Суммарная относительная ошибка интерполяции и исходных данных составляет 5... 10 
процентов от средних величин модуля стока. При восстановлении месячных величин 
стока контроль осуществляется путем сопоставления суммы месячных величин (за 
год) с годовыми значениями. Если невязка получается меньше допустимой, ее распреде
ляют помесячно пропорционально абсолютным величинам стока. В противном случае, 
требуется дополнительный анализ как исходной информации, так и репрезентативно
сти аналогов. В таблице 7.4 представлены результаты интерполяции модулей норм го
дового стока реки Цны - створ Дятловичи при благоприятном выборе влияющих рек- 
аналогов (Ясельда - створ Сенин; Бобрик - створ Парохонск; Птичь - створ Лучицы).

Рисунок 7.5 Наблюденные (! )  и вычисленные (2) значения годового стока реки 
Котра - створ Котра.
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Таблица 7.4 Наблюденные и вычисленные значения модулей годового стока
реки Циа- -створ Дятловичи

Характеристики Месяцы
январь февраль март апрель май июнь

Наблюденный сток 1,77 2,10 6,18 16,1 6,29 2,49
Вычисленный сток 2,09 2,18 6,01 14,0 6,98 2,83
Среднеквадрати

ческая ошибка
0,18 0,02 0,03 0,13 0,11 0,14

-> Продолжение таблицы 7.4
Характеристики Месяцы

июль август сентябрь октябрь ноябрь декабрь
Наблюденный сток 1.19 0,75 0,75 1.05 2,32 2,55
Вычисленный сток 1,73 1,08 1,05 1,00 2,53 3,04
Среднеквадрати

ческая ошибка
0,45 0,24 0,17 0,02 0,09 0,19

Аналоги практически равномерно располож ены вокруг пункт а приведения, по
этому, достигаются хорош ие совпадения наблюденных и вычисленных величин. При ис
пользовании рек-аналогов, находящихся на значительном удалении, расхождения между 
измеренными и вычисленными значениями стока значительны, хотя в общих чертах вос

становленные величины отраж ают естественный характ ер колебаний модулей годово
го стока.
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Заключение

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Специалисты отрасли "Мелиорация и водное хозяйство", при реше

нии практических инженерных задач, используют закономерности про
цессов тепловлаго-массообмена деятельной поверхности (почвогрунтов), 
глубина и устойчивость связей в которых зависят от комплекса регио
нальных, зона*|.ных и локальных характеристик мелиорируемых земель. 
Оптимизация Природопользования предполагает синтез разрозненных 
знаний и информации по конкретным направлениям решаемых проблем, 
прогнозную оценку состояния природной Среды, в целом, и ее компо
нентов, в частности, аналитические проработки, расчеты, практические 
решения, обеспечивающие равновесие экосистем, экологическую безо
пасность мелиорируемых территорий. В процессе предварительной об
работки экспериментальных данных, как показывает опыт подготовки 
специалистов высшей квалификации, широко используются знания и 
элементы общей теории ошибок, числовые характеристики генеральной 
совокупности и выборок, эмпирические и теоретические распределения, 
положения теории оценок и статистических гипотез. Используя теорию 
корреляции, студенты установят не только форму той или иной корреля
ционной зависимости, но и определят вид функции регрессии одной пе
ременной (случайной) величины по другой, оценят тесноту корреляцион
ных зависимостей. Логическим продолжением корреляционного анализа 
явится регрессионный анализ, который позволяет развивать и углублять 
полученные представления в корреляционных связях, выбирать опти
мальные расчетные зависимости и модели. Исходя из практики анализа 
временных рядов, устанавливается, что общий ход или колебание во 
времени гидрометеорологической, гидрологической, тепловоднобалан
совой или другой случайной характеристики представляет собой сумму 
нескольких колебаний. Суть этого анализа заключается, во-первых, в 
разделении временных рядов на периодические и непериодические ком
поненты и, во-вторых, - в изучении каждой из компонент, в отдельности. 
При решении практических задач природопользования и постановке 
прикладных комплексных исследований найдут свое применение диспер
сионный анализ, статистические методы планирования эксперимента, 
методы пространственного обобщения гидрометеорологической и эко
логической информации.
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Таблица П. 1 Случайные числа

3393 6270 4228 6069 9407 1865 8549 3217 2351 8410
9108 2330 2157 7416 0398 6173 1703 8132 9065 6717
7891 3590 2502 5945 3402 0491 4328 2365 6175 7695
9085 6307 6910 9174 1753 1797 9229 3422 9861 8357
2638 2908 6368 0398 5495 3283 0031 5955 6544 3883
1313 8338 0623 8600 4950 5414 7131 0134 7241 0651
3897 4202 3814 3505 1599 1649 2784 1994 5775 1406
4380 9543 1649 2815 8415 9120 8062 2421 6161 4634
1618 6309 7909 0874 0401 4301 4517 9197 3350 0434
4858 4676 7363 9141 6133 0549 1972 3461 7116 1496
5354 9142 0847 5393 5416 6505 7156 5634 9703 6221
0905 6986 9396 3975 9255 0537 2479 4589 0562 5345
1420 0470 8679 2328 3939 1292 0406 5428 3789 2882
3218 9080 6604 1813 8209 7039 2086 3369 4437 3798
9697 8431 4387 0622 6893 8788 2320 9358 5904 9539
0912 4964 0502 9683 4636 2861 2876 1273 7870 2030
4636 7072 4868 0601 3894 7182 8417 2367 7032 1003
2515 4734 9897 6761 5636 2949 3979 8650 3430 0635
5964 0412 5012 2369 6461 0678 3693 2928 3740 8047
7848 1523 7904 1521 1455 7089 8094 9872 0898 7174
5182 2571 3643 0707 3434 6818 5729 8615 4298 4129
8438 8325 9886 1805 0226 2310 3675 5058 2515 2388
8166 6349 0319 5436 6838 2460 6433 0644 7428 8556
9158 8263 6504 2562 1160 1526 1816 9690 1215 9590
6061 3525 4048 0382 4224 7148 8256 6526 5340 4064
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Таблица П.2 Критические точки распределения Стьюдента
(t-распределение)

В таблице приведены значения квантилей (tp,v) в зависимости от числа 
степеней свободы (v) и вероятности (р).

V
Вероятность, (р)

0.40 0.30 0.20 0.10 0.050 0.025 0.010 0.005 0.001 0.0005
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1 0.325 0,727 1,376 3,078 6,314 12,71 31,82 63,66 318,3 636,6
2 0,289 0,617 1,061 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925 22,33 31,60
3 0,277 0,584 0.978 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841 10,22 12,94
4 0,271 0,569 0,941 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 7,173 8,610
5 0,267 0,559 0,920 1,476 2,015 2,571 3,365 5,032 5,893 6,859
6 0,265 0,553 0,906 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 5,208 5,959
7 0,263 0,549 0,896 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 4,785 5,405
8 0,262 0,546 0,889 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355 4,501 5,041
9 0,261 0,543 0,883 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250 4,297 4,781
10 0,260 0,542 0,879 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 4,144 4,587
П 0.260 0,540 0,876 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 4,025 4,437
12 0,259 0,539 0,873 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 3,930 4,318
13 0,259 0,538 0,870 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 3,852 4,221
14 0,258 0,537 0,868 1,345 1,761 2,145 2,624 3,977 3,787 4,140
15 0,258 0,536 0,866 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 3,733 4,073
16 0,258 0,535 0,865 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 3,686 4,015
17 0,257 0,534 0,863 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898 3,646 3,965
18 0,257 0,534 0,862 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878 3,611 3,922
19 0,257 0,533 0,861 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861 3,579 3,883
20 0,257 0,533 0,860 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,552 3,850
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Продолжение таблицы П.2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
21 0,257 0,532 0,859 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 3,527 3,819
22 0,256 0,532 0,858 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819 3,505 3,792
23 0,256 0,532 0,858 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807 3,485 3,767
24 0,256 0,531 0,857 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797 3,467 3,745
25 0,256 0,531 0,856 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 3,450 3,725
26 0,256 0,531 0,856 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779 3,435 3,707
27 0,256 0,531 0,855 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771 3,421 3,690
28 0,256 0,530 0,855 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763 3,408 3,674
29 0,256 0,530 0,854 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756 3,396 3,659
30 0,256 0,530 0,854 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750 3,385 3,646
40 0,255 0,529 0,851 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704 3,307 3,551
50 0,255 0,528 0,849 1,298 1,676 2,009 2,403 2,678 3,262 3,495
60 0,254 0,527 0,848 1,296 1,671 2,000 2,390 2,660 3,232 3,460
80 0,254 0,527 0,846 1,292 1,664 1,990 2,374 2,639 3,195 3,415
100 0,254 0,526 0,845 1,290 1,660 1,984 2,365 2,626 3,174 3,389
200 0,254 0,525 0,843 1,286 1,653 1,972 2,345 2,601 3,131 3,339
500 0,253 0,525 0,842 1,283 1,648 12165 2,334 2,586 3,106 3,310

00 0,253 0,524 0,842 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576 3.090 3,291

2 3 3



Приложения

Таблица П.З Критические точки распределения Пирсона 
Ос2-распределение)

В таблице приведены значения квантилей (Xa,v) в зависимости от 
числа степеней свободы (у) и уровней значимости (а).

Число

степеней

свободы

(V)

Уровень значимости (а)

0,99 0,95 0,75 0,50 0,25 0,10 0,05 0,01

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 0,10 0,45 1,32 2,71 3,84 6,63
2 0,02 0,10 0,58 1,39 2,77 4,61 5,99 9,21
3 0,11 0,35 1,21 2,37 4,11 6,25 7,81 11,34
4 0,30 0,71 1,92 3,36 5,39 7,78 9,49 13,28
5 0,55 1,15 2,67 4,35 6,63 9,24 11,07 15,09
6 0,87 1,64 3,45 5,35 7,84 10.64 12,59 16,81
7 1,24 2,17 4,25 6,35 9,04 12,02 14,07 18,48
8 1,65 2,73 5,07 7,34 10,22 13,36 15,51 20,09
9 2,09 3,33 5,90 8,34 11,39 14,68 16,92 21,67
10 2,56 3,94 6,74 9,34 12,55 15,99 18,31 23,21
11 3,05 4,57 7,58 10,34 13,70 17,28 19,68 24,72
12 3,57 5,23 8,44 11,34 14,85 18,55 21,03 26,22
13 4,11 5,89 9,30 12,34 15,98 19,81 22,36 27,69
14 4,66 6,57 10,17 13,34 17,12 21,06 23,68 29,14
15 5,23 7,26 11,04 14,34 18,25 22,31 25,00 30,58
16 5,81 7,96 11,91 15,34 19,37 23,54 26,30 32,00
17 6,41 8,67 12,79 16,34 20,49 24,77 27,59 33,41

234



Статистические методы в природопользовании

Продолжение таблицы П.З
I 2 3 4 5 6 7 8 9

18 7,01 9,39 13,68 17,34 21,60 25,99 28,87 34,81
19 7,63 10,12 14,56 18,34 22,72 27,20 30,14 36,19
20 8,26 10,85 15,45 19,34 23,83 28,41 31,41 37,57
21 8,90 11,59 16,34 20,34 24,93 29,62 32,67 38,93
22 9,54 12,34 17,24 21,34 26,04 30,81 33,92 40,29
23 10,20 13,09 18,14 22,34 27,14 32,01 35,17 41,64
24 10,86 13,85 19,04 23,34 28,24 33,20 36,42 42,98
25 11,52 14,61 19,94 24,34 29,34 34,38 37,65 44,31
26 12,20 15,38 20,84 25,34 30,43 35,56 38,89 45,64
27 12,88 16,15 21,75 26,34 31,53 36,74 40,11 46,93
28 13,56 16,93 22,66 27,34 32,62 37,92 41,34 48,28
29 14,26 17,71 23,57 28,34 33,71 39,09 42,56 49,59
30 14,95 18,49 24,48 29,34 34,80 40,26 43,77 50,89
40 22,16 26,51 33,66 39,34 45,62 51,80 55,76 63,69
50 29,71 34,76 42,94 49,33 56,33 63,17 67,50 76,15
60 37,48 43,19 52,29 59,33 66,98 74,40 79,08 88,38
70 45,44 51,74 61,70 69,33 77,58 85,53 90,53 100,42
80 53,54 60,39 71,14 79,33 88,13 96,58 101,88 112,33
90 61,75 69,13 80,62 89,33 98,64 107,56 113,14 124,12
100 70,06 77,93 90,13 99,33 109,14 118,50 124,34 135,81

2 3 5



Таблица П.4.1 Критические точки F-распределения Фишера на 5 %  - ном уровне значимости
(значения отношений дисперсий "F" при различных степенях свободы 
"у," и "у;" выборок)_____________________________________________

При степенях 
свободы мень
шей дисперсии 
(знаменатель)

При степенях свободы большей дисперсии (числитель)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 ' ' 24 50 100
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 161 200 216 225 230 234 237 239 241 242 244 249 252 253
2 18,51 19,00 19,16 19,33 19,30 19,33 19,36 19,37 19,38 19,39 19,41 19,45 19,47 19,49
3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,88 8,84 8,81 8,78 8,74 8,64 8,58 8,56
4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00 5,96 5,91 5,77 5,70 5,66
5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,78 4,74 4,68 4,53 4,44 4,40
6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,27 4,21 4,15 4,10 4,06 4,00 3,84 3,75 3,71
7 5,59 4,74 4,35 4.12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68 3,63 3,57 3,41 3,32 3,28
8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,39 3,34 3,28 3,12 3,03 2,98
9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18 3,13 3,07 2,90 2,80 2,76
10 4,96 4.10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02 2,97 2,91 2,74 2,64 2,59
11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90 2,86 2,79 2,61 2,50 2,45
12 4,75 3,88 3,49 3,26 3,11 3,00 2,92 2,85 2,80 2,76 2,69 2,50 2,40 2,35
13 4,64 3,80 3,41 3,18 3,02 2,92 2,84 2,77 2,72 2,67 2,60 2,42 2,32 2,26
14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,77 2,70 2,65 2,60 2,53 2,35 2,24 2,19
15 4,54 3,60 3,29 3,06 2,90 2,79 2,70 2,64 2,59 Т,55_ 2,48 2,29 2,18 2,12

ю
жения



Продолжение таблицы П.4.1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59 2,54 2,49 2,42 2,24 2,13 2,07
17 4,45 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,62 2,55 2,50 2,45 2,38 2,19 2,08 2,02
18 4,41 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 2,58 2,51 2,46 2,41 2,34 2,15 2,04 1,98
19 4,38 3,52 3,13 2,90 2,74 2,63 2.55 2.48 2,43 2,38 2,31 2,11 2,00 1,94
20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,52 2,45 2,40 2,35 2,28 2,08 1,96 1,90
21 4,32 3,47 3,07 2,84 2,68 2,54 2,49 2,42 2,37 2,32 2,25 2,05 1,93 1,87
22 4,30 3,44 3,05 2,84 2,66 2,55 2,41 2,40 2,35 2,30 2,23 2,03 1,91 1,84
23 4,28 3,42 3,03 2,80 2,64 2,53 2,45 2,38 2,32 2,28 2,20 2,00 1,88 1,82
24 4,26 3,40 3,01 2,78 2,62 2,51 2,43 2,36 2,30 2,26 2,18 1,98 1.86 1,80
25 4,24 3,38 2,99 2,76 2,60 2,49 2,41 2,34 2,25 2,24 2,16 1,96 1,84 1,77
26 4,22 3,37 2,98 2,74 2,59 2,47 2,39 2,32 2,27 2,22 2,15 1,95 1,82 1,76
28 4,20 3,34 2,95 2,71 2,56 2,44 2,36 2,29 2,24 2,19 2,12 1,91 1,78 1,72
30 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,34 2,27 2,21 2,12 2,09 1,89 1,76 1,69
40 4 " 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,25 2,18 2,12 2,07 2,00 1,79 1,66 1,59
50 4,03 3,18 2,79 2,56 2,40 2,29 2,20 2,13 2,07 2,02 1,95 1,74 1,60

Статистические методы в природопользовании



к>WJоо Таблица П.4.2 Критические точки F-распределения Фишера на I %  - ном уровне значимости
(значения отношений дисперсий "F" при различных степенях свободы 
"У ,"  И "У2" Вы борок)______________________________________________________

При степенях 
свободы меньшей 

дисперсии 
(знаменатель)

При степенях свободы большей дисперсии (числитель)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 24 50 100
1 2 3 4 5 6 7 8 Р 10 11 12 13 14 15

1 4052 4999 5403 5625 5764 5889 5928 5981 6022 6056 6106 6234 6302 6334
2 98,49 99,01 99,17 99,25 99,30 99,33 99,34 99,36 99,38 99,40 99,42 99,46 99,48 99,49
3 34,12 30,81 29,46 28,71 28,24 27,91 27,67 27,49 27,34 27,23 27,05 26,60 26,35 26,23
4 21,20 18,00 16,69 15,98 15,52 15,21 14,98 14,80 11,66 14,54 14,37 13,93 13,69 13,57
5 16,26 13,27 12,06 11,39 10,97 10,67 10,45 10,27 10,15 10,05 9.89 9,47 9,24 9,13
6 13,74 10,92 9,78 9,15 8,75 8,47 8,26 8,10 7,98 7,87 7,72 7,31 7,09 6,99
7 12,25 9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 7,00 6,84 6,71 6,62 6,47 6,07 5,85 5,75
8 11,26 8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6,19 6,03 5,91 5,82 5,67 5,28 5,06 4,96
9 10,56 8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 5,62 5,47 5,35 5,26 5,11 4,73 4,51 4,41
10 10,04 7,56 6,55 5,99 5,64 5,39 5,21 5,06 4,95 4,85 4,71 4,33 4,12 4,01
11 9,85 7,20 6,22 5,67 5,32 5,07 4,88 4,74 4,63 4,54 4,40 4,02 3,80 3,70
12 9,33 6,93 5,95 5,41 5,06 4,82 4,65 4,50 4,39 4,30 4,16 3,78 3,56 3,46
13 9,07 6,70 5,74 5,20 4,86 4,62 4,44 4,30 4,19 4,10 3,96 3,59 3,37 3,27
14 8,86 6,51 5,56 5,03 4,69 4,46 4,28 4,14 4,03 3,94 3,80 3,43 3,21 3,11
15 8.68 6,36 5,42 4,89 4,56 4,32 4,14 4,00 3,89 3,80 3,67 3,29 3,07 2,97

П
риложения



Продолжение таблицы П.4.2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

16 8,53 6,23 5,29 4,77 4,44 4,20 3,89 3,78 3,69 3,61 3,45 3,18 2,96 2,86
17 8,40 6,11 5,18 4,67 4,34 4,10 3,93 3,79 3,68 3,59 3,45 3,08 2,86 2,76
18 8,28 6,01 5,09 5,58 4,25 4,01 3,85 3,71 3,60 3,51 3,37 3,00 2,78 2,68
19 8,18 5,93 5,01 4,50 4,17 3,94 3,77 3,68 3,52 2,43 3,30 2,92 2,70 2,63
20 8,10 5,85 4,94 4,43 4,10 3,87 3,71 3,56 3,45 3,37 -JL2L- 2,86 2,63 2,53
21 8,02 5,78 4,87 4,37 4,04 3,81 3,65 3,51 3,40 3,31 3,17 2,80 2,58 2,47
22 7,94 5,72 4,82 4,31 3,99 3,76 3,59 3,45 3,35 3,26 3,12 2,75 2,53 2,42
23 7,88 5,66 4,76 4,26 3,94 3,71 3,54 3,41 3,30 3,21 3,07 2,70 2,48 2,37
24 7,82 5,61 4,72 4,22 3,90 3,67 3,50 3,36 3,25 3,17 3,03 2,66 2,44 2,33
25 7,77 5,57 4,68 4,18 3,86 3,63 3,46 3,32 3,21 3,13 2,99 2,62 2,40 2,29
26 7,72 5,53 4,64 4,14 3,82 3,59 3,42 3,29 3,17 3,09 2,96 2,58 2,36 2,25
28 7,64 5,45 4,57 4,07 3,76 3,53 3,36 3,23 3,11 3,03 2,90 2,52 2,30 2,18
30 7,56 5,39 4,51 4,02 3,70 3,47 3,30 3,17 3,06 2,98 2,84 2,47 2,24 2,13
40 7,31 5,18 4,31 3,83 3,51 3,29 3,12 2,99 2,88 2,80 2,66 2,29 2,05 1,94
50 # .Л,17 5,06 4,20 3,72 3,41 3,18 3,02 2,88 2,78 2,70 2,56 2,18 1,94 1,81
100 6,90 4,82 3,98 3,51 3,20 2,99 2,82 2,69 2,59 2,51 2,36 1,98 1,73 1,59

U>'О
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Приложени»

Таблица П.5 Нормальное распределение. Плотность вероятностей нор
мированного нормального распределенияа —* N(0,1) f(и) = - Х ~ ехр(- ̂ -)

и 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 110,0 0,3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 39730,1 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 39180,2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 38250,3 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3726 3712 36970,4 3683 3668 3653 3637 3621 3605 3589 3572 3555 35380,5 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 33520,6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 31440,7 3123 3101 3079 3056 3034 ЗОН 2989 2966 2943 29200,8 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 26850,9 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 24441,0 0,2420 2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2227 22031,1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 19651,2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 17361,3 1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 15181,4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 13151,5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 11271,6 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0957

_ L Z _ 0940 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804

2 4 0



Статистические методы в природопользовании

Продолжение таблицы П.5

1 2 3 4 5 б 7 8 9 10 111,8 . 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 06691,9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 05512,0 0,0540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 04492,1 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 03632,2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 02902Д 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 02292,4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180
2,5 0175 0171 0167 0163 01S8 0154 0151 0147 0143 01392,6 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 ОНО 01072,7 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 00812,8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 00612,9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 00463,0 0,0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 00343,1 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 0025 00253,2 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 00183,3 0017 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014 0013 00133,4 0012 0012 0012 ООН ООП 0010 0010 0010 0009 00093,5 0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 00063,6 0006 0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005 00043,7 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 00033,8 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 00023,9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001 0001

241



£  Таблица П.6 Нормальное распределение. Значение функции.

Ф(и;) = - J = j e x p ( - ~ ) d x  = P(|u| < Uj). 
V  2n о 2

Целые
и

десятые
доли

Сотые доли

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 0,0000 0,0080 0,0160 0,0239 0,0319 0,3999 0,0478 0,0558 0,0638 0,0717
0,1 0797 0876 0955 1034 1113 1192 1271 1350 1428 1507
0,2 1585 1663 1741 1819 1897 1974 2051 2128 2205 2282
0,3 2358 2434 2510 2586 2661 2737 2812 2886 2960 3035
0,4 3108 3182 3255 3328 3401 3473 3545 3616 3688 3759
0,5 3829 3899 3969 4039 4108 4177 4245 4313 4381 4448
0,6 4515 4581 4647 4713 4778 4843 4907 4971 5035 5098
0,7 5161 5223 5285 5346 5407 5467 5527 5587 5646 5705
0,8 5763 5821 5878 5935 5991 6047 6102 6157 6211 6265

... 6319 6372 6424 6476 6528 6579 6629 6679 6729 6778

П
риложения



Продолжение таблицы П.6
Целые

и
десятые

доли

Сотые доли

0 / 2 3 4 5 6 7 8 9

к о 0,6827 0,6875 0,6923 0,6970 0,7017 0,7063 0,7109 0,7154 0,7199 0,7243

и 7287 7330 7373 7415 7457 7499 7540 7580 7620 7660

1,2 7699 7737 7775 7813 7850 7887 7923 7959 7994 8029

1,3 8064 8098 8132 8165 8198 8230 8262 8293 8324 8355
1,4 8385 8415 8444 8473 8501 8529 8557 8584 8611 8638
1,5 8664 8690 8715 8740 8764 8789 8812 8836 8859 8882
1,6 8904 8926 8948 8969 8990 9011 9031 9051 9070 9090
1,7 9109 9127 9146 9164 9181 9199 9216 9233 9249 9265
1,8 9281 9297 9312 9327 9342 9357 9371 9385 9399 9412
1,9 9426 9439 9451 9464 9476 9488 9500 9512 9523 9534
2,0 0,9545 0,9556 0,9566 0,9576 0,9586 0,9596 0,9606 0,9616 0,9625 0,9634
2,1 9643 9651 9660 9668 9676 9684 9692 9700 9707 9715
2,2 9722 9729 9736 9743 9749 9756 9762 9768 9774 9780
2,3 9J86 9791 m i 9802 9807 9812 9817 9822 9827 9832
2,4 9836 9841 9845 9849 9853 9857 9861 9865 9869 9872
2,5 9876 9879 9883 9886 9889 9892 9895 9898 9901 9904
2,6 9907 9910 9912 9915 9917 9920 9922 9924 9926 9928
2,7 9931 9933 9935 9937 9939 9940 9942 9944 9946 9947

Статистические методы в природопользовании
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Продолжение таблицы П.6
Целые

и
десятые

доли

Сотые доли

0 1 2 3 4 5 6 7 — * 8 9

2,8 9949 9951 9952 9953 9955 9956 9958 9959 9960 9961
2,9 9963 9964 9965 9966 9967 9968 9969 9970 9971 9972
3,0 0,9973 0,9974 0,9975 0,9976 0,9976 0,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980
3,1 9981 9981 9982 9983 9983 9984 9984 9985 9985 9986
3,2 9986 9987 9987 9988 9988 9989 9989 9989 9990 9990
3,3 9990 9991 9991 9991 9992 9992 9992 9992 9993 9993
3,4 9993 9994 9994 9994 9994 9994 9995 9995 9995 9995
3,5 9995 9996 9996 9996 9996 9996 9996 9996 9997 9997
3,6 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9998 9998 9998
3,7 9998 9998 9998 9998 9998 9998 9998 9998 9998 9998
3,8 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999
3,9 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999
4,0 0,999936 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999
4,5 0,999994 _ _ _ _ — _ — — —

5,0 0,99999994 — — — — — — — — —



Таблица Г1.7.1 G-распределение Кохрена (а=0,05)
Значения (Gv,k,a) в зависимости от числа степеней свободы (v), (к) и 
фиксированной вероятности (а):

Р {G>GV)k,a}=a

k\v 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 16 36 144 СО

2 0,9985 0,9750 0,9392 0,9057 0,8772 0,8534 0,8332 0,8159 0,8010 0,7880 0,7341 0,6602 0,5813 0,5000

3 9669 8709 7977 7457 7071 6771 6530 6333 6167 6025 5466 4748 4031 3333

4 9065 7679 6841 6287 5895 5598 5365 5175 5017 4884 4366 3720 3093 2500

5 0,8412 0,6838 0,5981 0,5440 0,5063 0,4783 0,4564 0,4387 0,4241 0,4118 0,3645 0,3066 0,2513 0,2000

6 7808 6161 5321 4803 4447 4184 3980 3817 3682 3568 3135 2612 2119 1667

7 7271 5612 4800 4307 3974 3726 3535 3384 3259 3154 2756 2278 1833 1429

8 0,6798 0,5157 0,4377 0,3910 0,3595 0,3362 0,3185 0,3043 0,2926 0,2829 0,2462 0,2022 0,1616 0,1250

9 6385 4785 4027 3584 3286 3067 2901 2768 2659 2568 2226 1820 1446 1111

10 6020 4450 3733 3311 3029 2823 2666 2541 2439 2353 2032 1655 1308 1000

12 0,5410 0,3924 0.3264 0,2880 0,2624 0,2439 0,2299 0,2187 0,2098 0,2020 0,1737 0,1403 0,1100 0,0833

15 4709 3346 2758 2419 2195 2034 1911 1815 1736 1671 1429 1144 0889 0667

20 3894 2705 2205 1921 1735 1602 1501 1422 1357 1303 1108 0879 0675 0500

24 0,3434 0,2354 0,1907 0,1656 0,1493 0,1374 0,1286 0,1216 0,1160 0,1113 0,0942 0,0743 0,0567 0,0417

30 2929 1980 1593 1377 1237 1137 1061 1002 0958 0921 0771 0604 0457 0333

40 2370 1$76 1259 1082 0968 0887 0827 0780 0745 0713 0595 0462 0347 0250

60 0,1737 0,1131 0,0895 0,0766 0,0682 0,0623 0,0583 0,0552 0,0520 0,0497 0,0411 0,0316 0,0234 0,0167

120 0998 0632 0495 0419 0371 0337 0312 0292 0279 0266 0218 0165 0120 0083

6J4̂.G/l
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£  Таблица П.7.2 G-распределение Кохрена (а=0,01)
Значения (Gy.k.a) в зависимости от числа степеней свободы (v), (к) и 
фиксированной вероятности (а):

P{G>GVik,a}=“

k\v 1 2 3 4 5 6 7 88 9 10 16 » 144 со

2 0,9999 0,9950 0,9794 0,9586 0,9373 0,9172 0,8988 0,8823 0,8674 0,8539 0,7949 0,7067 0,6062 0,5000

3 9933 9423 8831 8355 7933 7606 7335 7107 6912 6743 6059 5153 4230 3333

4 9676 8643 7814 7212 6761 6410 6129 5897 5702 5536 4884 4057 3251 2500

5 0,9279 0,7885 0,6957 0,6329 0,5875 0,5531 0,5259 0,5037 0,4854 0,4697 0,4094 0,3351 0,2644 0,2000

6 8828 7218 6258 5635 5195 4866 4608 4401 4229 4084 3529 2858 2229 1667

7 8376 6644 5685 5080 4659 4347 4105 3911 3751 3616 3105 2494 1929 1429

8 0,7945 0,6162 0,5209 0,4627 0,4226 0,3932 0,3704 0,3522 0,3373 0,3248 0,2779 0,2214 0,1700 0,1250

9 7544 5727 4810 4251 3870 3592 3378 3207 3067 2950 2514 1992 1521 t i l l

10 7175 5358 4469 3934 3572 3308 3106 2945 2813 2704 2297 1811 1376 1000

12 0,6528 0,4751 0,3919 0,3428 0,3099 0,2861 0,2680 0,2535 0,2419 0,2320 0,1961 0,1535 0,1157 0,0833

15 5747 4069 3317 2882 2593 2386 2228 2104 2002 1918 1612 1251 0934 0667

20 4799 3297 2654 2288 2048 1877 1748 1646 1567 1501 1248 0960 0709 0500

24 0,4247 0,2871 0,2295 0,1970 0,1759 0,1608 0,1495 0,1406 0,1338 0,1283 0,1060 0,0810 0,0595 0,0417

30 3632 2412 1913 1635 1454 1327 1232 1157 1100 1054 0867 0658 0480 0333

40 2940 1915 1508 1281 1135 1033 0957 0898 0853 0816 0668 0503 0363 0250

60 0,02151 0,1371 0,1069 0,0902 0,0796 0,0722 0,0668 0,0625 0,0594 0,0567 0,0461 0,0344 0,0245 0,0167

120 1252 0759 0585 0489 0429 0387 0357 0334 0316 0302 0242 0178 0125 0083
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Статистические методы в природопользовании

Таблица П.8 Критические значения коэффициентов корреляции при 
различных уровнях значимости и числах степеней 
свободы (v=n-2)

Степеней
свободы

(п-2)

0,05 0,01 Степеней
свободы

(п-2)

0,05 0,01 Степеней
свободы

(п-2)

0,05 0,01

1 0,997 1,000 16 0,468 0,590 35 0,325 0,418
2 0,950 0,990 17 0,456 0,575 40 0,304 0,393
3 0,878 0,959 18 0,444 0,561 45 0,288 0,372
4 0,811 0,917 19 0,433 0,549 50 0,273 0,354
5 0,754 0,874 20 0,423 0,537 60 0,250 0,325
6 0,707 0,834 21 0,413 0,526 70 0,232 0,302
7 0,666 0,798 22 0,404 0,515 80 0,217 0,283
8 0,632 0,765 23 0,396 0,505 90 0,205 0,267
9 0,602 0,735 24 0,388 0,496 100 0,195 0,254
10 0,576 0,708 25 0,381 0,487 150 0,159 0.208
11 0,553 0,684 26 0,374 0,478 200 0,138 0,181
12 0,532 0,661 27 0,367 0,470 300 0,113 0,148

13 0,514 0,641 28 0,361 0,463 400 0,098 0,128
14 0,497 0,623 29 0,355 0,456 500 0,088 0,115

15 0,482 0,606 30 0,349 0,449 1000 0,062 0,081

2 4 7
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Таблица П.9 Критические значения К - С - критерия

п Dp,О D0.05 п D010
3 0,636 0,708 23 0,247 0,275
4 0,565 0,624 24 0,242 0,269
5 •  0,509 0,563 25 0,238 0,264
6  ̂ 0,468 0,519 26 0,233 0,259
7 0,436 0,483 27 0,229 0,254
8 0,410 0,454 28 0,225 0.250
9 0,387 0,430 29 0,221 0,246
10 0,369 0,409 30 0,218 0,242
11 0,352 0,391 31 0,214 0,238
12 0,338 0,375 32 0,211 0,234
13 0,325 0,361 33 0,208 0,231
14 0,314 0,349 34 0,205 0,227
15 0,304 0,338 35 0,202 0,224
16 0,295 0,327 36 0,199 0,221
17 0,286 0,318 37 0,196 0,218
18 0,278 0,309 38 0,194 0,215
19 0,271 0,301 39 0,191 0,213
20 0,265 0,294 40 0,189 0,210
21 0,259 0,287 50 0,170 0,177
22 0,253 0,281 100 0,121 0,134

2 4 8
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ТаблицаП. 10 Сводная таблица распределений 
(дискретные случайные величины)

2 4 9



го
t-ло

Таблица П. 11 Основные законы распределений (непрерывные случайные величины)
П
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