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Для решения линейного операторного уравнения первого рода
Ах = у  (1)

в гильбертовом пространстве Н  с положительным самосопряженным ог
раниченным оператором А предлагается явный итерационный процесс 

*«+1 = * « - “ «+! {Ахп - у \  х0 =0, 
а 2л+] = «, и = 0,1,2,..., а 2я+2 = Р, я = 0,1, 2,.... (2)

Здесь 0 е SpA , но не является его собственным значением. Поэтому за
дача отыскания решения уравнения является некорректной. Предполагается 
существование единственного решения х при точной правой части оператор
ного уравнения (1).

В случае приближённой правой части уравнения (1) , |j_y-jg|< 6
метод итераций (2) примет вид

*л+1,8 =  х п,ь -  а„+1 {Ax „ 8 -  >>g )  *0.5 =  °- 

а 2п+1 = а > и = 0 ,1,2,..., а 2л+2 =Р, я = 0,1,2,.... (3)
Ниже, под сходимостью метода (3) понимается утверждение о том, что 

приближения (3) сколь угодно близко подходят к точному решению урав
нения (1) при достаточно малых б и я 5 и достаточно больших я. Иными 
словами, метод (3) является сходящимся, если

lim infix- х„ git ] = 0.
8-»ov n ’ V

Считаем ||И|| = 1. Тогда, воспользовавшись интегральным представле
нием самосопряжённого оператора, получим

i i
х -  хп = J r 1 (1 -  a,3-Xl -  a 2>.)...(l -  a„X)dExy  = \  Г 1 (l -  a l ) ‘ (l -  PA.)"1 dExy. 

о о

Здесь l ,m -  натуральные показатели, l + m = n, или

I = m + 1. Потребуем, чтобы здесь и всюду ниже для а , удовлетворяющих 
условию 0 < а  < 2, и для Р > 0 при любом X е  (0,1]было

|(1 -  схЯ.Х1 -  РА.)| <1.
Справедливы



Т еорем а 1. Итерационный процесс (2) при условиях 0< а  <2, р > 0  
и (4) сходится в исходной норме гильбертова пространства.

Т еорем а 2. При условиях 0 < а < 2 ,  р > 0  и (4) итерационный ме
тод (3) сходится, если выбирать число итераций п из условия 
пд —> 0, п -> со, 5 —> 0.

Для оценки скорости сходимости метода предполагается истокообраз
ная представимость точного решения, т. е. что х = Asz, s> 0. Тогда по

скольку ||x -x „ i5 ||< ||x -x„j|+ ||x„-x„>g ||< ||x -x„ || + ^ ( a  + p)5 и справедливо

записать х -  хп = \ Xs (l -  a  X)f( l -VX)mdExz,  получим оценку погрешности
о

I I * -*«,515 +  P)]“ 'S N1 + ^ (a  + p)6. (5)
Для нахождения оптимальной по п оценки погрешности производную 

по п от правой части выражения (5) приравняем к нулю. Тогда оптималь-
S  S  i

ная по п оценка погрешности имеет вид ||х-хл>8| - 0  + s)2  J+1 6 I+1|jr||j+i

f  а  + p V 1 - - -  —— ,,-L и получается при и0[п- = s \ ------ 2 J’+1 6 i+1||z||j+i.

Таким образом, оптимальная оценка метода (3) при неточности в пра
вой части уравнения (1) оказываегся такой же, как и оценка для хорошо 
известного в научной литературе метода простых итераций [1-2]. Более 
того, метод (3) дает выигрыш в следующем. В методе простых итераций

требуется условие 0 < a  < 1,25, а в методе же (3) 0 < а  + ̂  < 4 (следует из

0 < а < 2 ,  Р > 0  и (4)). Следовательно, нетрудно показать, что выбирая а  и 
Р соответствующим образом, можно сделать иопт в методе (3) примерно 
втрое меньшим, чем для метода простых итераций.
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