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EQUILIBRIUM EQUATIONS FOR A THREE-LAYER CIRCULAR PLATE 
WITH LINEARLY CHANGING BEARING LAYERS 

A.V. Charnyak
Belarusian state university of transport, Gomel, Belarus 

Аннотация. Исследуется осесимметричный изгиб круговой трехслойной пластины 
с внешними несущими слоями, линейно изменяющимися по толщине. Предполагается, что 
для внешних слоев справедливы кинематические гипотезы Киргофа. Для относительно 
толстого легкого заполнителя принимается гипотеза Тимошенко – деформированная 
нормаль остается прямолинейной, не изменяет своей длины и поворачивается на некоторый 
дополнительный угол. Получены уравнения равновесия, приведены граничные условия. 

Ключевые слова: изгиб, трехслойная круговая пластина, переменная толщина слоев. 

Annotation. We study the axisymmetric bending of a circular three-layer plate with external 
load-bearing layers that vary linearly in thickness. It is assumed that Kirgoff's kinematic hypotheses 
are valid for the outer layers. For a relatively thick lightweight filler, Timoshenko’s hypothesis is 
accepted – the deformed normal remains rectilinear, does not change its length and rotates through 
some additional angle. Equilibrium equations are obtained and boundary conditions are given. 

Keywords: bending, three-layer circular plate, variable layer thickness. 

При работе трехслойных конструкций, содержащих жесткие и прочные внешние несу-
щие слои и менее жесткий срединный заполнитель, отмечаются хорошие прочностные и 
жесткостные показатели при минимуме их весовых характеристик. Поэтому становится оче-
видной потребность в разработке эффективных методов расчета напряженно-
деформированного состояния данного типа конструкций. 

Деформирование и колебания трехслойных конструкций было исследовано в ряде ра-
бот. Так, например, монографии [1–4] посвящены разработке математических моделей ста-
тического и динамического деформирования трехслойных элементов конструкций со слоями 
постоянной толщины. В статьях [5–10] рассматривалось деформирование трехслойных 
стержней и оболочек при квазистатических нагрузках. Работы [11–13] посвящены статике и 
динамике трехслойных пластин со слоями переменной толщины. 

Здесь приведены уравнения равновесия для трехслойной круговой пластины с несущи-

ми слоями, линейно изменяющимися по толщине . Задача решается в 
( )1 2 0 01 2h h h r r= = −
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цилиндрической системе координат. Для тонких несущих слоев толщиной принима-

ются гипотезы Кирхгофа, для толстого жесткого заполнителя , воспринимающего 
нагрузку в тангенциальном направлении, справедлива гипотеза о прямолинейности и несжи-
маемости деформированной нормали. Перпендикулярно внешнему слою действует распре-

деленная нагрузка . На контуре пластинки предполагается наличие жесткой 
диафрагмы, препятствующей относительному сдвигу слоев. 

Система уравнений равновесия в обобщенных внутренних усилиях будет иметь вид: 

где коэффициенты зависят от радиальной координаты r и определяются соотношениями: 

, , 

, . 

Граничные условия на контуре  предполагаются следующими: 

– при заделке –

– при шарнирном опирании – 
Подставив выражения внутренних усилий через перемещения в уравнения равновесия, 

получим систему линейных дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами 
для определения искомых функций ψ(r), w(r). 
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METHOD OF IMPROVING MECHANICAL PROPERTIES STABILITY OF T-SHAPED 
WELDED JOINTS OBTAINED BY PROJECTION WELDING 

D. N. Yumanov
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Аннотация. В работе приводится описание разработанного способа повышения 
стабильности механических свойств Т-образных сварных соединений при контактной 
рельефной сварке, основанного на использовании более точного оборудования управления 
процессом сварки, предлагаемого автором статьи. 

Ключевые слова: контактная рельефная сварка, Т-образные соединения, механические 
свойства, системы управления циклом сварки. 

Annotation. Paper describes developed method of increasing mechanical properties the 
stability of T-shaped welded joints during projection welding, based on the use of more precise 
welding process control equipment offered by the author of the article. 

Keywords: contact relief welding, T-shaped joints, mechanical properties, welding cycle 
control systems. 

Способы контактной рельефной сварки традиционно отличаются высокой производи-
тельностью процесса, малыми трудозатратами и широким обилием предлагаемых типовых 
соединений и узлов, которые могут быть применимы в различных областях современной 
машиностроительной, автомобильной промышленности. В связи с этим, при проектировании 
сварных конструкций, в документацию и конструкцию узлов закладывается большое коли-
чество сварных соединений и наиболее важным показателем их качества является стабиль-
ное соответствие механических характеристик требуемым показателям. Тем не менее, 
проводя анализ технологических процессов получения сварных конструкций с использова-
нием типовых Т-образных соединений, замечено, что существует проблема в обеспечении 
стабильности прочности этих соединений [1]. В большинстве случаев эта проблема появля-
ется по причине использования универсальных рекомендаций параметров режима сварки, 
которые с большими приближениями учитывают особенности Т-образных соединений. 


