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Аннотация. Исследуются осесимметричные собственные колебания упругой круговой 
пластины, состоящей из пяти слоев разной толщины. Заполнители – легкие.  Для несущих 
слоев выполняются кинематические гипотезы Кирхгофа. В сравнительно толстых легких 
заполнителях – гипотезы Тимошенко. Выполнена постановка начально-краевой задачи 
о собственных колебаниях пластины. Произведен численный анализ. 

Ключевые слова: несимметричная по толщине пятислойная пластина, собственные 
колебания, уравнения движения, частоты. 

Annotation. The axisymmetric natural vibrations of an elastic circular plate consisting of five 
layers of different thicknesses are investigated. The fillers are light. Kirchhoff's kinematic 
hypotheses are fulfilled for the bearing layers. The hypotheses of Tymoshenko are found in 
relatively thick light fillers. The initial boundary value problem of the plate's own oscillations is 
formulated. A numerical analysis has been performed.  

Keywords: five-layer plate asymmetrical in thickness, natural vibrations, equations of motion, 
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Исследование слоистых конструкций интенсивно развивается с конца 40-х годов 
ХХ века. В настоящее время многослойные конструкции активно применяются в различных 
сферах современной техники. Методы расчета и постановки краевых задач для трехслойных 
элементов конструкций исследованы в работах [1–7]. Собственные колебания симметричных 
по толщине пятислойных пластин рассмотрены в [8–10].  

Рассматривается несимметричная по толщине упругая круговая пластина из пяти слоев 
различной толщины с двумя легкими заполнителями. В трех тонких несущих слоях справед-
ливы гипотезы Кирхгофа, в заполнителях – гипотезы Тимошенко. Постановка начально-
краевой задачи приведена в цилиндрической системе координат r, φ, z, связанной со средин-
ной плоскостью центрального несущего слоя h1.  

На контуре пластины предполагается наличие жесткой диафрагмы, препятствующей 
относительному сдвигу слоев (ψi = 0, (i = 1, 2) при r = r0).  Искомые прогиб пластины w, от-
носительный сдвиг в заполнителях ψi и радиальное перемещение срединной плоскости внут-
реннего несущего слоя u не зависят от координаты φ. 

Для вывода системы динамических уравнений движения применен вариационный 
принцип Лагранжа, добавив силы инерции к действующим массовым силам. Уравнения соб-
ственных колебаний получаем при отсутствии внешней нагрузки: 
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где  – поперечные инерционные силы, ; ai – коэф-
фициенты, зависящие от геометрических и упругих параметров материалов слоев. 
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– модули сдвига и объемного деформирования k-го слоя; L2, L3 – линейные
дифференциальные операторы 

, . 

Здесь и далее запятая в нижнем индексе обозначает операцию дифференцирования, по 
следующей за ней координате. 

Начальные условия движения принимаются однородными, на контуре должны выпол-
няться условия жесткой заделки 

u = ψ1 = ψ2 = w = w,r = 0, при r = r0.
Уравнение для вычисления собственных чисел βn получим, удовлетворяя граничным 

условиям. После этого частоты собственных колебаний следуют из соотношения 
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