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НЕЯВНАЯ ИТЕРАЦИОННАЯ СХЕМА РЕШЕНИЯ
НЕКОРРЕКТНЫХ ЗАДАЧ В «ОСЛАБЛЕННОЙ» НОРМЕ
ГИЛЬБЕРТОВА ПРОСТРАНСТВА

В действительном гильбертовом пространстве Н  исследуется операторное 
уравнение первого рода

Лх = у ь , (1)
где ||;р-д>д||<5, А -  положительный ограниченный и самосопряженный 

оператор, для которого нуль не является собственным значением, однако при
надлежит спектру оператора Л, и, следовательно, задача некорректна.

Пусть у  е  К( А), т.е. при точной правой части у  уравнение (1) имеет един
ственное решение х. Для отыскания этого решения применяется неявная итера
ционная процедура

(е  +  аА 2 )к„+1;5 = (е  -  а А 2 к *  + 2 а Ауъ, х0,5 = 0. (2)



Ниже, как обычно, под сходимостью метода (2) понимается утверждение о 
том, что приближения (2) сколь угодно близко подходят к точному решению 
уравнения при достаточно малых 8 и п8 и достаточно больших п.

Сходимость процесса (2) в исходной норме пространства Я  была рассмот
рена в статье [1]. В ней показано, что предложенный неявный метод (2) сходится 
при условии а  > 0, если число итераций п выбирать в зависимости от уровня

погрешности 8 так, чтобы 2 8 —> 0 при и —> оо, 8 —» 0. В предположении, что
точное решение уравнения (1) истокообразно представимо ( х = л ! г, ;> а), по
лучены априорные оценки погрешности и априорный момент останова. В слу
чае, когда нет сведений об истокообразной представимости точного решения, 
затруднительно получить априорные оценки погрешности и априорный момент 
останова. Тем не менее метод (2) можно сделать вполне эффективным, если вос
пользоваться «ослабленной» (энергетической) нормой гильбертова пространства 
||х||^ = Л/(Л х ,х ), где х е Я  [2]. Покажем сходимость метода (2) в энергетиче
ской норме и получим для него априорные оценки погрешности в энергетиче
ской норме. Рассмотрим разность

х ~ хп,Ь = ( х - хп) +  (хп - хп,ь)- О )
'У _ п  п

Запишем первое слагаемое в виде х - х п = (Е  + аЛ ) (Е  +  аА ) х .
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Как было показано в [1], х - х п бесконечно мало в исходной норме гиль
бертова пространства Я  при п —> оо, но скорость сходимости при этом может 
быть сколь угодно малой, и для ее оценки делалось предположение об истокооб
разной представимости точного решения. При использовании энергетической 
нормы нам это дополнительное предположение не понадобится. Действительно, 
с помощью интегрального представления самосопряженного оператора 

М
а = \ ы е х , где М  = И | я Е-к -  соответствующая спектральная функция опе-

0
2 М (

ратораЛ, имеем | |х - х п||^ = |  X
0

1 -а Х '
\2п

Д + аАг, с1(Ехх,х).

Для оценки интересующей нас нормы найдем максимум подынтегральной

функции / ( Я )  = Я
1 -а Я 2 
1 + аЯ2

при А е  [0 ,м ]. Функция /(А )  -  частный случай

при 5 = 1 функций, оцененных в [1]. Там показано, что при условии а > 0  
тах |/(Л .) | < (4паеУ'12. Следовательно, справедлива оценка

х - х ,
П \ \ А  ■

< (4«ае) ■' |х||. Таким образом, переход к энергетической норме как

бы заменяет предположение об истокообразной представимости порядка 5 = 1/2 
для точного решения.
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Оценим второе слагаемое в (3). Как показано в [1], справедливо равенство

хп хп, 6 ~  ^
-1 Е - ( Е  + аЛ2)~п( Е - а А 2упЬ - У&). Далее при а > 0

нетрудно получить, что ||хй -х^д Ц ^ < 23 2  (и а)]/4 8, п > 1. Поскольку

< ||х -л :/, | ^ + 2 3̂ 2 (и а )^ 48 и ||х — хп\А - » 0 , и ->оо , то для сходи

мости ||х — —>0,  п —>00 достаточно, чтобы гс1,/48 Н> О, и —>оо, 8 - » 0 .

Запишем теперь общую оценку погрешности для метода (2) в энергетиче
ской норме

||х — - (4иае) 1/4||х|| + 23/2(иа)1,48, л>Б (4)
Оптимизируем оценку (4) по п. Для этого при заданном б найдем такое 

значение числа итераций п, при котором оценка погрешности становится мини
мальной. Приравняв к нулю производную по п от правой части неравенства (4),

получим попт =  2-1 а  ’2М 2 . Подставив пот в оценку (4), найдем ее

оптимальное значение

Метод (2) может быть использован при решении прикладных некоррект
ных задач, которые часто встречаются в математической экономике, медицине, 
геофйзике и спектроскопии.
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