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А.В. ЧИЧУРИН

НЕКОТОРЫЕ НЕЛИНЕЙНЫЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ
И ИХ ИССЛЕДОВАНИЕ С ПОМОЩЬЮ ЧИСЛЕННОГО
ИНТЕГРИРОВАНИЯ

Рассматриваются следующие математические модели: космодинамиче- 
ская трехкольцевая ограниченная модель четырнадцати тел, популяцион
ные двухвидовые модели типа Лотке-Вольтерра и модель Лоренца. С по
мощью численного интегрирования, реализуемого посредством систем 
компьютерной математики, исследуется влияние параметров на характер 
решений систем дифференциальных уравнений, входящих в рассматри
ваемые модели. Средства графической визуализации демонстрируют ха
рактер и топологию положений равновесия. Анимационные составляющие 
позволяют проследить поведение решений (поведение описываемых объ
ектов) в режиме реального времени.

1. Космодинамическая модель.
Рассмотрим ограниченную трехкольцевую задачу четырнадцати тел с 

неполной симметрией [1], существование которой было доказано в работах 
[2—4]. Опишем соответствующую математическую модель неограниченной 
задачи тринадцати тел, порождающую ограниченную задачу для 
четырнадцати тел [1]. Имеется тринадцать взаимно гравитирующих 
Р0,Р{,Р2,...,Рп тел с массами т0, М1=М2=М3=М4=гц, M}=M6=M2=Ms=m2 
М 9 = М ]0 = М и = М п = т3. Более того, тела Ри Р2,...,Рп образуют три 
правильных квадрата (положим, что PQPX = 1, Р0Р5 = а , Р0Р9 = Р) с общим 
центром (Рисунок 1).

Рисунок 1 -. Модель 13-ти тел с неполной симметрией 
(вариант расположения, а<Р<1)
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Массы в вершинах каждого квадрата (Рисунок 1) взаимно равны, 
первый квадрат ориентирован относительно второго квадрата на угол п / 4 
[5]. Второй и третьий квадраты гомотетичны.

Математическая модель ограниченной задачи 14 тел с неполной 
симметрией (три кольца) описывается во вращающейся системе координат 
Pgxyz системой дифференциальных уравнений [1]

( 1)

(2)

а квадрат угловой скорости вращения со7 определяется соотношениями

(3)

здесь l -  означает номер окружности (/ = 1,2,3), к -  номер вершины на 
заданной окружности (£=1,2,3,4), qlk -  любую координату точки Р1к:
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(4)

Замечание 1. Условия (3) вытекают из теоремы Банка-Эльмабсута 
[5,6] и являются условиями существования точных томографических 
решений в задаче взаимно притягивающихся 13 тел.

Способ нахождения положений равновесия рассматриваемой задачи, ее 
визуализация, а также координаты положений равновесия, приведены в 
[1]. Согласно теореме Банка-Эльмабсута [5, 6] из соотношений (3) находим 
квадрат угловой скорости вращения всех трех квадратов вокруг центра Р0 
в следующем виде:

(5)

Рисунок 2 -  Положения равновесия -  точки пересечения обеих кривых. 
Жирными точками обозначены гравитирующие точки, находящиеся в 

вершинах трех квадратов
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Численные исследования положений равновесия.
Используя алгоритмы и методы ССВ Mathematica, решим уравнения 

(1) численными методами, приведенными в работах [8-10].
Согласно классификации, приведенной в работах [11, 12] точка S, и 

симметричные ей точки являются нерадиальными положениями равнове
сия. В работах [6, 9] было доказано, что в случае одно и двух кольцевых
задач они являются устойчивыми по Ляпунову положениями равновесия.

Будем рассматривать точку 5, с координатами
х, = 0.97502446651498823853,у! = 0.97502446651498823853. (6)

Решим систему дифференциальных уравнений (1), (2), (5), (6) с 
начальными условиями

*(0) = *,, у( 0) = у,, х'(0) = 0, У (0) = 0, (7)
например, для 0<г<10000, используя возможности системы Mathematica 
[6-9]:

р, = NDSolvc{{x"[t\ -  2a>y'[t] = g,x[0] = х,,х'[0] = 0,
УМ  + 2cox'[t\ = h, у[ 0] = y t,y'[0] = 0}, {х, у} , {t, 0,10000} ]; 

где функции g и й определяются из формул (3) и (4), здесь со -  угловая 
скорость с которой вращаются квадраты (определяется из формулы (5).

Результат получен в виде интерполяционных функций. Построим 
графики этих интерполяционных функций для различных значений t [6, 9, 
10] на временных промежутках (0,100), (0,10000) (Рисунок 3, 4; оси 
координат проходят через рассматриваемую точку 5,).

Для 0 < t < 100 имеем
ParametricPlot[Evaluate[{x[t],y[t]}I,p{],{t,0,100},AxesLabel —> {"x[t]"y[t]"}, 

AxesOrigin -> {x\,yx},AspectRatio -+\ ,PlotRange -» All,PlotPoint s -  > 50000]

Рисунок 3 -  График решения задачи Коши (1), (2), (5), (6), (7) для
0</<100
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Для 0 < t < 1ОООО имеем

ParametricPlot[Evaluate[{x[t],y[t]}l.p\],{t,Q,\OOW},AxesLabel - » {"x[t]'',"y[t]"}, 
AxesOrigin - > (x. ,>'■}, AspectRatio —> 1, PlotRange —> All, PlolPo int > 50000]

Рисунок 4 -  График решения задачи Коши (1), (2), (5), (6), (7) для
0 < Г < 10000

Решим теперь задачу Коши (1), (2), (5), (6), (7), где координаты точки 
.S', возьмем с большей точностью
л; =0.975024466514988238525345619102197850055657252898807015255149140612054447882 
у  =0.223541709590483115128615582356657699413109322426605660119275959585220693950.(8).

Изменим теперь начальные условия и возмущая немного начальные 
координаты

х(0) = х, + 0.0001, у(0) = у, + 0.0001, х'(0) = 0, / (0 )  = 0 , (9)

в результате численного интегрирования, получим:
а) для 0 < / < 200 визуализацию решения (Рисунок 5)
Вывод 1. При рассмотренных изменениях начальных условий 

траектория не отдаляется от положения равновесия Sr На основании 
приведенных вычислительных экспериментов (Рисунок 3-6) можно 
предположить, что движение устойчиво, или точнее не противоречит 
свойству устойчивости.

Изменим далее начальные условия, придавая большие возмущения 
начальным координатам, не изменяя начальные скорости.

х(0) = х, + 0.0023, у( 0) = у, + 0.0023, х'(0) = 0, / (0 )  = 0. (10)
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Рисунок 5 -  График решения задачи Коши (1), (2),(5), (8), (9) для
О <<<200

б) для 0 < t < 1000 визуализацию решения (Рисунок 6)

Рисунок 6 -  График решения задачи Коши (1), (2),(5), (8), (9) для
0 < г < 1000.

Тогда результаты численного интегрирования выглядят следующим 
образом:

а) для 0 < t < 200
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Рисунок 7 -  График решения задачи Коши (1), (4), (8), (10) для 0 < t < 200 

б) для 0 < t < 600

Рисунок 8 -  График решения задачи Коши (1), (4), (8), (10) для 0 < t < 600

Покажем поведение функции Ap{t) локального расстояния точки на 
траектории от стационарной точки (А,) в момент t (Рисунок 9).

Вывод 2. Вычисления показывают, что существуют достаточно 
большие промежутки времени на которых траектория существенно не 
удаляется от положения равновесия.

Замечание 2. При проведении исследований мы брали значения 
т] =0.0001, а  = 0.99999. Другие значения величин тх, а  можно взять из 
интервалов, приведенных в работе [13], в которых точки равновесия 
обладают свойством линейной устойчивости.

Замечание 3. При проведении численного интегрирования для 
радиальных положений равновесия (то есть для точек, принадлежащим 
прямым, проходящим через центральное тело и одно из тел квадратов) 
убеждаемся, что для достаточно малых времен (К  100) траектории



237

существенно удаляются от положения равновесия, что противоречит 
свойству устойчивости.

Рисунок 9 -  График локального расстояния точки на траектории от стаци
онарной точки (51, ) в момент t ( 0 < t < 600) для начальных условий (8), (9)

2.Модели Лотке-Вольтерра.
Рассматриваются классические модели Лотке-Вольтерра «хищник- 

жертва»

(11)

где а, о, с, а ,р, г, q, s - положительные постоянные. Используя методы 
исследования работы [13], нарисуем портрет фазовых траекторий системы 
(1) (Рисунок 10) и зависимости численности хищников и жертв от времени 
(Рисунок 11).

Рисунок 10 -  Фазовый портрет системы (11) для а = 2, b = 1, с = 3, d = 1

( 12)
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Рисунок 11 -  Зависимости численности хищников и жертв от времени

3. Модель Лоренца. Рассмотрим простой примет хаотической систе
мы, известной как аттрактор Лоренца и возникающий при исследовании 
атмосферных явлений [14]. В кодах системы Mathematica удобно записать 
решение в следующем виде

sys = {— = -2.8(х -  у),—  = -1 2xz + 25.5х -  у,—  = ху -  z, .т[0] = г[0] = 0,у[0] = 1}; 
[ dt dt dt

sol = DSolve[sys,{x,y,z},{t,0,l90},MaxSteps ->  Infinity]',
В результате получим три интерполяционные функции, визуализация 

которых в трехмерном пространстве Oxyz с помощью команды Parametric- 
Plot3D (Рисунок 12).

Рисунок 12 -  График кривой с «эффектом бабочки»
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