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БОЛЬШИЕ ПРОГИБЫ ПЛИТ

Рассматривается расчет тонких плит при больших прогибах. Приведе
ны дифференциальные уравнения изгиба тонких плит. Приведено решение 
задачи по определению прогибов плиты опертой по углам.

Введение
В курсах строительных конструкций излагается линейная теория плит 

с малыми прогибами. В таких плитах перемещения, нормальные к средин
ной поверхности, столь малы, что не влияют на деформации элементов, 
лежащих в плоскости плиты.

Между тем во многих областях находят применение гибкие плиты и 
гибкие пластинки, в которых кроме поперечных нагрузок, в условиях зада
чи имеются силы, действующие в срединной плоскости плиты, эти силы 
могут оказать значительное влияние на её изгиб [1]. Влияние этих сил воз
никает, если опорные закрепления препятствуют свободному смещению 
краев пластинки в плоскости контура, а также когда по краям пластинки 
приложены внешние силы.

При обычном применении классической теории изгиба упругих тонких 
плит применяют гипотезы, предложенные немецким физиком Киргофом. 
Для тонких плит гипотеза о недеформируемости срединной плоскости ока
зывается несправедливой, так как в ней появляются деформации растяже
ния, сдвига, а усилия в срединной плоскости зависят от ее прогибов.

Уравнения изгиба срединной плоскости при больших прогибах
Рассмотрим перемещения линейного элемента АВ, лежащего на пере

сечении плоскости хОг и срединной плоскости пластинки. Из рисунка 1 
видно, что точка В, заняв положение В ', получает за счет изгиба элемента 
АВ дополнительное смещение Д, величина которого ввиду малости углов 
может быть вычислена так:
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тогда е*

формул (1).

с/х, что позволяет получить первую из

Рис. 1. Перемещения линейного элемента АВ

Рассматривая деформацию срединной плоскости в направлении оси у, 
а также деформацию сдвига, можно получить два других уравнения в (1).

ди 1 ( ЗиЛ2 ду
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Взяв вторые производные от (1), сложив первые два соотношения и 
вычтя третье, получим уравнение совместности деформаций:

д2е, [ д2гу д2уху 
ду2 дх2 дхду

(  2̂ \ 2 дм?
„дхду,

дг\у д2\у 
дх2 ду2 (2)

Подставив (1) в (2) можно получить уравнение, которое установит 
связь между усилиями в срединной плоскости и прогибами пластинки. Это 
уравнение вместе с двумя уравнениями равновесия, при условии, что из
вестны прогибы, позволяют разыскать Л/,, Л ,̂, Л ^. Однако эти три уравне
ния можно свести к одному, введя функцию напряжений р  = Р (х, у).
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Очевидно, уравнения равновесия малого элемента в усилиях будут 
тождественно удовлетворены, если принять следующие зависимости:

д2Р д2р д2Р
" ■ - ' V '  " ' - ‘ а ? '

(3)

Если (3) подставить в физические уравнения получим:

1 (  д2Р  82Р
Е‘ ~ Е \.ду2 * дх2

1 (  д2Р  д2Р  
Еу Е {д х2 У ду2

У„=~
2(1+у) д2Р 

Е дхду

(4)

И, наконец, подставив (4) в уравнение совместности (2) придем к сле
дующему уравнению, связывающему функцию напряжений Р  и функцию 
прогибов ж

д4Р + 2 д' Р + д' Г - Е
(  Л О \У д2м>д2к

дх4 дх2 ду4 {дхду; дх2 ду2
(5)

Второе уравнение, необходимое для определения Рим/ ,  получим пу
тем подстановки (3) в уравнение изгиба срединной плоскости пластины

д4\у д4м> 
дх4 дх 2ду2

а4и-
V :

^  д2Р  д2м> д2Р  д2м> _ д2Р  д2м> ^
И ду2 дх2 дх2 ду2 дхду дхду ̂

Уравнения (5) и (6) совместно с граничными условиями позволяют ра
зыскать две функции: напряжений Р  и прогибов и\ Эти уравнения в другом 
виде получены Карманом [2].

Граничные условия зависят от условий закрепления пластинок на 
контуре.

Например, если края пластинки закреплены таким образом, что 
взаимное смещение их точек вдоль осей X и V невозможно, то

^ « = ^ о = 0 ;

о=о.
(7)
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граничны е условия будут иметь следую щ ие выраж ения:

д1 2 3Р  д2Р  _
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с!х=0; 

ф>=0.
( 8 )

Зная функцию напряжений, по (3) нетрудно определить усилия в сре
динной плоскости пластинки; зная функцию прогибов, можно получить 
усилия, связанные с изгибом, пользуясь теми же формулами, что и в слу
чае пластинки с малым прогибом. Таким образом, исследование больших 
прогибов пластинки сводится к решению системы из двух нелинейных 
дифференциальных уравнений в частных производных. Решение этих 
уравнений в общем случае не получено [3].

Для решения задачи применен метод конечных разностей и приклад
ной пакет «Математика». Этим методом выполнен расчет прямоугольной 
плиты, загруженной равномерно распределенной нагрузкой опертой по уг
лам. На рисунке 2 показаны прогибы плиты.

Рис. 2. Прогибы плиты опертой по углам 
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