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НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ СИСТЕМ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Рассмотрим систему вида

dx, _ Р'(2 )х*'х?гхзЙ1 + P '(x t,x2,x3,z) P (x[,x2,x3,z) 
dz q,(z)xlax$lx!la + Q}(x„x2,x3,z) Qi(x1,x2,x3,z)

где xt,x2,x3,z  -  комплексные переменные, P„Q,(i = 1,2,3) -  полиномы отно­
сительно х„х2,х3, коэффициенты которых являются аналитическими функ­
циями относительно 2. Через Ру и q,j (/' = 1,2,3, j  = 1,2,3) обозначены степени 
многочленов Р, и 0 (/ = 1,2,3) по х„х2,х3, не содержащиеся в Р\ и 
Q\(i = 1,2,3). Изучим для нее условия существования решений со свойством 

/(* )-* « . / 2(*)-»®>, /,(г)-»оо при z->z0. (2)
Найдем условия, при выполнении которых система (1) имеет един­

ственное решение с подвижными полярными особыми точками или вовсе 
не имеет решений с подвижной особой точкой, при приближении к кото­
рой хотя бы по некоторому пути все компоненты решения стремились бы к 
бесконечности.

С помощью замены xt = — (/ = 1,2,3) сведем систему (1) к следующе­

му виду:
du\ ... Л О) + (-)
dz 9, (z) + (...)

du2 A W  + (•••)
dz fc(z)+ (...)
du3 A(z)+ C-)
dz ft (*) + (-)

up|łW ,!,

и-^ и-^*2и р \

M p W * 2,

(3)

где = Р у  - q y  (/ = 1,2,3,; = 1,2,3).
Наряду с системой (3) будем рассматривать и системы (4)-(6):
Через (...) обозначены функции, которые обращаются в ноль при лю­

бом из ы, =0(;= 1,2,3). С помощью метода, основанного на голоморфности 
правых частей указанных систем дифференциальных уравнений, мы дока­
зали следующие теоремы.



du2

dz (z)+ (...)
du, A (z)+ (...) 
P2(z)?i(z) + (-)

dut ?2( Ф , й  + (-)
du} A(z)9,(z) + ( - ) u-
du. ?3(z)a  (z) + (...)

dz _ ?2(z) + (...)]
du2 p2 (z) + (...)

dul ?2(г)д(г) + ( - ) ц,
du2 Л (z)?, (z)+ (••■)
du, А Й 92(г) + ( - ) ц,
du2 ?з(г)Л W + (••■)

dz _ ?3 (z)+ (••■),
du, p, (z) + (...)

du i . «,j(z)Jp, (z) + (...)
du} P3(z)?i (z)+ (•••)

II" II P2(z)?3 (z)+ (...) „

*1 и2 и3 ,

‘1 “2 “3 »

или

<4 ?2(2)л  О)+(•••)
Теорема 1. Яры выполнении условий

' l l  “ 2,1*,2 =  0 , Г,з — 2,/*2| =0,/*22 = 2 ,Г 2 3  = 0 , г 31 О,Г;;  <

'll = 2)''[г “ = 2, /*21 йО,гп = 2, г23 < 0, г3] = 0, г32 = О,г33 = 2,

и любом конечном z0 е D, для которого

9l (Z0 )?2 (zo )?з (го) * 0>
система (3) имеет единственное решение

*!-/(* ).(/ = 1-2,3),
со свойством

/(z)-*™ , / 2(г)->», / 3(г)->оопри z-»z0. 
Это решение имеет вид

*i = Y ial( z - z oy m*1 (я0 * 0 ,т  > 0),
/-0

*2 = Z  A (z -  z0Г"*' (А 54 0. и > 0),/-0

*з = Ź / ,( z - zo)-M (c0*0,l>0),
1-0

Точка z0 для функции этого решения является полюсом.

(5)

(6)

= 2, (7)

= 2, (8)

= 2, (9)

(10)

(U )



◄ При условии (7-10) правые части системы (3) представляют собой 
однозначные аналитическиефункции относительно и,,и2,и3 и z в окрестно­
сти точки (0,0,0,z0) . Тогда, по теореме Коши, эта система имеет единствен­
ное голоморфное решение в окрестности точки z0 -  решение m,(z)(i = 1,2,3), 
удовлетворяющее начальным условиям u, (z) = 0. Это решение имеет вид

«1 = 2 Х ( г - zo)m*a К  * 0 ,т> 0),
<т-0

(Ь0*0,п>0), (13)
a-o

Щ =  ± с * - ь Г  ( с о *  °’1 >  ° ) .сг-0
Возвращаясь от системы (3) к системе (1), получим для нее реше­

ние (11) со свойством (2). Существование у системы (1) решения (11) со 
свойством (2) доказано.

Покажем, что такое решение может быть только единственным. Пусть 
х, =ę>,(z)(i = 1,2,3) -  любое решение системы (1), обладающее свойством 
p,(z) -» w (i = 1,2,3) при z —»z0. Тогда решение системы (3)

xi = —~т = Ф| (2) 0 = 1,2,3) (14)<РМ)
будет обладать свойством Ф, (z) —> 0 (z = 1,2,3) при z -> z0. По теореме Пенлеве, 
это означает, что решение (14) системы (3) совпадает в окрестности точки 
z0c голоморфным решением (13), полученным по теореме Коши. Тогда 
решение х, =<э,(г)(г = 1,2,3) системы (1) совпадает с решением(12), что и до­
казывает единственность решения. ►

Теорема 2. При выполнении условий
ru <2,rl2 <0,rn <2,rn <0,rH <.2,ru ^0,r31 <0,r32 śO,r„ <,2, (15)

или
rn <2,rn <, 0,r13 <0,r21 <0,ra <2,r23 <0,r31 <0,r32 <0,r„ <12, (16)

или
rn <.2,ru Ś0,rl3 <0,r21 <0,ги S 2,rn <0,r31 <0,ri2 <0,r33 <2, (17)

m u
Гц — 2, <0, r33 < 0, r21 < 0, /*22 = 2, r23 <0,/*3| < o, r,2 < 0, ту, —2, 0 8 )

и любом конечном z0eD, для которого имеет место (10), система (1) 
не имеет решений, обладающих свойством (2) при z z0 хо/яя бы по не­
которому пути L .

Теорема 3. При выполнении условий
г,, > max {2, r21 + 2, г3! + 2}, rl2 > max {0, г32}, rl3 > max {0,г23},

Г22 = Г12 + 7> Г33 = г13 + 2,



и любом конечном z0 е D, для которого имеет место
Р| (z„ )<?, (z0 )g3 (z0) * О, (20)

система (1) имеет единственное решение (11) со свойством (2). Это ре­
шение имеет вид

=Ź!“,(2-2 o)1 (“» * ° ’т>0)’ы О

= Ё Д ( 2- 2о)1 ^  (Д„ ^0,27 >0), (21)
/=0

*з = Ё г ,(г -* о ) (/о * °Д > 0),
/-0

Оля всех функций этого решения z0 является полюсом, как правило, кри­
тическим.

Теорема 4. При выполнении условий
ru > max{2,r2l + 2,г3| +2}, r,2 > max{0,r32}, rl} > max{0,/-23}, (27)

г22 < гп + 2, г33 < г13 + 2,
или

rn > тах{2,г2| + 2,г31 +2}, /;2 > max{0,r32}, rl3 > rnaxjO,/^}, (28)
г22 <752 + 2, /•„ < г,3 + 2,

77 любом конечном z0eD, для которого имеет место (20), система (1) 
не имеет решений, обладающих свойством (2) при z -*■ z0 хотя бы по не­
которому пути L .

◄ Точки z ,e O , в которых 1) gl(zo)g2(zB)g,(z0) = 0, 2) gl(zl))g2(z0)gi(z0)=0, 
3) Р2(го)&|(го)?з(го) = 0 отнесем к подвижным точкам системы (1). Тогда из 
ранее изложенного следует, что при выполнении любого из условий (7-9), 
(19), (29), (39), (42) система (1) имеет единственное решение, для всех 
функций которого точки z0 является подвижным полюсом. А при выпол­
нении любого из условий (13-16), (25), (26), (31), (32), (36), (37) система (2) 
вовсе не имеет решений с подвижной особой точкой, при приближении 
к которой хотя бы по некоторому пути все функции решений стремились 
бы к бесконечности.

Таким образом, полученные условия выделяют классы систем вида (1), 
не имеющих решений (11) со свойством (2) при z->z0. Проведенные ис­
следования позволяют дать более полную характеристику аналитических 
свойств решений системы трех дифференциальных уравнений первого 
порядка с рациональными правыми частями вида

dx, /^(x„x2,x3,z)
, V » 1 ~dz Qi(xl,x2,x3,z)


