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и является частным решением уравнения (1).
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КЛАССИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ
ДЛЯ ОДНОМЕРНОГО ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ

С ПРОИЗВОДНЫМИ ВТОРОГО ПОРЯДКА
В ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ

На замыкании 𝑄̄ = [0,∞) × [0, 𝑙] области 𝑄 = (0,∞) × (0, 𝑙) двух независимых
переменных 𝑥 = (𝑥0, 𝑥1) ∈ 𝑄̄ ⊂ R2 рассмотрим одномерное волновое уравнение

(𝜕2𝑥0𝑢− 𝑎2𝜕2𝑥1𝑢)(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑄̄, (1)

где 𝑎2, 𝑙 – положительные действительные числа, 𝜕2𝑥0 = 𝜕2/𝜕𝑥20, 𝜕2𝑥1 = 𝜕2/𝜕𝑥21.
К уравнению (1) на нижней части границы области присоединяются условия типа
Коши

𝑢(0, 𝑥1) = 𝜙(𝑥1), (𝜕2𝑥0 + 𝑏(1)(𝑥1)𝜕𝑥0 + 𝑏(0)(𝑥1))𝑢(0, 𝑥1) = 𝜓(𝑥1), (2)

𝑏(1)(𝑥1) ̸= 0, 𝑥1 ∈ [0, 𝑙],

и граничные условия

𝜕2𝑥1𝑢(𝑥0, 0) = 𝜇(1)(𝑥0), 𝜕2𝑥1𝑢(𝑥0, 𝑙) = 𝜇(2)(𝑥0), 𝑥0 ∈ [0,∞). (3)

Здесь 𝑓 : 𝑄̄ ∋ 𝑥 → 𝑓(𝑥) – заданная функция на 𝑄̄, 𝜙 : [0, 𝑙] ∋ 𝑥1 → 𝜙(𝑥1) ∈ R,
𝜓 : [0, 𝑙] ∋ 𝑥1 → 𝜓(𝑥1) ∈ R, 𝑏 : [0, 𝑙] ∋ 𝑥1 → 𝑏(𝑥1) ∈ R – функции на [0, 𝑙], 𝜇(𝑗) : [0,∞) ∋
∋ 𝑥0 → 𝜇(𝑗)(𝑥0) ∈ R, 𝑗 = 1, 2, – заданные функции на [0,∞).

Функции 𝑓, 𝜙, 𝜓, и 𝜇(𝑗), 𝑗 = 1, 2, удовлетворяют следующим однородным усло-
виям согласования:

𝜇(1)(0)− 𝑑2𝜙(0) +
1

𝑎2
𝑓(0, 0) = 0, (4)

𝜇(2)(0)− 𝑑2𝜙(0) +
1

𝑎2
𝑓(0, 𝑙) = 0. (5)

Теорема 1. Пусть правая часть уравнения (1) 𝑓 ∈ 𝐶1(𝑄). Тогда функция 𝑣𝑝,
записанная формулами

𝑣𝑝(𝑥) = 𝑣(𝑚)
𝑝 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝑄(𝑚) = ((𝑚− 1)𝑙/𝑎,𝑚𝑙/𝑎), 𝑚 = 1, 2, 3, . . . , (6)
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𝑣𝑝(𝑥) = 𝑓 (1,𝑚)(𝑥1 − 𝑎𝑥0) + 𝑓 (2,𝑚)(𝑥1 + 𝑎𝑥0)−
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)︂
𝑑𝑧, (7)

𝑥 ∈ 𝑄(𝑚), при соответствующем выборе 𝑓 (𝑗,𝑚), 𝑗 = 1, 2, 𝑚 ∈ N, принадлежит
классу 𝐶2(𝑄), является решением уравнения (1) и удовлетворяет условиям

𝑣𝑝(0, 𝑥1) = 𝜕𝑥0𝑣𝑝(0, 𝑥1) = 0, (8)

𝜕2𝑥0𝑣𝑝(0, 𝑥1) = 𝑓(0, 𝑥1), 𝑥1 ∈ [0, 𝑙].

Теорема 2. Пусть заданные функции задачи (1)–(3) удовлетворяют следующим
условиям гладкости: 𝑓 ∈ 𝐶1(𝑄), 𝜙 ∈ 𝐶3([0, 𝑙]), 𝜓 ∈ 𝐶1([0, 𝑙]), 𝜇(𝑗) ∈ 𝐶([0,∞)), 𝑗 =
= 1, 2, 𝑏(0), 𝑏(1) ∈ 𝐶1([0, 𝑙]). При выполнении этих условий функция вида

𝑢(𝑥) = 𝑔(1)(𝑥1 − 𝑎𝑥0) + 𝑔(2)(𝑥1 + 𝑎𝑥0) + 𝑣𝑝(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑄

является единственным классическим решением из класса 𝐶2(𝑄) тогда и только
тогда, когда имеют место однородные условия согласования

𝑑𝑝𝑔(1,𝑘+1)(−𝑘𝑙) = 𝑑𝑝𝑔(1,𝑘)(−𝑘𝑙), 𝑝 = 0, 1, 𝑘 = 0,

𝑑𝑝𝑔(2,𝑘+1)(𝑘𝑙) = 𝑑𝑝𝑔(2,𝑘)(𝑘𝑙), 𝑝 = 0, 1, 𝑘 = 1,

и условия согласования (4) и (5), где частное решение 𝑣𝑝 определяется формулами
(6), (7), а функции 𝑔(𝑗), 𝑗 = 1, 2, – формулами

𝑔(1)(𝑧) = 𝑔(1,𝑘)(𝑧), 𝑧 ∈ [−𝑘𝑙,−(𝑘 − 1)𝑙],

𝑔(2)(𝑧) = 𝑔(2,𝑘)(𝑧), 𝑧 ∈ [𝑘𝑙, (𝑘 + 1)𝑙],
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− 𝑔(2,𝑘−1)(−𝑧) + 𝐶(1,𝑘)𝑧 + 𝐶(2,𝑘), 𝑧 ∈ [−𝑘𝑙,−(𝑘 − 1)𝑙],
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− 𝑔(1,𝑘−1)(2𝑙 − 𝑧) + 𝐶(1,𝑘)𝑧 + 𝐶(2,𝑘), 𝑧 ∈ [𝑘𝑙, (𝑘 + 1)𝑙].
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КЛАССИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ КЛЕЙНА–ГОРДОНА–ФОКА

С УСЛОВИЕМ ПЕРВОГО РОДА И ИНТЕГРАЛЬНЫМ УСЛОВИЕМ

В работах [1, 2] проведены исследования смешанных задач для гиперболических
уравнений второго порядка, однако в этих исследованиях не были учтены условия
согласования на начальные данные. Однако, в данном сообщении демонстрируется,
что даже в случае с одним интегральным условием, условия согласования существен-
но влияют на гладкость решения. Данная задача является обобщением аналогичной
задачи для волнового уравнения, которая рассматривается в работах [3, 4].

В области 𝑄 = (0,∞)× R задается одномерное уравнение типа Клейна–Гордона–
Фока

𝜕2𝑡 𝑢− 𝑎2𝜕2𝑥𝑢− 𝜆(𝑡, 𝑥)𝑢 = 𝑓(𝑡, 𝑥), (1)

где R – множество действительных чисел, 𝜆 и 𝑓 – функции, заданные на множестве
𝑄 = [0,∞)× R ⊂ R2 = R× R.

К уравнению (1) присоединяются начальные условия

𝑢(0, 𝑥) = 𝜙(𝑥), 𝜕𝑡𝑢(0, 𝑥) = 𝜓(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑙], (2)

𝑙 ∈ R, 𝑙 < +∞, интегральное условия

𝑢(𝑡, 0) =

𝑙∫︁
0

𝐾(𝑡, 𝑠)𝑢(𝑡, 𝑠) 𝑑𝑠+ 𝑞(0)(𝑡), (3)

а также условие первого рода
𝑢(𝑡, 𝑙) = 𝑞(𝑙)(𝑡). (4)

Теорема. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶1(𝑄), 𝜆 ∈ 𝐶1(𝑄), 𝑞(𝑗) ∈ 𝐶2([0,+∞)), 𝑗 ∈ {0, 𝑙}, 𝜙 ∈
∈ 𝐶2([0, 𝑙]), 𝜓 ∈ 𝐶1([0, 𝑙]), 𝐾 ∈ 𝐶2(𝑄). Классическое решение задачи (1)–(4), суще-
ствует и единственно в классе 𝐶2(𝑄) тогда и только тогда, когда выполняются
однородные условия согласования

̃︁𝑞(0)(0)− 𝜙(0) +

𝑙∫︁
0

𝐾(0, 𝑠)𝜙(𝑠) 𝑑𝑠 = 0,


