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ПРЕДИСЛОВИЕ
Курс начертательной геометрии сформировался в середине 19 столетия и до настоящего времени 

существенно не изменился. Однако стремительный рост развития всех отраслей научно-технического 
прогресса, несомненно, вносит коррективы и в методические аспекты начертательной геометрии. В этом 
направлении целенаправленно осуществляется совершенствование, методики преподавания, представ
ления графической информации в доступной для студентов форме; разработке методических и учебных 
пособий и т.д.

Такой подход является весьма актуальным с педагогической точки зрения и требует своевременной 
корректировки читаемой дисциплины при организации учебного процесса. С одной стороны, важность и 
значимость начертательной геометрии неоспорима, т.к. она занимает достойное место в ряде изучаемых 
фундаментальных наук, формирует пространственное воображение студента, его инженерное мышление 
как будущего инженера. С другой стороны, изучаемый курс начертательной геометрии для студента- 
первокурсника является достаточно сложным, так как требует достаточно развитого абстрактного мыш
ления. В этой связи и возникает необходимость в разработке лекционного курса. При этом имеет суще
ственное значение общепринятая терминология начертательной геометрии, способствующая взаимосвя
зи изучаемого абстрактного образа и его моделей, а также обратной связи в обозначенном пространстве. 
Тогда студенту проще рассматривать поставленную задачу, конструировать соответствующую геометри
ческую модель, выявлять на ней метод решения задачи, формировать графический алгоритм ее реше
ния. При этом необходимо учитывать то, что в современных условиях необходимо стремиться к органи
зации учебного процесса с оснащением занятий специальными методическими устройствами: лекцион
ной аудиторией с мультимедийным оборудованием, наличием демонстрационных моделей и плакатов. В 
процессе чтения лекции студент должен работать с ее конспектом.

Приводятся задачи для самостоятельной и управляемой самостоятельной работы студента, реко
мендованные для выполнения их после прослушанной лекции. По некоторым характерным темам приве
дено поэтапное графическое решение задач в виде слайдов. Это дает возможность студенту разрабаты
вать самостоятельно графические алгоритмы решаемых задач, а затем, представлять графический ма
териал в виде слайдов.

Такой подход в итоге способствует формированию пространственного мышления студента, активи
зации его познавательной деятельности при изучении разделов начертательной геометрии. Сознатель
ное освоение студентами курса начертательной геометрии является основой для проявления интереса к 
студенческой научно-исследовательской работе.

Лекции разработаны кандидатом технических наук, доцентом Уласевич З.Н.
Задачи для самостоятельной работы разработаны ассистентом кафедры начертательной геометрии 

и инженерной графики Чипурных Т.В.
Авторы выражают благодарность кандидату технических наук, профессору кафедры строительных 

конструкций БГТУ Уласевичу В.П. за оказанную методическую и техническую помощь при разработке ком
пьютерного макета.

Авторы выражают благодарность рецензентам:
-  кандидату технических наук, доценту Бушило И.Д. (кафедра инженерной графики машинострои

тельного профиля БИТУ),
-  кандидату технических наук, доценту Куценко В.Н. (кафедра инженерной графики БГУиР).
Пожелания и замечания по данному курсу лекций можно высказать по адресу: 224017, г. Брест, ул. Мос

ковская, 267, Брестский государственный технический университет, кафедра «Начертательная геометрия 
и инженерная графика», Уласевич Зинаиде Николаевне.
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ЛЕКЦИЯ 1
Тема. Основные проекционные методы построения чертежей 

Вопросы:
1. Введение. Предмет начертательной геометрии;
2. Метод проекций;
3. Условные обозначения, символы и терминология.
Выводы.

1. Введение. Предмет начертательной геометрии
Прогресс в освоении какой-либо дисциплины, в том числе и начертательной геометрии, не может 

быть плодотворен без знания исторического процесса становления и развития этой области знаний.
К концу XVIII столетия знания методов изображения достигли высокой степени развития. Один из них, 

такой как перспектива, имел и определенное теоретическое обоснование. Другие, -  например, ортого
нальные проекции преимущественно основывались на положениях, вытекающих из практического опыта, 
и использовались различно в зависимости от конкретных задач без их теоретического обобщения. Этот 
метод изображения, как наиболее простой, полнее других отвечающий запросам бурно развивающейся 
техники и архитектуры, стал преобладающим и требовал своего теоретического обоснования.

Это удалось сделать французскому ученому Гаспару Монжу (1746-1818 гг.), благодаря трудам которо
го ортогональные проекции сформировались как научно обоснованный метод изображения.

На основе анализа применявшихся ранее изображений ему удалось выделить в них основные теоре
тические положения, свести большое разнообразие практических случаев к выполнению основных задач, 
решаемых с помощью изображений на двух либо трех взаимно-перпендикулярных плоскостях проекций с 
их последующим совмещение в одну плоскость, используя при построении чертежа ортогональное про
ецирование. Это подвело теоретическую базу под ранее применявшиеся подобные изображения и свело 
в стройную систему весь ранее разрозненный материал. Г. Монж по заслугам считается творцом метода 
ортогональных проекций как науки. Впервые труд Г.Монжа был опубликован в 1799 г.

Значительную роль в совершенствовании методов изображений сыграли русские народные мастера- 
умельцы - Рублев, Барма, Кулибин, Ползунов и др. Они создали условия для освоения и дальнейшего 
развития "метода Монжа” и преподования его как предмета в учебных заведениях России.

Через очень короткий для того времени промежуток времени с момента опубликования труда Г. Мон
жа в 1810 г. курс начертательной геометрии, как обязательный, вводится в институте корпуса инженеров 
путей сообщения, куда приглашается ученик Г. Монжа -  К.И. Потье.

С 1818 года курс ведет уже Я.А. Севастьянов -  первый русский профессор по этой дисциплине. Он 
создает первые оригинальные труды по различным разделам дисциплины, стоявшие на уровне лучших 
мировых работ.

В последующий период издаются преимущественно учебные курсы на высоком научном уровне, ко
торые можно признать классическими, в отдельных случаях представляющие интерес и до сих пор.

Первый полный курс, с основательно разработанной теорией поверхностей, метода конического про
ецирования с решением обратных задач в перспективе издает проф. Макаров Н.И. (1824-1906).

Проф. В.И. Курдюмов (1858-1906) в своих работах приводит систематический и углубленный матери
ал по всем основным методам изображений с практическим их использованием.

Проф. Н.А. Рынин (1887-1943) в многочисленных трудах способствует развитию прикладных вопросов 
в ряде областей.

Дальнейшие успехи в развитии и самосовершенствовании методов изображений достигаются в ре
зультате педагогической и научной работы видных ученых, которые являются руководителями организо
ванных в эти годы самостоятельных кафедр начертательной геометрии в ведущих ВУЗах России. Поми
мо педагогического направления, создаются учебники и учебные пособия, защищаются докторские и кан
дидатские диссертации, организуются научные семинары и конференции.

Много труда в становлении начертательной геометрии и развитии научных достижений внесли про
фессора: Добряков А.И., Гордон В.О., Иванов Н.Н., Колотов С.М., Бубенников А.В., Четверухин Н.Ф., Ры
жов Н.Н. и др.

Определенный вклад в научно-методическое обеспечение преподавания начертательной геометрии в 
технических вузах, в издание учебной литературы по совершенствованию методики преподавания данной 
дисциплины внесли белорусские ученые: Шабека Л.С., доктор педагогических наук, профессор БИТУ; Ви
ноградов В.Н. доктор педагогических наук, профессор, заслуженный работник высшей школы Республики 
Беларусь идр.
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Цель начертательной геометрии -  изучение геометрических образов (ГО), геометрических форм 
предметов окружающего нас мира, сочетание этих форм и их взаимного расположения. Умение отобра
жать их на чертеже.

Начертательная геометрия относится к графической дисциплине и составляет теоретическую основу 
построения чертежа. При этом решается прямая и обратная задачи.

Прямая задача -  построение проекций геометрического образа на плоскости по пространственному 
оригиналу (геометрические образы в пространстве называются оригиналами, а их изображения на плос
кости -  проекциями).

Обратная задача -  восстановление оригинала (геометрического образа) в пространстве по проекци
онному чертежу.

2. Метод проекций
Для построения чертежей (изображений) применяется метод(ы) проекций, (метод(ы) проецирования). 

Требования, предъявляемые к чертежам (изображениям), привели к созданию определенного научного на
правления -  «теории изображений». Чертежи (изображения), выполняемые на одной либо нескольких плоско
стях проекций, по соответствующим направлениям классифицируют следующим образом: аксонометрические 
проекции; перспективные проекции; проекции с числовыми отметками; ортогональные проекции.

Проецирование -  это построение проекции геометрического образа (оригинала) на плоскости проек
ций, путем мысленного проведения через все его точки проецирующих лучей до пересечения их с плос
костью проекций.

В зависимости от направления проведения проецирующих лучей различают:
1, Центральное проецирование (рис 1.1); 2. Параллельное проецирование:

а) Косоугольное (рис 1.2);
б) Прямоугольное (рис 1.3).
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Рис. 1.1

Основой проецирования является аппарат проецирования.

Аппарат проецирования:
1. (*)А, (•) В..., ■ геометрический образ (оригинал), объект проецирования;
2. (•) S -  центр проекций (точка зрения);
3. S A - проецирующий луч;
4. ГЬ -  плоскость проекций;
5. (*)Ai, (•) B i ..., - проекции точек А,В ... на плоскость ГЬ.
Центральное проецирование (коническое)- это проецирование, при котором проецирующие лучи 

проходят через одну точку (.) S (рис. 1.1).
Таким образом, проекцией заданного объекта проецирования (в данном случае точки на плоскость) 

называется точка пересечения проецирующего луча, проходящего через объект проецирования (.) А..., с 
плоскостью проекций. Объектов проецирования может быть множество, центр проекций -  один.

Множество лучей, проходящих через центр проекций (или точку зрения) образуют коническую поверх
ность, поэтому этот метод называется коническим,
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Параллельное проецирование (цилиндрическое). При этом методе центр проекций находится в бес
конечности или в несобственной точке. Проецирующие лучи параллельны заданному направлению S. В 
зависимости от направления проецирующих лучей параллельное проецирование подразделяется на:

а) Косоугольное (S не -1- /7^ — рис.1.2

б) Прямоугольное (ортогональное - S - ^ n i ) -  рис.1.3

Рассмотрев методы проецирования, можно заключить, что соответствие основных свойств геометриче
ского образа (оригинала) и его проекций сохраняется при параллельном ортогональном проецировании. В 
связи с этим, целесообразно отразить некоторые характерные свойства ортогонального проецирования.

Основные свойства ортогонального проецирования

1. Проекция точки есть точка.
2. Проекция прямой есть прямая. Если прямая параллельна направлению проецирования, то проек

цией прямой является точка.
3. Если точка принадлежит линии, то проекция точки принадлежит проекции линии.
4. Проекции параллельных прямых параллельны между собой.
5. Если отрезок прямой делится точкой в каком-то отношении, то и проекции отрезка делятся проек

циями точки в том же отношении.
6. Если одна сторона прямого угла параллельна плоскости проекций, а вторая не перпендикулярна 

ей, то на эту плоскость проекций прямой угол проецируется без искажений.

Реализация аппарата проецирования (рис. 1.1, 1.2, 1.3), на примере построения чертежа объекта 
проецирования, представленного точкой и отрезком прямой линии, на одну плоскость проекций позволя
ет, в итоге, решать только лишь прямую задачу. Однако в начертательной геометрии изучаются абст
рактные геометрические образы и более сложного характера - линии (прямые, кривые), плоскости, по
верхности, при этом плоскость рассматривается как частный случай поверхности. При построении чер
тежей необходима их обратимость, т.е. решение не только прямой, но и обратной задачи. С этой целью 
вводятся две и три взаимно перпендикулярные плоскости проекций, а заданный геометрический образ в 
пространстве (оригинал) при построении его проекций интерпретируют с учетом присущих характеристик 
и свойств, учитывая при этом графическую терминологию, условные обозначения и символы.
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3. Условные обозначения, символы и терминология
В основу разработки терминологии начертательной геометрии по отдельным разделам курса положе

ны следующие методические особенности:
- системное расположение терминов, адекватная система понятий, построенных с учетом техни

ческих принципов, характерных для создания конструкторской документации;
- однозначность терминов, в результате которой за каждым термином закрепляется лишь одно 

техническое понятие и каждому понятию соответствует лишь один термин.
Формулировки определений, составленные на основании анализа признаков понятий, содержащихся 

в учебной литературе по начертательной геометрии, а также стандартов ЕСКД инженерной графики с 
учетом условных обозначений и символов, имеют следующую направленность:

- условные обозначения и символы в пространстве и на чертеже;
- совокупность необходимых терминов в пространстве и на чертеже;
- использование необходимых обозначений, символов и терминов при составлении алгоритмов 

решения задач на пространственных и плоскостных комплексных чертежах с последующим представле
нием их на соответствующем носителе графической информации.

В целом структурная схема разработки и представления графической информации выглядит сле
дующим образом (рис. 1.4):

СТРУКТУРНАЯ СХЕМА
представления графической информации 

начертательной геометрии и инженерной графики

Рис. 1.4
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Носитель графической информации
Пространственный геометрический образ (оригинал) индивидуально или в совокупности с пространствен

ным либо плоскостным комплексным чертежом образовывают геометрическую модель, которая может быть 
представлена на соответствующем носителе графической информации: чертежной доске, планшете, бумаге, 
электронном диске и т.д. Следует обратить внимание на то, что геометрический образ (оригинал) может рас
сматриваться при этом в двух вариантах: обозреваемый, т.е. видимый по отношению к наблюдателю, и абст
рактный - не обозреваемый. В приведенных возможных вариантах формирования пространственной и пло
скостной системы геометрических моделей и, в итоге, построения чертежей (изображений), геометрический 
образ (оригинал) всегда находится в соответствующей определенной системе координат по отношению к со
ответствующей системе плоскостей проекций. Это означает, что при постановке конкретной задачи представ
ляется возможным определить положение геометрического образа (оригинала) в пространстве по простран
ственному либо плоскостному комплексному чертежу, воспроизведенному на соответствующем носителе 
графической информации. При построении чертежа на каком-либо носителе графической информации в на
чертательной геометрии применяются определённые условные обозначения, символы и термины.

Условные обозначения, символы

А, В, С М, 1,2-  точки 
а, Ь, с, d, h.,t - линии (прямые, кривые)
Ф. 0, Ф, I .  Г, А -  поверхности, плоскости

S - направление проецирования
S- центр проецирования
/, j  - ось вращения
hi, П2, Пз - плоскости проекций
X, У, Z — оси системы координат
О - начало системы координат
X - ось проекций в системе (fh, П2)
У- ось проекций в системе {fb, Пз)
Z - ось проекций в системе (Пг, Пз)
Аь А2, Аз; ai, аз, аз - проекции геометрических образов
а, (3, у - углы наклона прямых и плоскостей к плоскостям проекций
П .Ь  - проецирующие плоскости
|ДВ| - натуральная величина отрезка
[А. В. D] -ломаная линия, соединяющая точки А, 6 ,0

Л

(а ,  о )  угол между прямыми

\А, /| - расстояние от точки А до прямой /

16, Г7}| - расстояние от точки В до плоскости проекций П1

|В, Пг\ - расстояние от точки В до плоскости проекций Пг 
|В, Г7з| - расстояние от точки В до плоскости проекций Пз 
|а| - натуральная величина угла 
=  - тождественное совпадение 

П - пересечение
= - равенство, результат действия (А -  а П Ь)
|| - параллельность
X - перпендикулярность
IJ -проецирующие

j_- скрещивающиеся прямые
е - принадлежность
з  - включение в себя, проходит через
U -касание
^-логическое следствие «если...то», «следовательно»

— - параллельное проецирование 
Г - задать, взять, построить
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Основные термины курса начертательной геометрии

Таблица 1,1
Название термина Сущность термина

Обратимость чертежа 

Прямая задача

решение прямой и обратной задач начертательной геометрии.

представление геометрического образа (ГО) в пространстве, и 
по нему, на основании известных методов проецирования, вы
полнение чертежа на соответствующих плоскостях проекций.

Обратная задача по выполненному чертежу воспроизведение заданного ГО в 
пространстве.

Способы проецирования:
• центральное (коническое) все проецирующие лучи выходят из одной точки S, назы

ваемой центром проецирования (перспектива).

• параллельное если центр проецирования удалить в бесконечность, то
(цилиндрическое) проецирующие лучи станут параллельными.

*
• параллельное косоугольное проецирующие лучи располагаются под любым углом к 

плоскости проекций (аксонометрические проекции).

• параллельное прямоугольное проецирующие лучи располагаются под прямым углом к 
плоскости проекций (ортогональные проекции).

• проекции с числовыми отметками предмет ортогонально проецируют на одну горизонтальную 
плоскость проекций По - плоскость нулевого уровня.

Эпюр Монжа плоскостной комплексный чертеж, состоящий из двух и бо
лее изображений, полученный путём совмещения пространст
венного комплексного чертежа с одной плоскостью.

Инварианты проецирования изображения, сохраняющие все свойства оригинала.

Множество совокупность элементов, объединённых по каким-либо общим 
признакам, выделяющим его из других.

Геометрический образ (ГО) фигура, которая в той или иной степени моделирует геометри
ческие свойства реального объекта.

Плоскость проекций плоскость, на которую осуществляется проецирование про
странственного объекта. В ортогональном проецировании 
применяются три взаимно перпендикулярные плоскости про
екций: горизонтальная П-i, фронтальная Пг, профильная Пз.

Ось проекций прямая, полученная в результате пересечения двух плоско
стей проекций.

Проецирующий луч прямая, проходящая через пространственную точку до пе
ресечения с плоскостью проекций.

Проекция точки точка пересечения проецирующего луча с плоскостью про
екций.

Линия проекционной связи прямая, перпендикулярная к оси проекций (OX, OY. OZ) и 
соединяющая две проекции точки.

Координаты точки величины расстояний заданной точки от плоскостей проек
ций по осям X, Y, Z.

Биссектриса связи прямая, проходящая через начало координат под углом 45°.

Пространственный комплексный совокупность ортогональных проекций ГО на две и три вза-
чертеж ГО имно перпендикулярные плоскости проекций.
Плоскостной комплексный чертеж ГО геометрическая модель пространственного комплексного 

чертежа.
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Продолжение таблицы 1.1
Название термина Сущность термина

Способы преобразования комплексного 
чертежа (используются при решении 
метрических и позиционных задач)

• замена плоскостей проекций пространственное положение заданных ГО остаётся неиз
менным, а вводятся новые дополнительные плоскости про
екций.

• вращения при неизменном положении основных плоскостей проекций 
изменяется положение заданных ГО относительно этих 
плоскостей.

Определитель ГО совокупность независимых геометрических элементов, оп
ределяющих указанный геометрический образ.

След ГО пересечение ГО с плоскостью проекций.

Проецирующий ГО ГО, основная проекция которого представляет измерение 
на единицу меньше, чем заданный геометрический образ по 
условию.

Конкурирующие точки точки, принадлежащие скрещивающимся прямым, проекции 
которых совпадают только на одной из плоскостей проекций.

Алгоритм решение задачи путем выполнения определенного цикла 
операций.

Позиционные свойства ГО свойства, которые отражают взаимное положение, взаим
ную принадлежность и взаимный порядок ГО.

Метрические свойства ГО свойства, отражающие численные характеристики ГО - рас- | 
стояния, углы, площади и т. п.

Поверхность • непрерывное двухпараметрическое множество точек;

• геометрический образ, имеющий определённую законо
мерность, выражаемую уравнением;

• непрерывное множество положений линии, переме
щающейся в пространстве по определённому закону (кине
матический способ образования поверхности).

Каркас поверхности множество линий, ей принадлежащих и однозначно опре
деляющих поверхность.

Элемент каркаса поверхности линия каркаса (образующая, направляющая).

Определитель поверхности совокупность геометрических элементов и условий, одно
значно задающих поверхность в пространстве и на чертеже.

Параметр каркаса поверхности зависимость, связывающая элементы каркаса поверхности.

Непрерывный каркас поверхности непрерывное изменение параметра каркаса поверхности.

Дискретный каркас поверхности дискретное изменение параметра каркаса поверхности.

Развертка пространственной кривой плоская кривая, в которую преобразована про-
линии странственная кривая без изменения ее длины.

Аппроксимация кривой линии Раз- сглаживание участков кривой линии, применяя определён-
вертка поверхности ные свойства и методы.
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Продолжение таблицы 1.1
Название термина Сущность термина

Плоский элемент поверхности плоская фигура, образованная последовательным совмещени
ем всех плоских элементов поверхности с одной плоскостью.

Развертываемые поверхности элемент заданной поверхности, у которой смежные образую
щие параллельны или пересекаются, т.е. образуют плоскость.

Неразвертываемые
поверхности

многогранные поверхности; линейчатые кривые поверхно
сти, у которых смежные образующие параллельны или пе
ресекаются (цилиндрические, конические и торсовые).

Соосные поверхности поверхности, у которых смежные образующие скрещивают
ся (криволинейные поверхности).

поверхности вращения с общей осью вращения.

Характерные (опорные) точки линии 
пересечения поверхностей

наивысшие и наинизшие точки: точки видимости (точки, отде
ляющие видимую часть линии от не-видимой): точки пересе
чения ребер многогранной поверхности с другой поверхно
стью; точки, проекции которых являются особыми точками для 
проекции линии пересечения (точки перегиба и т. д.).

Числовые отметки числа, указывающие расстояния от точек проецируемого 
объекта до плоскости нулевого уровня.

Заложение отрезка прямой линии проекция этого отрезка на плоскость.

Превышение отрезка прямой линии разность числовых отметок точек, ограничивающих отрезок.

Интервал отрезка прямой линии величина заложения, которая соответствует единице пре
вышения.

; Градуирование прямой линии определение на прямой линии точек, отметки которых вы
ражены последовательными целыми числами.

Уклон прямой линии
.

отношение превышения данного отрезка к его заложению. Он 
равен тангенсу угла наклона отрезка к плоскости проекций.

Горизонталь линия, все точки которой имеют одинаковые числовые от
метки.

Масштаб уклона плоскости проградуированная горизонтальная проекция линии наи
большего ската данной плоскости.

Линия наибольшего ската плоскости линия, принадлежащая данной плоскости и пер
пендикулярная её горизонталям.

Поверхность постоянного ската огибающая поверхность, образованная движением конуса вра
щения с вертикальной осью, при этом вершина конуса переме
щается по направляющей пространственной кривой линии.

Берг-штрихи чередующиеся короткие и удлинённые штрихи, проведён
ные перпендикулярно горизонталям, которые указывают 
направление уклона плоскости и поверхности.

Выводы
Рассмотрев методы проецирования, можно заключить, что:

- при построении и формировании чертежа (изображения) используется метод проекций;
- чертеж должен быть обратимым, наглядным, выполнен и оформлен на носителе графической 

информации в соответствии с существующими требованиями ГОСТов ЕСКД и СПДС.
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ЛЕКЦИЯ 2
Тема. Аксонометрические проекции 

Вопросы:
1. Сущность метода аксонометрического проецирования;
2. Стандартные аксонометрические проекции;
3. Примеры построения аксонометрических проекций геометрических фигур.

1. Сущность метода аксонометрического проецирования
Чтобы получить представление о предмете, приходится одновременно рассматривать не

сколько его изображений. Воспроизвести предмет е целом позволяет построение наглядного изо
бражения. Такое изображение получается путем параллельного проецирования на одну плоскость 
проекций (картинную плоскость) при условии, что изображаемый предмет соответствующим обра
зом расположен относительно этой плоскости. Это изображение предмета называют аксономет
рической проекцией или аксонометрией.

При построении аксонометрического изображения используется аппарат аксонометрического про
ецирования, реализация которого представлена на рис.2.1.

Аппарат аксонометрического проецирования
OXYZ -  система пространственных прямоугольных (декартовых) координатных осей; 
а -  картинная плоскость (плоскость аксонометрического чертежа);

S  -  направление проецирования;
(.) А -  объект проецирования (оригинал);
(.) А0 -  главная аксонометрическая проекция (.) А;
(.) А1 -  первичная проекция (.) А;
(.) Аю -  вторичная проекция (.) А;
Рассмотрим реализацию аппарата аксонометрического проецирования на примере (рис. 2.1).
Объект проецирования вместе с осями прямоугольных (декартовых) координат параллельно проеци

руется на картинную плоскость (или плоскость аксоно
метрических проекций).

Пусть имеется система пространственных коорди
натных осей OXYZ и отнесенная к ним пространственная 
точка А. Спроецируем полученную геометрическую мо
дель на произвольную плоскость а, принятую за картин
ную. Стрелка S указывает направление проецирования.

Полученный чертеж в плоскости а называют аксоно
метрическим, а проекция точки А -  А0 называется главной 
(аксонометрической) проекцией точки А, точка А10 -  вто
ричной проекцией точки А (рис. 2.1). Исходя из этого, в ак
сонометрии имеются два поля проекций: поле главных и 
поле вторичных проекций. Для того, чтобы на аксономет
рических проекциях можно было решать задачи относи
тельно изображаемых геометрических фигур, на аксоно
метрическом чертеже указывают проекции координатных
осей с изображенными на них отрезками е°х°, е°у°, е'.0,0 _

проекциями натурального масштаба е.
Проекции е°х°, е°у°, e°z° натурального масштаба ех, еу, ez называют аксонометрическим масштабом 

по осям х°, y°,z°.
Положение точки А в пространстве относительно натуральной системы координат OXYZ опреде

ляется пространственной координатной ломаной ОАхА1А (рис. 2.1). Аксонометрическая проекция А0 
точки А определяется плоской координатной ломаной, у которой звено 0° А°х° совпадает по направле
нию с осью х°, а А°х°А10 и А10 А0 параллельны соответственно осям у0 и z°.

В общем случае отрезки О0А°х0, А°х0А10, А10А° не равны между собой, и ни один из них не равен на
туральному масштабу е. Отношения кх° =О0А°х°:ОАх; ку0=А0х0А10:АхА1; kz°= А10А°:А1 А называют показате
лями (коэффициентами) искажений по аксонометрическим осям.

Очевидно, принимая различное взаимное расположение натуральной системы координат и картинной 
плоскости, задавая разные направления проецирования, можно получить множество аксонометрических 
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проекций, отличающихся друг от друга как направлением аксонометрических осей, так и величиной ко
эффициентов искажения вдоль этих осей. Справедливость этого утверждения была доказана немецким гео
метром Карлом Польке (1851 г.). Теорема Польке утверждает, что три отрезка произвольной длины, лежащих 
в одной плоскости и выходящих из одной точки под произвольными углами друг к другу, представляют парал

лельную проекцию трех равных отрезков, отложенных на 
прямоугольных осях координат от начала.

Позже Г. Шварц, обобщив теорему К. Польке, доказал, 
что любой полный четырёхугольник на плоскости всегда 
можно рассматривать как параллельную проекцию тетра
эдра, подобного любому заданному (рис. 2.2).
На основании теоремы Польке-Шварца аксонометрические 
оси и коэффициенты искажения по ним могут выбираться 
произвольно. В связи с этим установлено:

1. Коэффициенты искажения по аксонометрическим 
осям можно принять: различными для всех осей; одинако
выми для каких-либо двух осей; одинаковыми для всех ак
сонометрических осей. В первом случае аксонометриче
скую проекцию называют триметрической, во втором -  ди- 
метрической и в третьем -  изометрической.

2. В зависимости от угла между направлением проеци
рования и картинной плоскостью аксонометрия может быть 
прямоугольной (ортогональной), если этот угол прямой; в 
противном случае ее считают косоугольной.

На основании выше изложенного можно заключить о боль
шом разнообразии аксонометрических проекций, поэтому ГОСТ 

2,317-69 ограничивает разнообразие аксонометрий и рекомендует стандартные аксонометрические проекции.

2. Стандартные аксонометрические проекции
В инженерной практике для наглядного изображения предметов наибольшее распространение полу

чили прямоугольная изометрия и прямоугольная диметрия.
В прямоугольной изометрии коэффициенты искажения разме

ров по всем осям одинаковые. Это условие обеспечивается в том 
случае, когда все оси составляют один и тот же угол с аксономет
рической плоскостью проекций, что, в свою очередь, обеспечивает 
равенство углов между аксонометрическими осями (рис. 2.3).

В прямоугольной диметрии оси занимают положение, приведен
ное на рис. 2.4 а.

На рис 2.4 б показано графическое приближенное построение углов, 
равных 7°10' и 41 °25', с помощью тангенсов этих углов, равных при
веденному соотношению соответственно-1/8 и 7/8.
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В аксонометрических проекциях (изометрических или диметрических) ось Z принято располагать 
вертикально.

В теории аксонометрических проекции доказывается, что коэффициенты искажений по аксонометри
ческим осям X, Y, Z для прямоугольной изометрии равны 0,82; для прямоугольной диметрии: по двум 
осям X, Z -  0,94, по третьей оси Y -  0,47. При построении аксонометрических проекций пользоваться точ
ными коэффициентами искажений неудобно. Поэтому используют приведенные коэффициенты рекомен
дованные ГОСТ 2.317-69. Приведенные стандартные коэффициенты в прямоугольной изометрии по всем 
трем осям X, Y, .2 равны 1 (единице). Приведенные стандартные коэффициенты в прямоугольной димет
рии по осям X, Z равны 1 (единице), а по оси Y коэффициент искажения равен - 0,5. При этом, изображе
ние предмета, построенного в прямоугольной изометрии, получается увеличенным в 1,22 раза, т.е. - 
(1/0,82) по сравнению с действительными размерами. В прямоугольной диметрии соответственно уве
личение происходит в 1,06 раза, т.е. - (1/0,94).

На рис.2.5а показана прямоугольная изометрическая, а на рис. 2.56 -  прямоугольная диметрическая 
проекция куба, в грани которого вписаны окружности. На этом же рисунке указаны величины больших и 
малых осей эллипса в зависимости от диаметра окружности, проекцией которой он является.

Из приведенных примеров видно, что направления больших осей эллипсов перпендикулярны сво
бодным аксонометрическим осям, а малые оси эллипсов совпадают по направлению со свободными ак
сонометрическими осями.

Для упрощения построения эллипса на чертеже его геометрию представляют овалом.

3. Примеры построения аксонометрических проекций геометрических фигур
На рис. 2.6 показано построение стандартной изометрической проекции поверхности усеченного ко

нуса по ортогональным его проекциям.
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На рис. 2.7 приведено построение изометрической проекции поверхности цилиндра.

Рис.2.7

Задачи для самостоятельного решения 
Задача 1. Построить изометрическое изображение геометрических тел. 
а) б)

Рис. 2.8
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Задача 2. Построить диметрическое изображение геометрических тел. 
а) б)

в) г)

Рис. 2.9

16



Тема. Ортогональное проецирование точки

Вопросы:
1. Образование комплексного чертежа. Эпюр Монжа;
2. Проецирование точки в системе взаимно перпендикулярных плоскостей проекций.

Выводы.
1. Образование комплексного чертежа. Эпюр Монжа

Рассматриваемый геометрический образ ГО (оригинал) расположен в пространстве. Присвоим оригиналу 
название «точка» и охарактеризуем ее особенности: не имеет измерений; видима либо невидима по отно
шению к наблюдателю; находится в пространстве в соответствующей системе плоскостей проекций с коор
динатными осями проекций. Оси проекций являются системой отсчета при построении чертежа. Точка в сово
купности с плоскостями проекций представляет собой определенную жесткую систему, что дает возможность 
построить чертеж оригинала (проекции) точки, методом ортогонального проецирования. Ортогональное про
ецирование точки осуществляется на две либо три взаимно перпендикулярные плоскости проекций. Для на
глядности и удобства при построении чертежа осуществляется переход от пространственного комплексного 
чертежа (рис. 3.1, а) к плоскостному комплексному чертежу (рис. 3.1, б), (чертеж - эпюр Монжа). Такой 
переход при построении чертежа осуществляется путем соответствующего совмещения плоскостей про
екций в одну плоскость (поле проекций), разграниченное координатными осями, 

а) б)

ЛЕКЦИЯ 3

Проанализируем более подробно особенности образования пространственного комплексного черте
жа (рис. 3.1, а) и плоскостного комплексного чертежа (рис. 3.1,6).
■ Рассмотрим ортогональное проецирование точки (.) А в соответствующей системе взаимно перпен

дикулярных плоскостей проекций. В зависимости от конкретно поставленной задачи проецирование точки 
может осуществляться в системе двух взаимно перпендикулярных проекций либо, при необходимости, в 
системе трех взаимно перпендикулярных плоскостей проекций.

Примем следующую систему обозначений и терминов плоскостей проекций, точек и осей:
• Три взаимно перпендикулярные плоскости проекций (рис. 3.1, а):

- П1 -  горизонтальная;
- Пг - фронтальная;
- Пз -  профильная.
При этом плоскости П1 и Пг делят пространство на 4 четверти (I, II, III, IV), а плоскости Пщ и Пг, и Пз -  

на 8 октантов.
* Геометрический образ (точка А) проецируется на плоскости проекций перпендикулярными прямыми, 
которые называются проецирующими лучами;
* Точки пересечения проецирующих лучей с п л о е ге е ^ ^ и ^ в в ^ ^ ш з ы в а ю т с я  проекциями (изображе
ниями) точек соответственно:
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Ai -  горизонтальной:
Аг - фронтальной;
Аз - профильной.

* Линия пересечения плоскостей проекций ГЬ и П г-  называется осью проекций ОХ. Пересечение плос
костей проекций П1 и Пз образует ось проекций OY, а пересечение Пз и Пг -  ось проекций OZ. Оси проек
ций фиксируют положение плоскостей проекций, они могут иметь как положительное, так и отрицатель
ное направление.

* Совмещением плоскостей П1 и Пз с плоскостью П2 образуется комплексный плоскостной чертеж 
(эпюр Монжа) (рис. 3.1 б). На этом чертеже выполняются все графические построения.

* Величины расстояний точки от плоскости проекций называются координатами точки А:
- Ха -  абсцисса точки А, определяет расстояние точки А от профильной плоскости проекций Пз;
- У а -  ордината точки А, определяет расстояние точки А от фронтальной плоскости проекций Пг;
- Za -аппликата точки А, определяет расстояние точки А от горизонтальной плоскости проекций Пт

Если известны числовые значения, выражающие координаты точки А, например Х=15; Y=10; Z=12, то
координаты точки А записывают так А (15,10,12).

* Прямая, перпендикулярная к осям проекций и соединяющая разноименные проекции точки А, назы
вается линией проекционной связи.

* Горизонтальная проекция точки A (Ai) всегда расположена на одной линии проекционной связи с 
фронтальной проекцией точки А (Аг) перпендикулярно оси ОХ;

* Фронтальная проекция точки А (Аг) всегда расположена на одной линии проекционной связи с про
фильной проекцией точки А(Аз) перпендикулярно оси OZ.

Важным свойством при ортогональном проецировании является возможность варьировать проек
циями ГО относительно осей проекций. В связи с этим в системе двух плоскостей проекций П1 и Пг ось 
проекций ОХ как прямая может быть на чертеже исключена, а чертеж в этом случае называют безосным 
Однако при использовании преобразования комплексного чертежа ось проекций ОХ необходима.

2. Проецирование точки в системе взаимно перпендикулярных плоскостей проекций

Положение точки относительно плоскостей проекций (П1 - горизонтальной плоскости проекций, Пг -  
фронтальной плоскости проекций, Пз -  профильной плоскости проекций) определяется значением коор
динат X, У, Z. Координаты точки -  величины расстояний заданной точки от плоскостей проекций: X- от Пз: 
У- от Пг; Z -  от Пт Горизонтальная проекция точки A(Ai) на чертеже характеризуется координатами -  X, У; 
фронтальная проекция точки А (Аг) -  X, Z; профильная А (Аз) -  Y.Z.

Проецирование точки в системе двух взаимно перпендикулярных плоскостей проекций
На рисунке 3.2 приведен пространственный комплексный чертеж точки А в системе двух взаимно пер

пендикулярных плоскостей проекций. Для образования плоскостного комплексного чертежа в общем, а в 
данном случае какой-либо точки (.) А (рис. 3.26), совмещают плоскость П1 с плоскостью Пг, поворачивая 
плоскость П1 на 90 градусов вокруг оси ОХ по часовой стрелке. Две проекции точки вполне определяют ее 
положение в пространстве.

а) б)

Проецирование точки в системе трех взаимно перпендикулярных плоскостей проекций 
На рис. 3.3 приведен чертеж точки (.) А в системе трех взаимно перпендикулярных плоскостей проек

ций. Плоскостной комплексный чертеж получается совмещением плоскостей проекций Пз и П1 с плоско
стью Пг, для чего мысленно поворачиваем Пз на 90 градусов вокруг оси OZ против часовой стрелки, а 
плоскость П1 мысленно опускаем вниз.
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а) в) Д)

Две проекции точки принадлежат одной линии проекционной связи, которая перпендикулярна к оси 
проекций в представленном соответствии: А1А21  OX; А1А3 _L OY; А2А31 OZ..

Построить профильную проекцию точки Аз по двум заданным Ai и Аг можно использовать: дугу окруж
ности с центром в начале координат, т.е. точке О; биссектрису связи (постоянную чертежа, прямую К); 
координатный способ, отложив координату Y от оси OZ по линии проекционной связи, проведенной из Аг 
влево, от оси OZ, если Y > 0, и вправо от оси OZ, если Y < 0 (рис. 3.4).

Если одна координата заданной точки равна 0, значит точка принадлежит плоскости проекций (рис. 3.3 в, г). 
Если две координаты точки равны 0, точка принадлежит оси проекций (рис. 3.3 д, е). Если три координаты 
точки равны 0, точка находится в начале координат.

Плоскости проекций П1 и Пг делят пространство на 4 четверти, а плоскости проекций Пц Пг, Пз -  на 8 
октантов. При этом положительными направлениями осей от начала координат считают: для оси ОХ -  
влево от начала координат О, для оси OY -  в сторону наблюдателя (вперед), для оси OZ -  вверх; проти
воположные направления осей считаются отрицательными (рис. 3.4, табл. 1).

Значения координат проекций точек в октантах
Таблица 3.1 .............. ....................... ________________ ____________ ________

Октанты X Y Z Октанты X Y Z
1 + + + IY - + +
II + - + YI - - +
III + - - YII - - -
IY + + - YIII - + -

Пространственный и плоскостной комплексный чертеж точки в 1 -  8 октантах 
1 октант 2  октант
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J  октант 4 октант

Рис. 3.4

Выводы
1. Комплексным, пространственным либо плоскостным чертежом (эпюром Монжа) называется чертеж, 

представленный соответствующим необходимым количеством изображений геометрического образа (ориги
нала). Комплексный чертеж выполняется методами определенной системы проецирования и необходим для 
определения места расположения оригинала в пространстве координатным способом, а также установления 
его геометрических харакгеристик и свойств, представленных в итоге на соответствующем носителе графи
ческой информации (чертежной доске, чертежной бумаге, электронном носителе и т.д.).

2. При изучении начертательной геометрии рассматриваются пространственные и плоскостные ком
плексные чертежи, полученные на основе ортогонального проецирования на три либо две взаимно пер
пендикулярные плоскости проекций.
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3. Заданный геометрический образ в пространстве (оригинал) всегда находится в соответствующей системе 
координат относительно установленных плоскостей проекций с определенной начальной точкой отсчета.

4. Введение второй фронтальной плоскости проекций ГЬ перпендикулярно горизонтальной плоскости 
проекций ГН позволяет осуществить переход к обратимому чертежу, так как две проекции точки вполне 
определяют ее положение в пространстве.

Задачи для самостоятельного решения
Задача 1. Определить координаты точек. Записать их в таблицу. Построить профильные проекции 

точек и их пространственные чертежи.

X У Z
А

В

С

Задача 2. Построить недостающие проекции точек.
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ЛЕКЦИЯ 4
Тема. Прямая линия 
Вопросы:

1. Определитель и классификация прямых линий;
2. Прямые общего положения, характерные их особенности и свойства;
3. Прямые частного положения, характерные их особенности и свойства;
4. Взаимное положение двух прямых.

1. Определитель и классификация прямых линий
Геометрический образ (оригинал) в вще прямой линии отождествляется с бесконечностью ее в простран

стве. Однако для графического представления прямой линии на каком- либо носителе графической информации, 
определения характерных особенностей и свойств, необходимо ее выявить и ограничить, т.е. определить задан
ную прямую. В связи с этим, определитель прямой линии, представляет две точки, ей принадлежащие. По
этому для задания прямой линии на чертеже необходимо указать две точки, ей принадлежащие. Прямая 
(либо отрезок прямой линии) имеет только один параметр измерения -  длину и поэтому относится к од
нопараметрическому геометрическому образу.

Рассматриваемая прямая линия (оригинал), находящаяся в пространстве, может занимать различ
ное положение, относительно плоскостей проекций. В связи с этим существует классификация прямых 
линий, согласно которой, (оригиналы и, соответственно, проекции оригиналов, т.е. проекции прямых), 
подразделяются на: прямые общего положения; прямые частного положения. С учетом данной клас
сификации определяются характерные особенности, закономерности и свойства.

ПРЯМЫЕ

2. Прямые общего положения, характерные их особенности и свойства

Прямые общего положения -  это прямые, не перпендикулярные и не параллельные ни одной из плоско
стей проекций. На рис. 4.1 (а, б) изображены соответственно пространственный и плоскостной комплексные чер
тежи (проекции) прямой (оригинала) АВ общего положения в системе двух ешимно перпендикулярных плоско
стей проекций. На рис.4.1 (в, г) представлены соответственно пространственный и плоскостной комплексные 
чертежи прямой общего положения в системе трех взаимно перпендикулярных плоскостей проекций, 

а) б) в) г)

Рис. 4.1

Натуральная величина отрезка прямой АВ, (рис. 4.2) на плоскости проекций Пд это гипотенуза пря- ' 
моугольного треугольника, одним из катетов которого является горизонтальная проекция отрезка А 1В1 , 
а другой катет представляет собой разность недостающих координат (A Z) АВ на плоскости ГЬ, т.е. раз
ность концов фронтальной проекции Аг В г.

Угол наклона отрезка прямой к соответствующей плоскости проекций является угол между его про
екцией на данную плоскость и натуральной величиной рассматриваемого отрезка (рис.4.2).

След прямой -  точка пересечения прямой с плоскостью проекций (фронтальный след прямой в ос
новном принято обозначать - N, а горизонтальный след- М), однако при этом допускаются и другие обо
значения (рис. 4.3).
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Чтобы построить горизонтальный след М - прямой АВ (рис. 4.4), необходимо: фронтальную проекцию 
А2В2 прямой продолжить до пересечения с осью ОХ и получить фронтальную проекцию горизонтального 
следа М2. Из полученной точки провести линию проекционной связи до пересечения с продолжением 
горизонтальной проекции прямой. В результате получаем горизонтальный след М, совпадающий с его 
горизонтальной проекцией Mi.

Рис. 4.3

Для построения фронтального следа прямой необходимо продолжить горизонтальную проекцию А 1В1 
прямой до пересечения с осью ОХ и получить горизонтальную проекцию фронтального следа N1. Из получен
ной точки проводим линию проекционной связи до пересечения с продолжением фронтальной проекции пря
мой. Получаем фронтальный след N, совпадающий с его фронтальной проекцией N2 . Полученные следы 
прямой представляют собой точки принадлежащие соответствующим плоскостям проекций.

л/= N

Рис. 4.4

В итоге, горизонтальный след прямой представляет собой точку, принадлежащую горизонтальной 
плоскости проекций, для которой координата Z равна 0. Фронтальный след прямой представляет собой 
точку, принадлежащую фронтальной плоскости проекций, для которой координата Y равна 0.

23



Взаимное положение прямой и точки. Деление отрезка в заданном отношении 
Теорема. Если в пространстве точка принадлежит прямой, то на чертеже одноименные проекции 

точки принадлежат одноименным проекциям прямой (рис.4.5,а). И наоборот, если на чертеже одноимен
ные проекции точки принадлежат одноименным проекциям прямой, то в пространстве эта точка принад
лежит прямой (рис.4.5, б)

б) ва)

Рис. 4.5
Теоремы о принадлежности точки прямой и делении отрезка прямой какой-либо точкой в заданном отно

шении одинаковы по своей сути, т.к. на чертеже, при этом, в рассматриваемых вариантах заданная точка одно
значно принадлежит проекциям заданных прямых. В пространстве принадлежность точки прямой очевидна.

Теорема. Если в пространстве точка делит отрезок прямой в каком-то отношении, то на чертеже про
екции этой точки делят одноименные проекции отрезка 
в том же отношении.

На рис. 4.6 приведен пример деления отрезка прямой 
АВ в отношении 2:3. Графические построения выполня
ются следующим образом Из Bi под произвольным углом 
к горизонтальной проекции прямой А 1В1 проводим линию, 
на которой откладываем 5 равных частей произвольной 
величины. Точку 5 соединяем с Ai. Через точку 3 прово
дим линию, параллельную 5-Ai. На А1В1 отмечаем точку 
Ci, через нее проводим линию проекционной связи, пер
пендикулярную ОХ и на фронтальной проекции прямой 
отмечаем Сг. В итоге проекции отрезка разделены в за
данном отношении. При этом С = АВ. Рис. 4.6

3. Прямые частного положения, характерные их особенности и свойства
Прямые уровня -  прямые, параллельные одной из плоскостей проекций и не перпендикулярные 

двум другим. На ту плоскость проекций, которой прямая параллельна, она проецируется в натуральную 
величину, здесь же определены и углы наклона прямой к плоскостям проекций. Построение следов пря
мых уровня выполняется аналогично построению следов прямых общего положения. Условие принад
лежности точки заданной прямой уровня определяется на основании теоремы о принадлежности, ко
торая приведена выше и реализована на рис.4.5. В соответствии с наличием признака параллельности 
по отношению к конкретной плоскости проекций различают прямые: горизонтального, фронтального и 
профильного уровня,

а) Прямая горизонтального уровня (АВ //  П1) -  рис. 4.7
А2В2 // ОХ и А3В3 / /  ОУ, A iB i= н. в.; угол (3- угол наклона прямой АВ к фронтальной плоскости проек

ций: угол у -  угол наклона прямой АВ к профильной плоскости проекций.



б) Прямая фронтального уровня (CD //  ГЪ) -  рис. 4.8 - C1 D1/ /  ОХ и Сз D3 / /  OZ, C2D2 = н.в.; угол а -  
угол наклона прямой АВ к фронтальной плоскости проекций; угол у -  угол наклона прямой АВ к профиль
ной плоскости проекций.

Z

Рис. 4.8

в) Прямая профильного уровня (EF //  Пз) -  рис. 4.9
E2F2 / /  OZ и E1F1 / /  OY, E3F3 = н.в.; углы наклона прямой АВ к соответствующим плоскостям проекций 

видны из приведенного чертежа, при построении профильной ее проекции.

Рис. 4.9

г) Прямая нулевого уровня -  прямая, принадлежащая одной из плоскостей проекций.
На рис. 4.10 приведены чертежи прямых нулевого горизонтального и профильного уровней, на кото

рых проанализированы характерные особенности прямых и их свойства.
а) б)
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в) Г)

Рис. 4.10
Проецирующие прямые -  это прямые, перпендикулярные к одной плоскости проекций и параллель

ные двум другим. Одной из проекций проецирующей прямой будет точка (вырожденная проекция прямой) 
на ту плоскость проекций, к которой она перпендикулярна. Проекция, представляющая собой точку, об
ладает свойством «собирательности». Именно этим свойством обладают все проецирующие геометри
ческие образы. При этом, две другие проекции заданной прямой будут являться ее натуральной величи
ной. Проецирующая прямая составляет прямой угол с плоскостью проекций, к которой она перпендику
лярна. След проецирующей прямой будет совпадать с вырожденной проекций прямой (точкой), т.е, про
екцией обладающей свойством «собирательности». Условие принадлежности какой-либо заданной про
извольной точки проецирующей прямой основывается на теореме о принадлежности геометрических 
образов, реализация которой приведена на рис.4.5, с учетом свойства «собирательности» проецирующе
го геометрического образа. В соответствии с признаком перпендикулярности прямой к конкретной плоско
сти проекций различают прямые: горизонтально-, фронтальнои профильно-проецирующие, 

а) горизонтально-проецирующая прямая EF П1 (рис. 4.11).

Рис. 4.11

б) фронтально-проецирующая прямая CD -1- П2 (рис. 4.12).
7.

Рис. 4.12
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в) профильно-проецируюьцая прямая АВ Пз (рис, ,4.13).

Примечания:
1. Прямым частного положения присущи аналогичные особенности и свойства, как и прямым общего 

положения,
2. Для проецирующих прямых характерно свойство собирательности (на плоскости проекций, к ко

торой прямая перпендикулярна). Поэтому, если точка принадлежит прямой, то одна ее проекция совпа
дает с вырожденной проекцией прямой (с учетом свойства собирательности), След проецирующей пря
мой совпадает с ее вырожденной проекцией.

3. Определяя основные свойства для профильной и профильно-проецирующей прямой, необходимо стро
ить профильные их проекции, которым присущи характерные особенности, параметры и характеристики.

4. Взаимное положение двух прямых
Наряду с одной заданной прямой (оригиналом) в пространстве возможно наличие второй аналогич

ной прямой (оригинала), которые в итоге между собой могут быть: параллельными, пересекающимися 
(частный случай взаимного пересечения двух прямых -  признак их взаимной перпендикулярности), скре
щивающимися. Приведенные выше определенные характерные особенности и свойства для одной за
данной прямой общего либо частного положения распространяются аналогичным образом и в случаях 
задания двух прямых, т.к. две заданные прямые могут также занимать определенное положение по от
ношению к плоскостям проекций. Поэтому в данном случае рассматривается только лишь установление 
и определение признаков, определяющих их взаимное расположение.

Параллельные прямые -  прямые, принадлежащие одной плоскости и не имеющие общей точки пе
ресечения. Теорема. Если в пространстве прямые параллельны, то на чертеже параллельны их одно
именные проекции. И обратное утверждение: если на чертеже одноименные проекции прямых парал
лельны, то в пространстве они параллельны (рис. 4.14).

Рис. 4.14
Пересекающиеся прямые -  это прямые, принадлежащие одной плоскости и имеющие одну общую 

точку, т.е. точку пересечения.
Теорема. Если в пространстве прямые пересекаются, то на чертеже их одноименные проекции пере

секаются, и точки пересечения их проекций принадлежат одной линии проекционной связи (рис. 4.15).
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Рис. 4.16
Любой угол, образованный двумя пересекающимися прямыми, проецируется на плоскость проекций с 

искажением, и только угол, параллельный плоскости проекций, проецируется в натуральную величину.

Проецироваиние прямого угла
Теорема. Прямой угол проецируется на какую-либо плоскость проекций в натуральную величину в 

том случае, когда одна из его сторон параллельна плоскости проекций, а вторая - не перпендикулярна 
этой плоскости проекций (рис. 4.16 а, б, в).

Скрещивающиеся прямые -  прямые, не принадлежащие одной плоскости (т.е. принадлежащие раз
ным плоскостям) и не имеющие общих точек пересечения (рис. 4.17).

На чертеже проекции таких прямых могут пересекаться, но точки пересечения их проекций не при
надлежат одной линии проекционной связи.

Рис. 4.17
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Такие не реальные, а «кажущиеся» точки пересечения проекций прямых называют «конкурирующими». 
Конкурирующие точки скрещивающихся прямых (горизонтальная и фронтальная пары) необходимы для оп
ределения видимости геометрических образов. По горизонтальной паре конкурирующих точек определяется 
видимость ГО на плоскости проекций П1 , а по фронтальной паре -  на плоскости проекций Пг.

Примечание: для прямых профильного уровня, определяя их взаимное положение (параллельные, 
пересекаются, скрещивающиеся), необходимо построение профильной проекции (рис. 4.18). 

а) б)

Рис. 4.18

Задачи для самостоятельного решения
Задача. По заданным координатам концов отрезков АВ и CD построить комплексный чертеж. Опре

делить взаимное положение отрезков.

№
 в

ар
и

ан
та

Координаты

А В С D

X У Z X У Z X У Z X У Z

1 55 5 20 15 20 5 45 20 10 10 7 20
2 45 20 25 10 4 5 50 7 8 7 8 25
3 50 17 12 12 22 23 55 6 4 15 11 14
4 55 4 22 15 21 6 45 20 9 10 8 20
5 56 5 20 15 20 5 46 20 10 10 8 20
6 46 20 26 10 5 5 50 8 8 8 7 25
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ЛЕКЦИЯ 5
Тема. Плоскость 
Вопросы:

1. Определитель плоскости. Задание плоскости на чертеже;
2. Следы плоскости;
3. Классификация плоскостей;
4. Условие принадлежности точки и прямой плоскости;
5. Главные линии плоскости;
6. Углы наклона плоскостей к плоскостям проекций.

1. Определитель плоскости. Задание плоскости на чертеже
Геометрический образ (оригинал) в виде плоской фигуры отождествляется с безграничностью в про

странстве и представляет собой плоскость. Для графического представления плоскости на каком-либо 
носителе графической информации, а затем при определении характерных ее особенностей параметров 
и свойств на чертеже, необходимо вначале заданную плоскость выделить, ограничить, определить гео
метрическую ее форму в соответствии с необходимыми размерами согласно определителя, Определите
лем плоскости являются три точки, не принадлежащие одной прямой. Плоскость имеет два измерения: 
длину и ширину, поэтому относится к двухпараметрическому геометрическому образу.

Для задания плоскости на комплексном чертеже, одним из возможных приведенных вариантов дос
таточно указать проекции (рис. 5.1.):

а) трех различных точек, не принадлежащих одной прямой;
б) прямой и точки, не принадлежащей этой прямой;
в) двух пересекающихся прямых;
г) двух параллельных прямых;
д) произвольной геометрической фигуры (треугольника, п- угольника и т.д.)

а)

Рис. 5.1

г) Д)

2. Следы плоскости

В некоторых случаях целесообразно задавать плоскость не произвольными пересекающимися пря
мыми, а прямыми, по которым эта плоскость пересекает плоскость проекций - следами. Прямую, по кото
рой плоскость пересекает плоскость проекций, называют следом плоскости.

а) б)

На рис. 5.2 в системе двух взаимно перпендикулярных плоскостей проекций приведены горизонталь
ный £ 1  и фронтальный ^ 2  следы плоскости I .

На рис. 5.3 в системе трех взаимно перпендикулярных плоскостей проекций приведены горизонталь
ный Хл фронтальный Х ги  профильный £з следы плоскости I.
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а) б)
Z

Каждый из перечисленных способов задания плоскости допускает переход от одного к другому, поскольку 
при этом три точки, являющиеся определителем, можно всегда выделить. Заданную плоскость на чертеже 
можно считать прозрачной либо не прозрачной, согласно непосредственно заданному условию.

3. Классификация плоскостей

Заданная плоскость в пространстве может занимать различное положение, относительно плоскостей 
проекций. В связи с этим существует классификация, согласно которой плоскости подразделяются на 
плоскости общего положения и плоскости частного положения.

ПЛОСКОСТИ

Плоскость общего положения - плоскость, занимающая общее (произвольное) положение по отно
шению к плоскостям проекций. Углы наклона этой плоскости к плоскостям проекций - произвольные, но 
отличные от 0° и 90°. Это четко можно проанализировать на рис. 5.3, где следы плоскости общего поло
жения составляют с осью проекций произвольные углы. При этом плоскость общего положения имеет три 
следа: горизонтальный, фронтальный, и профильный. Следы плоскости общего положения пересекаются 
попарно на осях проекций в точках ах, ау, az называются точками схода следов. Каждый из следов плоско
сти совпадает со своей одноименной проекцией, а две другие - разноименные проекции - принадлежат 
осям проекций. Например, горизонтальный след плоскости совпадает со своей горизонтальной проекци
ей, фронтальная его проекция принадлежит оси ОХ, а профильная - оси OY.

а) б)

Два следа плоскости, как две пересекающиеся прямые, вполне определяют положение плоскости в 
пространстве. Третий, недостающий след плоскости, можно построить по двум заданным. На рис 5.4 по
казано построение следов плоскости, которое основано на построении следов прямых. В итоге, одно
именные следы двух пересекающихся прямых принадлежат одноименным следам плоскости.
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Плоскость частного положения - плоскость, перпендикулярная одной или двум плоскостям проек
ций. При наличии признака перпендикулярности заданной плоскости одновременно к двум плоскостям 
проекций имеет место также и признак параллельности этой же плоскости к одной из плоскостей проек
ций. Это дает возможность классифицировать плоскости частного положения на: плоскости проецирую
щие и плоскости уровня.

Проецирующие плоскости - плоскости, перпендикулярные какой-либо одной плоскости проекций. 
На рис. 5.5, 5.6, 5.7 приведены чертежи горизонтально-проецирующей, фронтально-проецирующей и 
лрофильно-проецирующей плоскостей соответственно, 

а) б) в)

Рис, 5.5
Проецирующие плоскости обладают характерной особенностью- свойством собирательности. 

Свойство собирательности заключается в том, что одна проекция геометрического образа (ГО), принад
лежащего проецирующей плоскости, вырождается в прямую, совпадающую с вырожденным следом плос
кости, Вырожденный след плоскости - это след, представляющий прямую линию, в которую проецирует
ся заданная плоскость. В случае, где при решении задач не возникает необходимости применения вто
рого следа проецирующей плоскости, перпендикулярного на чертеже к оси ОХ, можно задавать проеци
рующую плоскость одним вырожденным следом. Проецирующие плоскости используются как вспомога
тельные плоскости - посредники при решении определенной группы задач.

Примечание: при решении определенной группы задач с профильно-проецирующей плоскостью не
обходимо построение профильного проецирующего следа, обладающего свойством собирательности на 
профильной плоскости проекций (рис. 5.7). 
а) б)

а) б)
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Плоскости уровня - плоскости, параллельные одной плоскости проекций и перпендикулярно двум другим 
плоскостям проекций. Например, плоскость, параллельная горизонтальной плоскости проекции, называется 
плоскостью горизонтального уровня и т.д. На рис. 5.8, 5.9, 5.10 приведены чертежи плоскостей уровня: горизон
тального, фронтального и профильного. Характерной особенностью плоскостей уровня является то, что геомет
рическая фигура, принадлежащая заданной плоскости уровня, проецируется в натуральную величину на ту 
плоскость проекций, которой параллельна заданная плоскость. Очевидно, что плоскости уровня являются в то 
же время проецирующими плоскостями и также используются в качестве вспомогательных плоскостей -  по
средников при составлении графических алгоритмов решения задач.

а) б) в)

Рис. 5.8

Рис. 5.9

а) б)

4. Условие принадлежности точки и прямой плоскости
Теорема. Прямая принадлежит плоскости, если она проходит через две точки, принадлежащие этой 

плоскости (рис. 5.11), или когда прямая проходит через одну точку, принадлежащую плоскости, и известно ее 
направление (рис. 5.12). Точка принадлежит плоскости, если она принадлежит прямой, принадлежащей этой 
плоскости (рис.5.13). Справедлива также и обратная трактовка этой теоремы. В случае, когда рассматривает
ся плоскость частного положения, то сущность принадлежности геометрического образа (точки, прямой) зна
чительно упрощается и основывается на признаке свойств собирательности. Как уже рассматривалось выше, 
свойством собирательности наделены проецирующие плоскости и плоскости уровня, т. к. у тех и других 
плоскостей имеется признак перпендикулярности к одной либо двум плоскостям проекций.
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5. Главные линии плоскости
Горизонталь - прямая, принадлежащая плоско

сти и параллельная горизонтальной плоскости проек
ций (рис 5.14). Фронтальная проекция горизонтали 
параллельна оси ОХ. Если плоскость задана следа
ми (рис. 5.14 а, б), то горизонтальный след плоско
сти является нулевой горизонталью и горизонталь
ная проекция любой горизонтали плоскости парал
лельна ее горизонтальному следу.

а) б)

Фронталь, по аналогии, представляет прямую, принадлежащую плоскости и параллельную фронтальной 
плоскости проекций (рис. 5.15). Фронтальная проекция фронтали является нулевой фронталью, а если на чер
теже фронталь проведена в плоскости заданной следами, то фронтальная проекция фронтали, проходящая 
через какую-либо точку, будет параллельна фронтальному следу плоскости. Горизонтальная проекция фронта
ли будет на чертеже проходить через соответствующую горизонтальную проекцию точки и параллельна оси ОХ. 

а) б) в)

Рис. 5.15
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Профильная прямая (профиль)- прямая, принадлежащая заданной плоскости и параллельная про
фильной плоскости проекций (рис.5.16).

а) б)

б.Углы наклона плоскостей к плоскостям проекций
Угол наклона плоскости общего положения к плоскости проекций
Линии наибольшего наклона (ската) плоскости - это прямые, принадлежащие плоскости и перпендику

лярные к ее горизонталям или фронталям. Они необходимы для определения углов наклона заданной плос
кости общего положения к плоскостям проекций (рис. 5.17). Согласно теореме о проецировании прямого угла 
горизонтальная проекция линии ската плоскости перпендикулярна к горизонтальной проекции горизонтали 
этой плоскости или, если плоскость задана следами, к ее горизонтальному следу (рис. 5.17).

а) б)

Рис. 5.17

На чертеже угол между натуральной величиной линии наибольшего ската и ее горизонтальной про
екцией является углом наклона плоскости £  к f l i  (рис.5.17). Аналогично определяется и угол наклона 
плоскости X к П2. В этом случае графическое построение начинается с проведения фронтальной проек
ции линии наибольшего наклона в этой плоскости.

Угол наклона плоскости частного положения к плоскости проекций определен на чертеже по 
заданному условию задания плоскости. В соответствии с этим, для проецирующих плоскостей к одной из 
плоскостей проекций угол наклона будет равен углу между проекцией проецирующего следа и соответст
вующими осями проекций. Плоскости уровня также в зависимости от заданного условия могут составлять 
угол наклона с плоскостями проекций, соответственно равный 0 ° , 90°., 90°
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Задачи для самостоятельного решения
Задача 1. По координатам вершин А, В и С построить комплексный чертеж треугольника и определить

№
 в

ар
и

ан
та

Координаты

А В С

X Y Z X Y Z X Y Z

1 40 10 20 10 10 20 10 25 20
2 25 10 45 25 10 15 25 40 15
3 40 20 45 40 20 10 10 2(ЛГ10
4 40 10 20 10 10 20 10 25 20
5 25 10 45 25 10 15 25 40 15
6 40 20 45 40 Н 20 10 10 20 10
7 40 10 20 10 10 20 10 25 20
8 25 10 45 25 10 15 25 40 15
9 40 20 45 40 20 10 10 20 10
10 40 10 20 10 10 20 10 25 20
11 25 10 45 25 10 15 25 40 15
12 40 20 '4 5 40 20 10 10 20 10
13 40 10 20 10 10 20 10 25 30
14 25 10 45 25 10 15 25 40 15
15 40 20 45 40 20 ю... 10 20 10

Задача 2. По координатам вершин А, В и С построить комплексный чертеж треугольника и произволь
ного отрезка прямой, расположенного в плоскости.

Рис. 5.19

№
 в

ар
иа

н
та

Координаты

А В С

X Y Z X Y Z X Y Z

1 46 26 59 36 8 8 10 30 25
2 50 25 10 30 5 45 12 40 15
3 47 10 9 30 48 44 10 18 5
4 41 26 49 36 11 10 9 ^ 30 20
5 46 9 9 32 50Л 46 10 18 5
6 50 24 10 32 5 45 10 40 16
7 42 27 48 36 10 11 12 29 25
8 47 10 8 30 48 45 10 20 4
9 50 24 9 28 5 44 12 40 14
10 43 25 49 35 9 9 9 30 25
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ЛЕКЦИЯ 6
Тема. Взаимное положение плоскостей, прямой и плоскости

Вопросы:
1. Взаимное расположение плоскостей, прямой и плоскости;
2. Пересечение плоскостей;
3. Пересечение прямой с плоскостью;
4. Перпендикулярность прямой и плоскости; перпендикулярность плоскостей;
5. Параллельность плоскостей, параллельность прямой и плоскости;
6. Позиционные и метрические задачи.

1. Взаимное расположение плоскостей, прямой и плоскости
При задании двух плоскостей, а также прямой и плоскости в пространстве возможно:
A. Пересечение двух плоскостей. В основном, пересекаемые плоскости могут быть расположены 

между собой под произвольным углом и, как особый случай, имеет место пересечение двух взаимно 
перпендикулярных плоскостей. В результате пересечения двух плоскостей образуется прямая линия, од
новременно принадлежащая двум заданным плоскостям. Известно, что определителем прямой линии 
являются две точки, которые необходимо определить, составляя алгоритм решения такого типа задач. 
При разработке алгоритма, в первую очередь необходимо провести классификацию плоскостей, т.е. ус
тановить, как расположены заданные пересекающиеся плоскости по отношению к плоскостям проекций.

Б. Пересечение прямой с плоскостью. В результате пересечения прямой с плоскостью образуется 
точка, которая одновременно принадлежит прямой и плоскости. Прямая, пересекающая плоскость, мо
жет быть расположена по отношению к этой плоскости под произвольным углом, и, как особый случай, 
может быть ей перпендикулярна. При составлении алгоритма решения такого типа задач необходимо 
также вначале провести анализ по установлению расположения заданных пересекающихся геометри
ческих образов, в данном случае прямой и плоскости, по отношению к плоскостям проекций.

B. Параллельность и перпендикулярность заданных плоскостей, прямой и плоскости. В случае, 
если у двух заданных геометрических образов не имеется общих точек пересечения, имеет место при
знак их параллельности. О признаке перпендикулярности плоскостей, прямой и плоскости сказано выше. 
Как правило, признак параллельности и признак перпендикулярности заданных геометрических образов 
основывается на прямых и обратных теоремах, не требующих доказательств.

2. Пересечение плоскостей
Общий случай пересечения 2-х плоскостей

(заданные плоскости занимают общее положение)
На рис. 6.1 в общем виде приведена пространственная 

геометрическая модель определения линии пересечения 
плоскостей: (аП(3) = (*)М; (*)N. В итоге, построение сводится 
к определению двух точек - (.) М и (,)N соответственно, кото
рые одновременно принадлежат двум заданным пересе
кающимся плоскостям. Для получения этих точек дополни-' 
тельно вводятся две вспомогательные плоскости частного 
положения (в данном примере горизонтального уровня), ко

торые пересекают каждую из заданных плоскостей по горизонтали. В пересечении между собой горизон
тали определяют искомые точки пересечения т.е. М , N .

На примере построения проекций линий пересечения двух плоскостей общего положения АВС и 
DFG (рис.6.2) рассмотрим последовательность составления графического алгоритма решения такого ти
па задач. В отличие от приведенного выше (рис.6.1) примера, в данном случае необходимо определить 
проекции линии пересечения двух заданных плоскостей, т.е. в итоге построить соответствующие проек
ции двух искомых точек М и N.

Алгоритм решения
-  проводим плоскости - посредники частного положения (а II ГЬ и (3II ГЬ), которые пересекают обе 

заданные плоскости (рис. 6.2);
-  находим поочередно линии пересечения плоскостей-посредников а и р е  заданными плоскостями 

ABCuDFG;
-  на пересечении соответствующих проекций линий пересечения плоскостей (заданных и посредни

ков) определяем искомые точки N и М соответственно.
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Проанализируем построение линии пересечения двух плоскостей, заданных следами (рис.6.3).
Для построения точки М, принадлежащей линии пересечения заданных плоскостей, необходимо по

строить две прямые, принадлежащие этим плоскостям и одновременно вспомогательной секущей плос
кости. Но такие прямые уже есть, это следы f °a : f  % (нулевые фронтали), принадлежащие плоскости Пг. 
По аналогии имеются и нулевые горизонтали в плоскости Hi. Следовательно, при построении линии пе
ресечения двух плоскостей, заданных следами, роль вспомогательных секущих плоскостей выполняют 
плоскости проекции.

Алгоритм решения
1. Определяем пересечение фронтальных следов, т.е. точки Mi, М2 : фронтальная проекция М2 на

ходится в пересечении f °аг и f °рг, горизонтальная проекция Mi - на оси Х12. Определяем пересечение 
горизонтальных следов, т.е. точки N1 N2 : горизонтальная проекция N1 находится в пересечении h°ai и 
h°pi, фронтальная проекция N2 — на оси Х 12.

2. Одноименные проекции точек пересечения следов соединяем прямыми M1N1 , M2N2, которые будут иско
мыми проекциями линии пересечения данных плоскостей - горизонтальной и фронтальной соответственно.

а) б)

Частный случай пересечения 2-х плоскостей
(одна или обе заданные плоскости занимают частное положение)
На рис. 6.4 приведена плоскость общего положения, заданная треугольником АВС, и горизонтально- 

проецирующая плоскость a -1- П1 . Известно, что горизонтально-проецирующая плоскость обладает свой
ством собирательности. Исходя из этого, алгоритм решения таких задач значительно упрощается.
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Алгоритм решения
1.Определяем горизонтальную проекцию линии пересечения заданных плоскостей, Для этого опре

деляем две общие точки в горизонтальной плоскости проекций, Очевидно, общими точками для плоско
стей а и АВС и будут точки пересечения прямых АВ и ВС плоскости АВС с горизонтальным следом про
ецирующей плоскости (он),обладающим свойством собирательности.

2. Фронтальная проекция линии пересечения заданных плоскостей определяется на основании при
надлежности фронтальных проекции точек (,)D2 и (.) Ег фронтальной проекции заданной плоскости т.е., 
А2В2С2 соответственно. В итоге построение точек D и Е на чертеже не вызывает затруднений.

Рис. 6.4

Аналогичным примером является построение линии пересечения 2-х плоскостей а и Z, заданных 
следами (рис. 6.5). Одна из заданных плоскостей а - общего положения; Z - частного положения. Алго
ритм решения задачи основывается на следующем подходе: Z - горизонтальная плоскость, и в то же вре
мя она обладает свойством собирательности. Следовательно, на чертеже фронтальная проекция линии 
пересечения плоскостей совпадает со следом 1г (1г = Ьг), т.е. является горизонталью, проходящей через 
точку I (I2.I1) Горизонтальная проекция линии пересечения плоскостей -  hi, проходит через (•) 11 и парал
лельна си, т е. h i //си.

Рис. 6.5

3. Пересечение прямой с плоскостью 
Общий случай пересечения прямой с плоскостью

Задача по определению точки пересечения прямой с плоскостью относится к основной задаче на
чертательной геометрии. В результате пересечения прямой L с плоскостью треугольника АВС обра
зуется точка, которая одновременно принадлежит и прямой и плоскости (рис. 6.6).

В общем виде на геометрической модели алгоритм решения такого типа задач может быть пред
ставлен следующим образом.

Алгоритм решения
1. Заключаем прямую L во вспомогательную плоскость - посредник а.
2. Определяем линию пересечения MN заданной плоскости АВС со вспомогательной плоскостью -  

посредником а.
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3. Определяем точку пересечения заданной прямой L с заданной плоскостью АВС, как точку пере
сечения этой прямой с линией пересечения плоскостей, т.е. MN П L —> (•)« .

В качестве плоскости-посредника необходимо выбирать плоскость частного положения: проецирую
щую либо уровня. Тогда алгоритм задачи аналогичен алгоритму предыдущей задачи на пересечение двух 
плоскостей, из которых одна проецирующая. Рассмотрим составление графического алгоритма решения 
такой группы задач на конкретном примере.

На чертеже (рис.6.7.) по условию задачи необходимо определить точку пересечения прямой L с 
плоскостью АВС. При этом:

-  плоскость АВС - общего положения;
-  прямая L - общего положения.

Рис. 6.7

Алгоритм решения
1. Заключаем прямую L в плоскость-посредник (/З2), частного положения (фронтально- 

проецирующую, обладающую свойством собирательности).
2. Находим линию пересечения плоскости-посредника (3 с заданной плоскостью АВС, т.е. линию 1 и 2. 

Общие точки в пределах плоскостей АВС и (3 принадлежат линии пересечения (на чертеже точки 1 и 2).
3. В пересечении линии 1-2 с заданной прямой L отмечаем искомую точку Т (Г?, 7¾).
4. Видимость прямой 1 - 2 относительно заданной плоскости АВС определяем по конкурирующим 

точкам (фронтальной и горизонтальной паре конкурирующих точек).
Аналогичным образом составляется алгоритм по определению точки пересечения прямой с плоско

стью, если плоскость задана следами. Проанализируем на примере (рис.6.8).
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Алгоритм решения
1. Заключаем прямую L в плоскость частного положения (фронтально - проецирующую) (3-L Пг.
2. Определяем линию пересечения 2-х плоскостей а и р .
3. На пересечении (в рассматриваемом примере) горизонтальной проекции линии пересечения 

(1i;2i), плоскостей а и р, с горизонтальной проекцией прямой (Н) определяем искомую горизонтальную 
проекцию (•)/<—>(*)/<7. По линии проекционной связи на фронтальной проекции прямой h  находим (*)/<2 .

Рис. 6.8

Частные случаи пересечения прямой с плоскостью
В рассматриваемых примерах используется свойство собирательности проецирующих ГО (рис.6.9 

а, б); а) АВС - плоскость общего положения ; L -горизонтально- проецирующая прямая; б) I -  фронталь- 
но-проецирующая плоскость; L - прямая общего положения.

В первом примере используем свойство проецирующих прямых: т.е. (*)Kj совпадает с проекцией д, а фрон
тальная проекция (*)Кг определяется из условия принадлежности точки К  плоскости общего положения АВС.

Аналогичные построения выполнены и во втором примере: фронтальная проекция Кг точки К определя
ется в пересечении фронтальных проекций заданной прямой и плоскости; горизонтальная проекция точки Ki 
находится в пересечении линий проекционной связи с горизонтальной проекцией заданной прямой, 

а) б)

Рис. 6.9

4. Перпендикулярность прямой и плоскости, перпендикулярность плоскостей
Признаки перпендикулярности приведенных геометрических образов основываются на прямых и об

ратных теоремах, не требующих доказательств.

Теорема. Прямая перпендикулярна плоскости, если она перпендикулярна двум пересекающимся 
прямым этой плоскости. На основании теоремы о проецировании прямого угла пересекающимися прямы
ми в плоскости будут являться фронталь и горизонталь (или соответствующие следы плоскости). Тогда на 
чертеже: горизонтальная проекция перпендикуляра к заданной плоскости перпендикулярна горизонтальной 
проекции горизонтали или горизонтальному следу этой плоскости, а фронтальная проекция перпендикуляра 
перпендикулярна фронтальной проекции фронтали или фронтальному следу плоскости (рис. 6.10).
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а) б) в )

Теорема. Две плоскости взаимно перпендикулярны, если одна из них проходит через прямую, пер
пендикулярную к другой плоскости (оис. 6.11).

Рис, 6.11
При решении некоторых задач начертательной геометрии в группе перпендикулярности геометрических 

образов, возникает необходимость решения определенных задач по построению на чертеже взаимно перпенди
кулярных прямых. Взаимно перпендикулярные прямые принадлежат взаимноперпендикулярным плоскостям. 
Исходя из этой принадлежности и выполняется построение их соответствующих проекций на чертеже (рис.17.6).

5. Параллельность плоскостей, параллельность прямой и плоскости
Признаки параллельности геометрических образов основываются на прямых и обратных теоремах, 

не требующих доказательств.
Теорема. Прямая параллельна плоскости, если она параллельна какой-либо прямой, принадлежа

щей этой плоскости (рис.6.12).
Теорема. Две плоскости параллельны, если две пересекающиеся прямые одной плоскости, парал

лельны двум пересекающимся прямым другой плоскости.
В параллельных плоскостях параллельны между собой горизонтали и фронтали, а на чертеже па

раллельны соответствующие их проекции.
Если плоскости заданы следами, то на чертеже параллельны одноименные их следы (рис, 6.13).
Примечание: для плоскостей частного положения необходимо рассматривать параллельность про

ецирующих их следов.
а) б)

Рис. 6.12
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6. Позиционные и метрические задачи
Группу позиционных составляют задачи на:

- взаимный порядок геометрических образов (положение точки, прямой, плоскости, поверхности от
носительно плоскостей проекций);

- взаимную принадлежность геометрических образов (точки - прямой, плоскости и поверхности; линии 
- плоскости и поверхности);

- взаимное пересечение геометрических образов (двух линий, линии и плоскости, двух плоскостей; 
линии и поверхности; двух поверхностей).

К метрическим относятся задачи, в условии или в процессе решения которых присутствует метриче
ская характеристика. К ним относятся задачи на:

- перпендикулярность прямой линии и плоскости;
- определение натуральных величин отрезков прямых, расстояний, углов и др.

Задачи для самостоятельной работы 
Задача 1. Построить проекции линии пересечения плоскостей.

Рис. 6.14
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Рис. 6.15

Задана 3. Определить проекции точки пересечения прямой с плоскостью.
а) б)
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ЛЕКЦИЯ 7
Тема. Преобразование чертежа. Замена плоскостей проекций
Вопросы:

1 .Сущность преобразования комплексного чертежа;
2.Метод замены плоскостей проекций.

1. Сущность преобразования комплексного чертежа
Решение многих геометрических задач на комплексных чертежах значительно упрощается, если геомет

рические образы занимают частное положение (т.е. расположены параллельно или перпендикулярно к плос
костям проекций). С этой целью используется два метода преобразования комплексного чертежа:

-  метод замены плоскостей проекций;
-  метод вращения.

Когда при частном расположении объекта отдельные его элементы (прямые, ребра, грани) распола
гаются параллельно или перпендикулярно плоскостям проекций, тогда эти элементы на одной из плоско
стей проекций изображаются без искажения, т.е. в натуральную величину. Эта возможность достигается 
в том случае, когда:

-  отрезок параллелен плоскости проекций;
-  плоская фигура - параллельная плоскости проекций;
-  расстояние между скрещивающимися прямыми, когда одна прямая проецирующая;
-  двугранный угол, если его общее ребро занимает проецирующее положение;
-  расстояние от точки до плоскости, если эта плоскость перпендикулярна плоскости проекций;
-  угол между прямой и плоскостью, в случае, когда прямая параллельна, а плоскость перпендику

лярна одной и той же плоскости проекций;
-  расстояние между двумя прямыми, если они обе, проецирующие.
В зависимости от исходного положения и поставленной задачи выполняется однократное либо двукратное 

действие замены плоскостей проекций, до установления необходимого положения геометрического образа.
При составлении графического алгоритма определенной группы задач выделяются основные 

типовые задачи на преобразование комплексного чертежа:
-  прямую общего положения преобразовать в прямую уровня;
-  прямую уровня преобразовать в проецирующую;
-  плоскость общего положения преобразовать в проецирующую;
-  проецирующую плоскость преобразовать в плоскость уровня.

2. Метод замены плоскостей проекций
Сущность способа замены плоскостей проекций заключается в том, что образовывается система плоско

стей проекций, путем введения новой плоскости, относительно которой заданные геометрические образы об
щего положения будут занимать частное положение, удобное для решения задач. При этом в образованных 
новых системах плоскостей проекций, как и в предыдущих, применяется ортогональное проецирование.

На рис.7.1 приведен пространственный и плоскостной комплексный чертеж, где продемонстрировано 
проецирование (.) А на горизонтальную и фронтальную плоскости проекций как в первоначальной за
данной системе плоскостей проекций xi, гПг^-Пг., так и в новообразованной - xj,4 /7^/7^, т.е. при введе
нии плоскости проекций х 1,4 П4~^П1

а) б)
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Проанализируем реализацию охарактеризованных преобразований комплексного чертежа,, в частно
сти использования метода замены плоскостей проекций, на конкретных примерах.

Задача 1. Прямую АВ общего положения преобразовать в проецирующую (рис.7.2).

Алгоритм решения
В этом случае выполняем два преобразования в следующей последовательности:
1 .Образовываем новую систему плоскостей проекций по схеме: 

xi.2 n iJ-n2 —> Х1.4 П г1-П4 ;где на чертеже A iB illx i,4 ;
В полученной новой системе плоскостей проекций прямая АВ занимает положение фронтального 

уровня, т.е. АВ| ! П4; на чертеж е-А 1В1 1 Ix i,4; следовательно А4В4 -является н.в. прямой АВ.

2.Образовываем вторую новую систему плоскостей проекций по схеме: xi,4 Пг^-ГЦ —►хз,4 П3-М~14. , В 
образованной системе плоскостей проекций прямая АВ занимает горизонтально-проецирующее положе
ние, т.е. АВ±П3; на чертеже -  А4В4_1_Хз,4; при этом А3В3 - обладает свойством «собирательности».

Задача 2. Определить натуральную величину расстояния от (,)К до плоскости АВС. (рис.7.3).

Алгоритм решения
Известно, что расстояние от точки до плоскости определяется отрезком перпендикуляра, проведенного 

из точки на заданную плоскость (рис.7.3). В случае, если заданная плоскость перпендикулярна какой-либо 
плоскости проекций, то расстояние от искомой точки до перпендикулярной плоскости будет проецироваться 
в натуральную величину. Решение такого типа задач сводится к следующей последовательности:
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1. Преобразовываем плоскость АВС во фронтально - проецирующую.

2. Прямые определяют плоскость общего положения, поэтому в плоскости АВС проводим горизон
таль С1 (C1 I 1 , C2 1 2). Направление горизонтальной проекции горизонтали Ci 11 определяет новое направ
ление ортогонального проецирования в системе плоскостей проекций хт^Пг^Пд), в которой известными 
методами определяем новую фронтальную проекцию заданной плоскости АВС->А4В4С4 и одновремен
но новую проекцию (.) К-> К4.

3. Перпендикуляр К4Е4 определяет искомое расстояние от точки (.) К до плоскости АВС.

4. Обратными проецирующими лучами выполняем построение проекции точки Е (E i,Ег) в первона
чальной системе плоскостей проекций х ^ П гЧ Ъ ).

Примечание; если в плоскости АВС провести фронталь, то тогда фронтальная проекция фронтали опре
делит новое направление ортогонального проецирования в новой образованной системе плоскостей проекций.

Алгоритм решения

Задачи для самостоятельного решения
Задача 1. Определить натуральную величину расстояния от точки D до прямой АВ методом замены 

плоскостей проекций.

Рис. 7.4

Задача 2. Методом замены плоскостей проекций плоскость А АВС преобразовать 
в плоскость уровня.
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Тема. Преобразование чертежа. Вращение
Вопросы:
1. Сущность вращения;
2. Методы вращения.
Выводы.

ЛЕКЦИЯ 8

1. Сущность вращения
Сущность вращения состоит в том, что при неизменном положении плоскостей проекций изменяется поло

жение заданных геометрических образов относительно плоскостей проекций до тех пор, пока они не займут част
ное положение. Оптимальный эффект восприятия вращения осуществляется тогда, когда выявлены на чертеже:

1) новое направление проецирования преобразованного чертежа;
2) аппарат вращения, включающий в свой состав:
-  геометрические элементы вращения (объект вращения, ось вращения, плоскость вращения);
-  параметры вращения (центр вращения; радиус вращения).
На примере точки А, объекта вращения, проанализируем модель вращения ее вокруг оси i. При 

осуществлении вращения точка опишет окружность, принадлежащую плоскости вращения а. Для осуще
ствления вращения плоскость вращения а должна быть перпендикулярна оси вращения i. Центр окруж
ности О расположен в точке пересечения оси вращения i с плоскостью вращения а. Радиус вращения R 
равен расстоянию от точки А до оси вращения i (рис. 8.1). Если на чертеже, ось вращения i параллельна 
какой-либо плоскости проекций, то проекция окружности, которую описывает вращающаяся точка, на эту 
же плоскость представляет собой прямую линию, перпендикулярную проекции оси вращения i . Поэтому в 
качестве осей вращения необходимо применять различные линии частного положения.

Анализируя приведенную модель вращения, можно за
ключить, что в ее основу положен аппарат вращения.

Аппарат вращения
(геометрические элементы вращения):

1. Точка А (АдАг) -  объект вращения;
2. i(ii,i2) — ось вращения;
3. a -плоскость вращения точки A; cxJ_i;

(параметры вращения):
4. 0 (0 i,0 2) - центр вращения « П ;
5. R(Ri ,R2) -  радиус вращения точки A; R=OA 

Примечание: на чертеже, при составлении алгоритма
решения задачи при реализации аппарата вращения радиус 
вращения Rep. должен быть в натуральную величину,

2.Методы вращения
Классифицируют следующие методы вращения:

-  вращение вокруг проецирующих осей;
-  вращение вокруг линий уровня;
-  вращение вокруг следа (способ совмещения);
-  плоско-параллельное перемещение (вращение вокруг невидимых осей с последовательным перемещением).

Основой перечисленных методов является аппарат вращения, реализацию которого проанализиру
ем последовательно на конкретных примерах.

Вращение вокруг проецирующих осей
Задача 1. Точку А повернуть вокруг горизонтально- 

проецирующей оси I на угол ф (рис. 8.2)

Алгоритм решения
Используем аппарат вращения 
( геометрические элементы вращения):

1. (.) А (А1А2)-объект вращения;
2. J(Ji,J2)-ось вращения 1  Пд
3. а(а2) -  плоскость вращения и П1 ; a2± j2 

( параметры вращения):
4. a2fij2- ^ 0 2; Oi=ji; 0 (0 ц 0 2) -  центр вращения;
5. О1А 1 -  н.в. R вр. (.) А,- радиус вращения; 

угол ф- угол поворота (.) А вокруг оси I.

Рис. 8.2
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Вращение вокруг линии уровня
Задача 2. Определить натуральную величину ДАВС вращением вокруг линии уровня (горизонтали) рис,8.3.

Алгоритм решения (рис. 8.3)
Согласно условию задачи осью вращения является ли

ния уровня, в данном примере -  горизонталь. На чертеже 
проводить горизонталь можно произвольно, однако необхо
димо руководствоваться тем, чтобы принятый вариант яв
лялся бы оптимальным. В связи с этим целесообразно про
вести горизонталь через одну из вершин заданной плоско
сти, что в итоге сократит количество графических операций 
при определении новых положений объектов вращения.

Реализуем аппарат вращения
1. Выбираем объекты вращения: точки А и В, т.к. точка 

С принадлежит оси вращения и является неподвижной;
2. Выбираем ось вращения -горизонталь С1 (C1I 1, C2I 2);
3. Определяем плоскости вращения точек А и В;
4. Определяем центры вращения О (ОъОг) и

0'(0'i,0'2);

5. Определяем проекции радиусов вращения АО (А1О1 , А2О2) и ВО' (B iO 'i, ВгО'г);
6. Определяем натуральные величины Ra и Rb:
7. Натуральная величина радиусов вращения Ra и Rb определяется методом прямоугольного треугольника;
8. Соединив полученные точки - A’ iB 'iC i определяем натуральную величину плоскости треугольника 

АВС, которая на чертеже параллельна горизонтальной плоскости проекций. Соответственно фронталь
ная проекция плоскости треугольника преобразуется в прямую, совпадающую с фронтальной проекцией 
оси вращения - Ь ., т.к. 1вр. параллельна ГЬ.

Вращение вокруг следа (способ совмещения)
Совмещение (вращение вокруг следа плоскости) -  это частный случай вращения вокруг горизонтали или 

фронтали, т.к. следы плоскости - это нулевые горизонтали и фронтали. Если вращение происходит вокруг гори
зонтального следа, то плоскость совмещается с горизонтальной плоскостью проекций. Если вращение осущест
влено вокруг фронтального следа, то плоскость совмещается с фронтальной плоскостью проекций.

Задача 3. Определить натуральную величину отрезка АВ, принадлежащего плоскости а, способом со
вмещения (вращения вокруг следа плоскости а.) (рис. 8.4).
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Алгоритм решения
Фронтальный след заданной плоскости а является нулевой фронталью, а следовательно и осью вра

щения I. Точка В, которая является по условию задачи объектом вращения и принадлежит фронтальному 
следу плоскости а, остается неподвижной. Поэтому определить необходимо только лишь новое положе
ние точки А. Однако точка А также принадлежит горизонтальному следу плоскости а, поэтому и в новом 
совмещенном положении следа точка А также не изменит своего положения, т.е, будет принадлежать 
этому следу. Проведя предварительный анализ, составляем алгоритм решения задачи.

Используя аппарат вращения, выполняем графические построения:
1. Определяем объект вращения (точку А) и выявляем все необходимые зависимые параметры от 

объекта вращения.
2. Определяем совмещённое положение горизонтального следа плоскости a(a i) с плоскостью Пг, 

вращая его вокруг следа сц; а также н.в. АВ в совмещенной плоскости а.

Плоскопараллельное перемещение (вращение объекта вокруг невыявленных осей с
последовательным его перемещением)
Суть способа заключается в том, что плоскость проекций остаётся на месте, а объект перемещается 

таким образом, чтобы все его точки перемещались в плоскостях-окружностях, параллельных одной из 
плоскостей проекций. На второй плоскости проекций эти плоскости-окружности представляют собой сле
ды в виде прямых линий, параллельных оси ОХ. Характерной особенностью при осуществлении враще
ния-перемещения геометрического образа является то, что углы наклона его к плоскостям проекций не 
изменяются по отношению к первоначальным. В связи с этим, на чертеже и величина одной из заданных 
проекций заданного геометрического образа не изменяется, т.е. остается конгруэнтно-заданной. При про
ведении графических построений, решая задачу, мысленно реализуется аппарат вращения. Для лучшего 
восприятия метода на рис.8.5 указана плоскость вращения, которая перпендикулярна горизонтальной 
проекции горизонтали заданной плоскости треугольника, а также указано направление проецирования. 
Направление проецирования не изменяется при осуществлении вращения с перемещением и составляет 
одновременно жесткую систему с объектами вращения,

Задача 4. Преобразовать плоскость ААВС в проецирующую (рис. 8.5).

Алгоритм решения
Реализовываем мысленно аппарат вращения.
Выбираем новое направление проецирования S по отношению к объекту ДАВС;
Осуществляем последовательное вращение с перемещением ДАВС до положения, перпендикуляр

ного плоскости проекций Пг (на чертеже приведено промежуточное вращение с перемещением, угол на
клона плоскости ДАВС остается при этом постоянным).

Выводы: при использовании методов преобразования комплексного чертежа имеется возможность 
значительно упростить алгоритмы решения задачи.
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Задачи для самостоятельного решения

Рис. 8.6

Задача 1. Методом вращения вокруг проецирующей оси 
определить натуральную величину расстояния от точки 
D до прямой АВ.

Задача 2. Определить натуральную величину треуголь
ника АВС методом плоскопараллельного перемещения.
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ЛЕКЦИЯ 9
Тема. Поверхности 
Вопросы:

1. Общие сведения о кривых линиях и поверхностях;
2. Образование поверхностей и задание их на комплексном чертеже;
3. Принадлежность точки и линии поверхности;
4. Классификация поверхностей.

1. Общие сведения о кривых линиях и поверхностях
Наряду с прямыми линиями, отрезками прямых линий, ломаными имеются кривые линии. Линия, ко

торая не является прямой либо ломаной, называется конвой линией Фис. 9.1).
Кривая линия

Рис. 9.1
Кривые линии разделяют на: плоские и пространственные. Плоской называется такая линия, все точ

ки которой лежат в одной плоскости. Примером плоских кривых являются: окружность, эллипс, циклоида, 
эвольвента окружности и др.

В качестве примера пространственных кривых можно представить винтовую линию: цилиндрическую 
и коническую,

Цилиндрическая винтовая линия образована равномерным движением точки по прямой, которая в 
свою очередь равномерно вращается вокруг параллельной ей оси.

В начертательной геометрии поверхность рассматривается как совокупность всех последовательных 
положений движущейся линии. Линия, которая образует поверхность, называется образующей. Линия (непод
вижная), по которой перемещается (скользит) образующая, называется направляющей (рис. 9.2а, б).

Образующая может быть прямой линией, кривой, постоянного и переменного вида. Исходя из этого 
делаем вывод, что существует многообразие разновидностей поверхностей.

а) б)

Рис. 9.2
2. Образование поверхностей и задание их на комплексном чертеже
С этой целью определены кинематические законы образования каждой конкретной поверхности, которая 

включают в себя форму образующей, а также закон перемещения образующей по направляющей. Согласно 
этому, рассмотрим наиболее важные закономерности образования поверхностей по различным признакам, за
конам и свойствам.

По закону движения образующей: поверхности с поступательным движением образующей, с враща
тельным движением образующей -  поверхности вращения, с винтовым движением образующей -  винто
вые поверхности.

По форме образующей: поверхности с прямолинейной образующей -  линейчатые поверхности и по
верхности с криволинейной образующей (криволинейные).

По закону изменения формы образующей: с образующей постоянной формы и с образующей пере
менной формы.

По признаку развёртывания участка поверхности в плоскую фигуру: развёртываемые и не развёр
тываемые.

По закону образования: закономерные и незакономерные. Закономерные могут быть алгебраически
ми, первого, второго и выше порядков, и трансцендентными.
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По дифференциальным свойствам: гладкие, негладкие и другие.
Заметим, что одни и те же поверхности могут быть классифицированы по различным признакам.
Важным является вопрос задания поверхности на комплексном чертеже посредством определителя; 

т. е. заданием полного непрерывного каркаса поверхности. Ряд фиксированных, с определённым интер
валом последовательных положений образующей и направляющей, создают каркас поверхности.

Определителем поверхности является совокупность геометрических элементов, реализующих закон кар
каса поверхности, как в пространстве, так и на чертеже. Определитель поверхности состоит из двух час
тей: геометрической и алгоритмической- 0-  ( Г ) ;  [А].

Геометрическая часть констатирует форму образующей и направляющей.
Алгоритмическая часть определяет условия перемещения или же изменения образующей.
Одна и та же поверхность может иметь несколько каркасов. Поэтому для каждой поверхности может 

быть и несколько определителей. Поверхности относятся к многопараметрическим ГО с определёнными 
заранее заданными требованиями. Эти требования интерпретированы в первую очередь геометрически, с точ
ки зрения позиционных и метрических условий.

Рис. 9.3
В зависимости от требований, предъявляемых в каждом конкретном случае, поверхности могут быть 

заданы на комплексном чертеже проекциями контура либо проекциями каркаса, т.е. очерком (рис. 9.3 - при
мер задания конической поверхности проекциями контура и каркаса). Определителем здесь является 
образующая L (Ц  1_г), проходящая через неподвижную точку S (Si, S2) и пересекающая направляющую 
кривую линию m (гтн, m2).

Такое задание поверхности является позиционно-полным и метрически определённым, т. е. на чертеже оп
ределителя поверхности можно решать любые позиционные и метрические задачи, связанные с поверхностью. 
При этом чертеж, на котором задан только определитель поверхности, называется элементарным чертежом 
поверхности. Элементарный чертёж, обладая рядом достоинств (лаконичность, конкретность, простота), имеет 
один недостаток -  не имеет наглядности, т.е. по элементарному чертежу не всегда можно представить форму 
заданной поверхности. Поэтому наряду с (рис. 9.3,6) элементарным чертежом поверхности имеется и основной 
чертёж поверхности, который дополнен изображением контурных линий (рис. 9.3,а).

Совокупность проекций определителя и проекций контурных линий называют проекциями поверхно
стей. Поэтому, если на комплексном чертеже поверхность задана своими проекциями, то под этим сле
дует понимать, что на чертеже заданы и проекции определителя и проекции контурных линий.

3. Принадлежность точки и линии поверхности
Одним из основных условий задания поверхности на чертеже является условие принадлежности точ

ки заданной поверхности (рис. 9.4; 9.5).
а) б) в)
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Точка принадлежит поверхности, если она принадлежит какой-либо линии этой поверхности. В качестве ли-

4. Классификация поверхностей
В зависимости от характера образования поверхности (оригинала) и расположения её относительно 

плоскостей проекций возможна классификация поверхностей, которая в некоторой степени основана на 
классификации прямых линий и плоскостей.

Поверхности общего положения - поверхности, у которых образующая каркаса при всех ее переме
щениях по направляющей представляет линию (прямую, кривую) общего положения. При этом, единич
ное частное ее положение не является основополагающим.

Поверхности уровня- поверхности, у которых образующая каркаса при всех ее перемещениях по 
направляющей занимает положение прямой линии уровня

Проецирующие поверхности -  поверхности, у которых образующая каркаса при всех ее перемеще
ниях по направляющей является проецирующей прямой. Такие поверхности имеют вырожденную основ
ную проекцию, обладающую свойством собирательности, что позволяет существенно снизить степень 
сложности графического алгоритма решения задач. Графические построения проекции точки, принадле
жащей поверхности, упрощается, так как соответствующие проекции рассматриваемой точки будут всегда 
расположены на вырожденной основной проекции заданной поверхности (рис. 9.6).

ний принадлежащих поверхности выбирают про
стые линии - прямые или окружности (на рис. 9.4; 9.5 
показано решение задач построения ортогональных 
проекций точки А и 1, принадлежащих поверхности с 
помощью образующей - прямой линии).

Решение такого типа задач по построению точки, 
принадлежащей поверхности, проводится в следую
щей последовательности:

1.0дна проекция точки на чертеже задаётся 
произвольно в пределах очерка поверхности;

2.Через заданную проекцию точки проводим 
проекцию линии, принадлежащую поверхности;

3, Определяем вторую проекцию линии, исходя 
из условия принадлежности её данной поверхности:

Рис. 9.5
4, На построенной проекции линии принадлежа

щей поверхности отмечаем искомую проекцию точки.

а) б)

Рис. 9.6
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ЛЕКЦИЯ 10
Тема. Пересечение поверхности плоскостью частного положения
Вопросы:

1. Общие положения построение линии пересечения поверхности плоскостью;
2. Пересечение поверхностей плоскостью частного положения.
Выводы.

1. Общие положения построения линии пересечения поверхности плоскостью
Сечением является плоская замкнутая фигура, полученная в результате пересечения заданной 

плоскости с поверхностью.
Для того чтобы построить линию пересечения любой поверхности с плоскостью, необходимо найти 

ряд точек, принадлежащих как поверхности, так и плоскости, и затем эти точки соединить плавной линией 
(кривой, ломаной и т.д.). Точки линии сечения классифицируются следующим образом: характерные и 
промежуточные (случайные). Характерные точки принадлежат ребрам гранных поверхностей, очерко
вым образующим криволинейных поверхностей, линиям основания на чертеже, точки, разграничивающие 
видимую и невидимую часть линии сечения, а также наинизшие и наивысшие. Промежуточные -  произ
вольные точки, принадлежащие линиям каркаса поверхности.

Для того чтобы найти точку, принадлежащую линии сечения, выполняют графические построения в 
следующей последовательности.

1. Проводят вспомогательную плоскость.
2. Находят линии пересечения этой плоскости с поверхностью и заданной плоскостью.
3. На пересечении найденных линий получают искомые точки (чаще всего -  две).
В итоге, проводя ряд вспомогательных плоскостей, определяют необходимое число точек, соединяют их 

соответствующей линией и при необходимости определяют видимость заданных геометрических образов.
Примечание: вспомогательную плоскость следует выбирать так, чтобы линия пересечения ее с поверхно

стью проецировалась на плоскости проекций в виде простейших линий -  прямых либо окружностей.
Рассмотрим в общем виде, какие линии сечения образуются в результате пересечения гранных и 

криволинейных поверхностей заданной плоскостью и какие имеются способы решения задач по опре
делению линии сечения.

Сечение многогранника
Многогранник состоит из плоскостей (граней) и прямых линий (ребер). Проекциями сечения многогранни

ков, в общем случае, являются многоугольники, вершины которых принадлежат ребрам, а стороны -  граням 
многогранника. Поэтому задачу определения сечения многогранника можно свести к многократному решению 
задачи по определению точки пересечения прямой с плоскостью. В итоге, для определения пересечения ре
бер либо граней многогранника с заданной плоскостью разработаны: способ ребер; способ граней.

Сечение криволинейных поверхностей
Если заданная поверхность криволинейная с прямолинейными образующими для построения линии 

сечения, необходимо вписать в нее гранную поверхность, т.е. в итоге при составлении графического ал
горитма решения задачи будет применяться способ ребер. При этом необходимо знать вид и характер 
образованной линии сечения поверхности (цилиндра, конуса, шара ...,) с заданной плоскостью.

Сечение цилиндра
Плоскость пересекает поверхность прямого кругового цилиндра:

1. По окружности, если плоскость перпендикулярна оси цилиндра;
2. По эллипсу, если плоскость произвольно наклонена к оси цилиндра;
3. По двум образующим, если плоскость параллельна оси цилиндра;
4. По одной образующей, если плоскость - касательная к поверхности цилиндра.

Сечение конуса
Плоскость, проходящая через вершину прямого кругового конуса, пересекает его поверхность:

1) по одной образующей, если плоскость является касательной к поверхности конуса;
2) по двум образующим (треугольнику), если плоскость проходит через ось конуса.
Плоскость, не проходящая через вершину прямого кругового конуса, пересекает его поверхность:
1) по окружности, если плоскость перпендикулярна оси конуса;
2) по эллипсу, если плоскость пересекает все образующие конуса и не перпендикулярна оси конуса;
3) по параболе, если плоскость параллельная одной из образующих конуса;
4) по гиперболе, если плоскость параллельна оси конуса.
Примечание: геометрия построения указанных сечений конуса приведена в лекции № 14.

Сечение шара
Любая плоскость пересекает поверхность шара по окружности.
В частном случае плоскость является касательной к поверхности шара.
Примечание: поверхность вращения пересекается по окружности плоскостью, перпендикулярной к ее оси.
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2. Пересечение поверхностей плоскостью частного положения
Задача 1. Построить проекции линии пересече

ния поверхности пирамиды плос-костью частного 
положения (рис.10.1)

Алгоритм решения
1. Выявляем характерные точки, принадле

жащие линии сечения А, В, С....
2. Учитывая свойство собирательности 

плоскости а (аг), фронтальная проекция линии 
пересечения на чертеже Аг, Вг, Сг... будет при
надлежать фронтальному следу плоскости аг в 
пределах очерка пирамиды.

3. Горизонтальная проекция линии пересече
ния построена на основании условия принадлеж
ности точек А Д С  .... горизонтальным проекциям 
ребер пирамиды.

4. Натуральная величина линии сечения на 
чертеже определена способом замены плоско
стей проекций.

Задача 2. Построить проекции линии пере
сечения поверхности цилиндра плоскостью частного положения (рис. 10.2).

Алгоритм решения
Аналогично предыдущему при

меру, для выявления характерных и 
промежуточных точек, принадлежа
щих линии сечения, мысленно впи
шем в поверхность цилиндра п- 
гранную призму, т.е. на чертеже вы
полняем графические построения 
каркаса поверхности цилиндра. Фрон
тальная проекция линии сечения сов
падает с фронтальным следом плос
кости d -аг. Горизонтальная проек
ция - совпадает на чертеже с гори
зонтальной проекцией основания ци
линдра, на основании свойства соби
рательности проецирующего геомет
рического образа, т. к. поверхность 
цилиндра перпендикулярна горизон
тальной плоскости проекций. Нату
ральная величина сечения опреде
лена методом плоскопараллельного 
перемещения.

Задача 3. Построить линию пересечения поверхности конуса с плоскостью а.
Алгоритм решения

Для составления алгоритма решения задачи предварительно необходимо выполнить графические 
построения. По условию задачи задана криволинейная поверхность, в которой отсутствуют ребра либо 
грани. Каркас такой поверхности состоит из образующих -  прямых линий, проходящих через вершину ко
нуса и его основание. В итоге, решение данной задачи сводится к следующему: графически выполняем 
построения каркаса, мысленно впишем в криволинейную поверхность конуса, n-гранную поверхность пи
рамиды. Для этого на чертеже делим основание конуса на равные части, а затем проводим через вер
шину конуса и обозначаем проекции образующих.
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Учитывая свойство собирательности плоскости a i, фронтальная проекция линии пересечения на чер
теже будет принадлежать фронтальному следу плоскости Ог в пределах очерка конуса. Горизонтальную 
проекцию линии сечения определяем исходя из принадлежности точек линии сечения геометрическому 
образу общего положения, т.е. в данном случае - поверхности конуса. При этом вначале выделяют харак
терные точки линии сечения, а затем промежуточные.

В данном примере натуральную величину линии сечения определяем способом замены плоскостей 
проекций, однако можно применять и другие возможные методы. Последовательность выполнения гра
фических построений линии сечения и натуральной величины сечения представлены на рис. 10.3.

Рис. 10.3

Выводы: в результате пересечения поверхности плоскостью частного положения решение задачи 
имеет частный характер, т.к. проецирующий геометрический образ обладает свойством собирательности. 
В этом случае на чертеже одна из проекции искомой линии сечения совпадает с вырожденной проекцией 
проецирующего геометрического образа частного положения. Вторая недостающая проекция линии сече
ния определяется на основании принадлежности точек геометрическому образу общего положения.
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Задачи для самостоятельного решения

Задача 1. Построить проекции линии пересечения конуса и шара плоскостью частного положения.

Рис. 10.4

Задача 2. Построить проекции линии пересечения поверхностей плоскостью частного положения.
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ЛЕКЦИЯ 11
Тема. Пересечение поверхности плоскостью общего положения 

Вопросы:
1.Пересечение поверхности плоскостью общего положения:

-  метод ребер; метод граней.

1. Пересечение поверхности плоскостью общего положения
При решении задач по определению линии пересечения поверхности плоскостью общего положения 

применяются методы граней и ребер. Сущность методики построения графического алгоритма решения 
такого типа задач основана на том, что заданная плоскость является плоскостью общего положения и 
может быть задана произвольным отсеком и следами.

Метод граней
Задача 1. Построить проекции линии пересечения поверхности призмы плоскостью общего положе

ния. Плоскость задана двумя пересекающимися прямыми (аП в). Определить видимость линии сечения, 
поверхности и плоскости (рис. 11.1).

Алгоритм решения
Так как боковые ребра данной по

верхности призмы являются горизон- 
тально-проецирующими прямыми, то 
соответственно и грани представляют 
горизонтально-проецирующие плоско
сти. Поэтому горизонтальная проекция 
линии пересечения D1E1F1 совпадает с 
горизонтальной проекцией основания 
поверхности призмы А 1В1С1 . Опреде
ляя фронтальную проекцию линии пе
ресечения D2E2F2, используем метод 
граней. Для этого заключаем грань АВ 
в горизонтально-проецирующую плос
кость а. Определяем горизонтальную 
проекцию линии пересечения плоскости 
а с заданной плоскостью, т.е. 1i и 2 t 
Н1аходим фронтальную проекцию линии 
пересечения - 12,2г. На пересечении 
фронтальной проекции линии пересе
чения 12 2г и фронтальной проекции 
грани Аг Вг определяем фронтальные 
проекции точек линии сечения D2 Ег. По 
аналогии, для определения недостаю
щей точки F линии сечения необходимо 
провести аналогичные графические 
построения. Определив все точки ли
нии пересечения, соединяем их лома
ной линией и определяем видимость.

Метод ребер
Задача 2. Построить проекции линии пересечения поверхности призмы плоскостью общего положе

ния. Плоскость задана двумя пересекающимися прямыми. Определить видимость: линии сечения, по
верхности и плоскости (рис.11.2).
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Алгоритм решения
В данной задаче приведено построение линии пересечения поверхности плоскостью методом ребер. 

Последовательно заключаются на чертеже горизонтальные проекции ребер поверхности призмы в гори-
зонтально-проецирующие плоскости, В соот
ветствующей последовательности определяют
ся проекции линии пересечения двух плоско
стей -  заданной и плоскостей-посредников ча
стного положения. Далее на пересечении, в 
данном случае фронтальных проекций линий 
пересечения и соответствующих фронтальных 
проекций ребер поверхности призмы, опреде
ляются фронтальные проекции точек линии 
сечения 12,22,3г. Горизонтальные проекции то
чек линии сечения определяются на соответст
вующих горизонтальных проекциях ребер по
верхности призмы. Соединяем полученные точ
ки ломаной линией и определяем видимость.

Кривые поверхности

Задача 3. Построить проекции линии пере
сечения поверхности конуса плоскостью а(/П  h) 
общего положения заданной пересекающимися 
прямыми -  горизонталью и фронталью. Опре
делить видимость линии сечения (рис.11.3).

Алгоритм решения

В рассматриваемой задаче оба заданных геомет
рических образа, поверхность и плоскость, занимают 
общее положение. При построении линии сечения в 
первую очередь необходимо определить характерные 
точки: высшую и низшую; точки, принадлежащие очер
ковым образующим; промежуточные. В связи с этим 
построение алгоритма решения задачи представляет 
собой следующую геометрию:

1.Определяем характерные точки линии сече
ния. Для определения высшей и низшей точек про
водим плоскость а  через вершину конуса, перпенди
кулярную к горизонтали hi, а значит и к заданной 
плоскости а .Плоскость сг являясь общей плоскостью 
симметрии и для конуса и для секущей плоскости, 
пересечет плоскость а по прямой m -  оси симметрии 
искомого сечения. Высшая и низшая точки сечения 
определяются пересечением прямой m с образую
щими SA и SB, по которым плоскость а пересекает 
конус. Для определения точек 3 и 4 линии сечения, 
принадлежащих очерковым образующим, проводим 
вспомогательную плоскость Р(ВД через вершину ко
нуса, параллельную плоскости проекций ГЪ.

2. Определяем промежуточные точки, в которых 
прямолинейные образующие, составляющие каркас 
поверхности конуса, пересекаются с плоскостью а. На 
рис.11.3 в качестве примера построена точка 5, при-
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надлежащая образующей SC. Для этого необходимо заключить эту и последующие образующие в плос
кость частного положения и решить основную задачу начертательной геометрии, т.е. задачу на построе
ние точки пересечения прямой с плоскостью.

3. Определив все необходимые точки сечения, необходимо соединить их плавной кривой и опреде
лить видимость.

Задачи для самостоятельного решения
Задача 1. Построить проекции линии пересечения поверхности плоскостью общего положения 

(рис.11.4).

Рис. 11.4
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ЛЕКЦИЯ 12
Тема. Развёртки поверхностей 
Вопросы:

1. Общие сведения о развёртках поверхностей;
2. Методы построения развёрток поверхностей.

Выводы.

1. Общие сведения о развертках поверхностей
Развёртка поверхностей представляет собой соответствующее преобразование, в результате выпол

нения которого все точки развёртываемой поверхности совмещаются с одной плоскостью без искажений. 
В этом случае поверхность называется развёртываемой, а развёртка - точной, либо приближённой.

Поверхности, которые в результате соответствующих преобразований не могут быть совмещены с 
одной плоскостью без искажений, относятся к неразвёртываемым поверхностям, а поэтому их развёртка 
называется условной.

Ниже будут рассмотрены методы построения развёрток развёртываемых поверхностей и их реализа
ция на некоторых конкретных примерах.

Итак, к группе развёртываемых поверхностей относятся линейчатые и в, частности, те из них, кото
рые имеют пересекающиеся смежные образующие. При этом, точка пересечения смежных образующих 
рассматривается как собственная у поверхностей - пирамидальных и конических, а несобственная, т.е. 
удалённая в бесконечность - у призматических и цилиндрических. В свою очередь развёртка гранных по
верхностей (пирамидальных и призматических) является точной, а криволинейных (конических и цилинд
рических) - приближённой. Построение приближённой развёртки объясняется тем, что при этом поверх
ности апроксимируются поверхностями вписанных, либо описанных многогранников. Например, для по
строения развёртки цилиндрической поверхности в неё вписывают призматическую поверхность, кониче
ская - аппроксимируется вписанной пирамидальной поверхностью. Неточность, вызвана аппроксимацией, 
вполне допустима в практике применения развёрток.

Как было отмечено выше, исходя из определения развёртки поверхности следует то, что каждой точ
ке из множества последних, принадлежащих поверхности, соответствует точка на развёртке и наоборот. 
Однако в практике мы имеем чертёж поверхности, где ввиду расположения её относительно плоскостей 
проекции (П1 ; П2 ; Пз), отдельные её геометрические элементы при проецировании на указанные плоско
сти проекций имеют искажение, т.е. их величины не соответствуют натуральным, истинным величинам 
геометрических элементов. Поэтому возникает необходимость в определении натуральных величин на 
исходном чертеже всех заданных геометрических элементов известными методами, как без преобразо
вания комплексного чертежа, так и применяя методы преобразования комплексного чертежа,

Это является основным условием, где, в итоге, будет возможность осуществлять решение прямой и 
обратной задачи.

2. Методы построения разверток поверхностей
Для построения развёрток поверхностей имеют место в начертательной геометрии следующие методы:
- метод треугольников (рис. 12.1);
- метод раскатки (рис. 12.2);

-метод нормального (перпендикулярного) сечения (рис. 12.3).
Рассмотрим последовательно, на конкретных примерах, реализацию каждого метода.
При этом, прежде чем приступать к построению развертки, необходимо продумать, какой из предло

женных возможных методов подходит в данном конкретном случае. Такой подход необходим для того, 
чтобы при построении развертки был определен оптимальный вариант графического построения, а так
же как можно более точно была бы возможность использования соответствующего метода при выполне
нии определенных графических построений и, в итоге, получение более точной развертки.
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Метод треугольников
Задача 1. Построить полную развёртку пирамиды SABC.

Алгоритм решения
1. Основание АВС расположено в горизонтальной плоскости уровня. Поэтому его стороны на гори

зонтальную плоскость проекций П1 проецируются в натуральную величину.
2. Для определения натуральных величин боковых рёбер используем метод вращения отрезка во

круг проецирующей оси, проходящей через вершину (точку S). Натуральной величиной боковых рёбер 
являются отрезки: S2C2; S2A2; S2B2.

3. На развёртке последовательно выполняют
ся построения каждой грани треугольника пирамиды 
по трём сторонам. Выполненные построения по
нятны из приведенного примера (рис. 12.1), на кото
ром равновеликие отрезки отмечены одинаковыми 
«значками».

4. Так как по условию задачи требуется пост
роение полной развёртки пирамиды, к развёртке 
боковой поверхности пирамиды пристраивается 
треугольник основания.

Метод раскатки
Задача 2. Построить полную развёртку трех

гранной призмы.

Алгоритм решения
1. Развёртка боковой поверхности призмы в 

данном случае выполняется способом раскатки, 
потому что боковые ребра призмы являются 
фронтальными, т.е. на плоскость проекций Пг они 
проецируются в натуральную величину; плоскости 
оснований являются горизонтальными плоскостями 

уровня и на плоскость проекций П1 треугольники оснований проецируются также в натуральную величину.
2. Мысленно разрезаем боковую поверхность призмы по ребру АА и вращением вокруг него после

довательно совмещаем все боковые грани призмы с фронтальной плоскостью, проходящей через это 
ребро (рис. 12.2).

3. При совмещении грани АА ВВ с этой плоскостью ребро АА не меняет своего положения, а точка В 
вращается во фронтально проецирующей плоскости, перпендикулярной ребру. Для построения повёрну
того положения точки В нужно помнить, что после совмещения точки В с фронтальной плоскостью уров

63



ня, проходящей через ребро АА, она будет удалена от точки А на величину отрезка АВ. Отметим, что на
туральная величина отрезка АВ на чертеже задана на горизонтальной проекции. Поэтому для построения 
точки Во на развёртке через её фронтальную проекцию мысленно проводим вырожденную проекцию 
плоскости, перпендикулярной А2А2, на которой от точки Аг делаем засечку дугой радиуса A2Bo=Ai Bi .

4. Далее аналогичными построениями (вращением вокруг ребра ВВ) совмещаем с фронтальной 
плоскостью грань ВС и т.д.

5. Затем к развёртке боковой поверхности пристраиваем нижнее и верхнее основание призмы.

Метод нормального (перпендикулярного) сечения
Задача 3. Построить развёртку поверхности треугольной призмы.

Алгоритм решения
1. В данном примере боковые рёб-ра 

призмы проецируются на плоскость П2 в 
натуральную величину.

2. Проведём плоскость а(аПг), перпенди
кулярную к боковым рёбрам призмы (аПг 
перпендикулярно А2А2 и т.д.) построим пер
пендикулярное (нормальное) сечение и оп
ределим его натуральную величину.

3. Все стороны нормального сечения 
последовательно отложим на прямой 
1о2о; 2оЗо; Зо1о.

4. Полученный отрезок 1о1о равен пери
метру нормального сечения.

5. Через точки 1о2о, проведём прямые, 
перпендикулярные к 1 о1 о, и отложим на 
них натуральные величины боковых рё
бер, т.е. АоАо= А2А2 , и т.д.

6. Полученные точки А'о,... соединим 
прямыми. Плоская фигура АоСоВоАоАо... яв
ляется искомой развёрткой боковой по
верхности данной призмы.

Рис. 12.3

Для построения полной развёртки необходимо к развёртке боковой поверхности пристроить нату
ральные величины оснований, воспользовавшись полученными на развёртке натуральными величинами 
их сторон.

Для развёртки цилиндрической поверхности способом нормального сечения необходимо проделать 
те же построения, приняв ряд прямолинейных образующих за боковые рёбра вписанной поверхности 
призмы. Полученные при этом на развёртке криволинейной поверхности аналогичные точки Ао, Во... , не
обходимо соединять плавной лекальной кривой линией.

Частный случай построения развёртки
1. Если призматическая, либо цилиндрическая поверхность проецирующая, то периметром нор

мального сечения будет периметр выродившейся проекции этой поверхности.
2. Развёртка поверхности прямого кругового конуса является центром круга радиуса, равного длине 

образующей.
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Выводы:
1. Прямая на заданной поверхности (оригинале) переходит в прямую на развёртке;
2. Параллельные прямые на заданной поверхности будут параллельными прямыми на развёртке;
3. Длины отрезков линии на заданной поверхности и те же линии на развёртке равны;
4. Углы между линиями на заданной поверхности с вершиной в обыкновенной точке этой поверхно

сти и между соответствующими линиями на развёртке равны;
5. Площадь развёртки равна площади заданной поверхности, т.к. все размеры на развёртке имеют 

натуральную величину.

Задачи для самостоятельного решения 
Задача 1. Построить развертку наклонного конуса

-¼

Задача 2. Построить развертку усеченной пирамиды.

Рис. 12.5
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Тема. Пересечение поверхностей 
Вопросы:

1. Общие сведения о пересечении поверхностей;
2. Методы построения линии пересечения двух поверхностей:
-  метод секущих плоскостей -  посредников частного положения;
-  метод концентрических сфер -  посредников.

Выводы.

1. Общие сведения о пересечении поверхностей
В результате пересечения поверхностей образуется пространственная, реже, плоская замкнутая ли

ния, вид и форма которой зависит от вида пересекающихся поверхностей. При этом линия пересечения 
одновременно принадлежит одной и другой поверхности.

Для построения линии пересечения двух поверхностей в данном случае рассматриваются два ос
новных метода:

-  метод секущих плоскостей -  посредников частного положения;
-  метод концентрических сфер -  посредников.
При составлении алгоритма решения задач построения проекций линии пересечения поверхностей 

на комплексном чертеже выявляют:
-  вид заданных пересекающихся поверхностей и их расположение относительно плоскостей проекций;
-  область пересечения поверхностей;
-  характерные точки, принадлежащие линии пересечения;
-  промежуточные точки, принадлежащие линии пересечения (методом секущих плоскостей -  по
средников частного положения, либо методом концентрических сфер-посредников).

Общий методический подход применения секущих плоскостей-посредников либо концентрических 
сфер-посредников заключается в следующем:

-  заданные две поверхности пересекаются третьим посредником -  плоскостью частного положения 
Q (рис. 13.1) либо сферой (рис. 13.2);

-  определяются поэтапно две линии пересечения т и п  плоскости -  посредника либо сферы- 
посредника с каждой из заданных поверхностей;

-д в е  полученные линии пересечения ( т  и п, рис.13.1), принадлежащие третьему посреднику (плос
кости), пересекаясь, определяют точки, принадлежащие искомой линии пересечения двух поверхностей.

Примечание: концентрические сферы -  посредники приме
няются в том случае, когда пересекающиеся соосные (с общей 
осью) поверхности вращения пересекаются по окружностям -  
параллелям. Число окружностей -  параллелей определяется 
числом точек пересечения их меридианов. Если центр сферы 
поместить на ось какой-либо поверхности вращения, то сфера 
станет соосной с данной поверхностью вращения и, следова
тельно, также пересечет эту поверхность по окружностям -  па
раллелям (рис. 13.2). В связи с этим можно заключить:

1. Для того, чтобы вспомогательная секущая сфера пе
ресекала по параллелям две заданные поверхности враще
ния, центр сферы должен лежать в точке пересечения осей
этих поверхностей;

2 . Если оси заданных поверхностей вращения параллель
ны плоскости проекций, то на чертеже параллели пересечения 
вспомогательной секущей сферы с этими поверхностями про
ецируются на эту плоскость в прямые линии;

3. Плоскости -  посредники следует выбирать так, чтобы они 
пересекали заданные поверхности по наиболее простым для 
графического построения линиям -  прямым либо окружностям;

4. Концентрические сферы -  посредники применяются 
только в том случае, когда две пересекающиеся поверхно
сти являются:

- поверхностями вращения;
- оси вращения этих поверхностей пересекаются и 

должны быть расположены параллельно одной и той же плос
кости проекций или одна из осей должна быть проецирующей 
прямой, а вторая -  линией уровня.

Рассмотрим последовательно каждый из приве
денных методов на конкретном примере.

ЛЕКЦИЯ 13
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2. Методы построения линии пересечения двух 
поверхностей

Л. Метод секущих плоскостей -  посредников
На конкретном примере рассмотрим общий подход 

составления алгоритма.
Задача 1. Построить линию пересечения поверхностей 

конуса и сферы (рис. 13.3).
Алгоритм решения

(обе поверхности общего положения)
1. Секущие плоскости -  посредники выбираются так, 

чтобы при пересечении их с каждой из поверхностей 
образовались удобные для построения линии (прямые или 
окружности). В данном примере в качестве посредников 
выбираем горизонтальные плоскости, которые пересекают 
конус и сферу по окружностям.

2. Определяем характерные точки 1 и 2, принадлежащие 
очерковым образующим одной и другой поверхности. Для 
определения характерных точек 3 и 4 используем плоскость -  
посредник а12. Промежуточные точки 5, 6 , ... определяем с 
помощью плоскостей а 22 и т.д.

3. Плавной кривой соединяем полученные точки 
проекций линии пересечения.

4. Определяем видимость проекций линии пересечения и 
заданных поверхностей.

Задача 2. Построить линию пересечения двух поверх 
ностей конуса и цилиндра (рис.13.4).

Алгоритм решения
(одна поверхность занимает общее положение, 

вторая -  частное)
1 . Поверхность цилиндра расположена ±ГЪ, а поверхность 

конуса занимает общее положение. Следовательно, с фрон
тальной проекцией поверхности цилиндра совпадает фронталь
ная проекция искомой линии пересечения E2F2A2B2C2D2.

2. Горизонтальные проекции характерных и промежуточ
ных точек, отмеченных на этой линии, находим по принадлеж
ности их поверхности конуса. Эти построения выполняем с 
помощью секущих плоскостей-посредников горизонтального 
уровня (параллельных П1) т.е. 1г и т.д. Соединяем плавной 
кривой на горизонтальной плоскости проекций горизонтальную 
проекцию линии пересечения E1F1A1B1C1D1 .

3. Определяем видимость линии пересечения и 
заданных пересекающихся поверхностей.

Б. Метод концентрических сфер -  посредников.
Общий подход составления алгоритма:
1. Определяем характерные точки, принадлежащие 

линии пересечения;
2. Для определения промежуточных точек определяем 

область проведения концентрических сфер, которые нахо
дятся между сферами (R max -  Rmin), при этом:Рис. 13.4
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-  Rmax сферы равен расстоянию от центра проведения сферы до самой удаленной характерной 
точки линии пересечения;

-  Rmin- радиус сферы, которая касается одной пересекаемой поверхности и одновременно пересе
кает другую поверхность.

Задача 3. Построить линию пересечения поверхностей вращения. Обе заданные поверхности зани
мают общее положение. Оси вращения заданных поверхностей пересекаются и образуют плоскость, па

раллельную Пги перпендикулярную П1 (рис. 13.5).
Алгоритм решения

1. Характерными точками на чертеже
являются А г , Вг - точки пересечения очерковых 
образующих заданных поверхностей во 
фронтальной плоскости проекций.
Горизонтальные их проекции определяем на 
основании принадлежности данных точек одной из 
поверхности, методом простейших графических 
построений. Для определения промежуточных точек 
С, D, Е, F принадлежащих линии пересечения 
необходимо провести следующие графичес-кие по
строения: выявить область проведения концентри
ческих сфер-посредников; установить радиус мак
симальной и радиус минимальной сферы.

2. Расстояние на фронтальной проекции чер
тежа от О2 до наиболее удаленной точки Ег явля
ется радиусом максимальной сферы (Rmax).

3. Rmin -  радиус минимальной сферы, которая 
касается одной поверхности конуса и пересекает 
вторую поверхность конуса.

4. В пределах от Rmax до Rmin проводятся кон
центрические сферы и определяются промежуточ
ные точки линии пересечения С, D, Е, F. Графиче
ские построения выполняются в двух проекциях - 
фронтальной и горизонтальной.

5. Соединяем полученные точки линии 
пересечения плавной кривой и определяем 
видимость линии пересечения и поверхностей.

Рис. 13.5

Частный случай пересечения поверхностей вращения
Теорема 1. Если две поверхности вращения второго порядка пересекаются по одной плоской кривой, то 

они пересекаются еще по другой плоской кривой.
Теорема 2 (Теорема Монжа). Две поверхности вращения второго порядка, вписанные в третью поверх

ность вращения второго порядка или описанные вокруг нее, пересекаются между собой по двум плоским 
кривым второго порядка.

Иллюстрация теоремы Монжа приведена на рис. 13.6. Поверхности второго порядка касаются вписан
ной поверхности сферы.
а) б)

68



Фронтальными проекциями линий пересечения поверхностей будут прямые А2В2 и C2D2 , проходящие 
через точки пересечения очерковых образующих поверхностей вращения и точки пересечения окружности 
пик .  Этим положением руководствуются при решении такой группы задач.

Выводы:
учитывая многообразие, существующее в начертательной геометрии, двух пересекающихся поверхно

стей, необходимо, в первую очередь, четко проводить анализ поставленного условия для выбора пра
вильного возможного варианта решения.

Задачи для самостоятельного решения 
Задача 1. Построить линию пересечения поверхностей.

Рис. 13.8

Записать алгоритм решения

Записать алгоритм решения
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ЛЕКЦИЯ 14
Тема. Конические сечения. Пересечение прямой с поверхностью 

Вопросы:
1. Конические сечения;
2. Общие положения пересечения прямой с поверхностью;
3. Алгоритмы определения точек пересечения прямой с поверхностью.
1. Конические сечения
Коническими сечениями называются линии, которые получаются при пересечении плоскостью кони

ческой поверхности второго порядка.
Форма и характер кривой зависит от положения секущей плоскости. В данном случае рассматривает

ся плоскость только лишь частного положения.

В сечении конической поверхности вращения плоскостью частного положения (уровня, либо про
ецирующей) могут быть получены следующие линии сечения (рис. 14.1):

- окружность, если секущая плоскость R перпендикулярна оси вращения (14.1а);
-  эллипс, если секущая плоскость Е пересекает все образующие поверхности (14.1 б);
-  парабола, если секущая плоскость Е параллельна только одной образующей (S-1) поверхности (14.1в); 

гипербола, если секущая плоскость Е параллельна образующим (S-5) и (S-6 ) поверхности (14.1 г);
две образующие (прямые), если секущая плоскость Е проходит через вершину S поверхности (14.1 д). 

Проекции кривых линий сечений строятся по отдельным точкам, принадлежащим одновременно по
верхности конуса и секущей плоскости (например, точки 2, 4 на рис. 14.1.).

70



2. Общие положения пересечения прямой с поверхностью
Определение точек пересечения прямой линии с поверхностью на чертеже, основывается на построении 

проекций линии плоского сечения, при пересечении с которым, в итоге, одной из проекций прямой определяют
ся искомые точки. Алгоритм решения такого типа задач аналогичен алгоритму задач на определение точки пе
ресечения прямой линии с плоскостью. Последовательность выполнения графических операций следующая:

1. Через данную прямую проводится вспомогательная плоскость- посредник;
2. Определяют линию сечения плоскости- посредника с поверхностью;

3. Точки пересечения полученной линии се
чения с заданной прямой и будут искомыми точ
ками пересечения прямой с поверхностью 
(рис,14.2). Такие точки иногда называются точ
ками входа и выхода.

4. Определяется видимость заданных гео
метрических образов.

Примечание; плоскости-посредники могут быть 
частного и общего положения. При этом решение 
задачи упрощается в случае, если заданные геомет
рические образы занимают проецирующее положе
ние, которым присуще свойство собирательности. 
При реализации на чертеже графического алгоритма 
и, в итоге, отсутствия точек пересечения означает, 
что прямая не пересекает заданную поверхность.

3. Алгоритмы определения точек пересечения 
прямой с поверхностью

Один из заданных геометрических образов 
занимает проецирующее положение 

На рис. 14.3 приведено построение проекций 
точек пересечения прямой F с поверхностью 
призмы. Прямая F фронтального уровня, поверх
ность призмы занимает проецирующее положе
ние, т.е перпендикулярна горизонтальной плоско
сти проекций. В связи с этим горизонтальные 

проекции точек, в которых прямая пересекает заданную поверхность на чертеже имеются и совпадают с 
горизонтальной проекцией поверхности на основании свойства собирательности. Обозначаем горизон
тальные проекции Ai и Bi точек А и В. С помощью линий проекционной связи находим их фронтальные 
проекции - А2 и Вг. Определяем видимость заданных геометрических образов.
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Заданные геометрические образы, прямая и поверхность, общего положения

Составляя графический алгоритм, используя плоскости- 
посредники, можно заключать прямую как в плоскость част
ного положения, так и в плоскость общего положения.

Рассмотрим примеры составления алгоритмов реше
ния такой группы задач, когда заданная прямая заключа
ется в плоскость частного положения.

Задача 2. Определить точки пересечения прямой CD 
с поверхностью пирамиды (рис.14.4).

Алгоритм решения
1. Заключаем прямую АВ во фронтально-проецирую-

щую плоскость а (сц);
2. Находим линию пересечения плоскости а(аг) с по

верхностью пирамиды, это точки 1 i,2 i,3i; Ь  Ъ Зг соответ
ственно.

3. На пересечении линии сечения 1,2,3 и заданной пря
мой АВ опреляем искомые точки входа и выхода - М и N.

4. Определяем видимость прямой АВ. рис 1 4  4

Рассмотрим примеры составления графического алгоритма, когда заданная прямая при этом заклю
чается в плоскость -  посредник общего положения.

Задача 3. Определить точки пересечения прямой CD с поверхностью наклонного цилиндра (рис.14.5).
Алгоритм решения

1 .Через произвольно выбранные две точки 1 и 2 , принадле
жащие заданной прямой CD, проводим прямые, параллельные 
образующим цилиндра. Эти параллельные прямые будут опре
делять вспомогательную плоскость-посредник.

2. Строим горизонтальный след плоскости-посредника. След пе
ресекает основание цилиндра в точках А и В. Через эти точки прой
дут две образующие цилиндра, представляющие собой линии пе
ресечения вспомогательной плоскости с поверхностью цилиндра. 
Точки С и D, которые получаются в пересечении полученных обра
зующих цилиндра с 
заданной прямой бу
дут искомыми точка
ми. На рис. 14.5 вна
чале получены их го
ризонтальные про
екции, а затем на ли
ниях связи -  фрон
тальные.

3. Определяем ви
димость заданных 
геометрических об
разов.

Аналогично решается задача по определению точек пе
ресечения прямой с поверхностью конуса (рис. 14.6).

Алгоритм решения
Для построения точек пересечения прямой CD с поверх

ностью конуса проводим вспомогательную плоскость- 
посредник общего положения через прямую CD и вершину 
конуса S. На прямой выбираем две произвольные точки 1 и 2, 
прямые S1 и S2 определяют эту плоскость. Строим гори
зонтальные следы (М и N) прямых S1 и S2, т.е. определяем 
горизонтальный след плокости-посредника. Точки А и В пере
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сечения следа плоскости с основанием конуса определяют образующие, по которым плоскость пересе
кает конус. В пересечении их с заданной прямой находим искомые точки С и D,

Указанный прием используется также для построения точек пересечения прямой общего положения и 
с другими поверхностями.

Задачи для самостоятельного решения 
Задача. Определить точку пересечения прямой с поверхностью.
а)

Рис. 14.7

Записать алгоритм решения

Записать алгоритм решения
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ЛЕКЦИЯ 15
Тема. Позиционные задачи с преобразованием чертежа 

Вопросы:
1. Решение позиционных задач с преобразованием чертежа.

Выводы.

1. Решение позиционных задач с преобразованием чертежа
Применяя методы замены плоскостей проекций при решении задач по определению общих элемен

тов пересечения заданных геометрических образов общего положения, существенно упрощается графи
ческий алгоритм. Преобразовывая систему плоскостей проекций, достигается цель, когда в итоге один 
из заданных геометрических образов на чертеже занимает частное положение. На конкретных приме
рах рассмотрим решение задач по определению: линии пересечения двух плоскостей; сечения плоско
сти с поверхностью,

Задача 1. Определить линию пересечения плоскостей (рис. 15.1).
Алгоритм решения

1. В плоскости DEF проводим горизонталь Н.
2. Способом замены плоскостей проекций преобразовываем плоскость DEF в проецирующую, т.е. в 

новой образованной системе плоскостей проекций xi ,4 ГЬ -̂ГЦ плоскость преобразуется во фронтально- 
проецирующую, т.е. DEF П4. Проекция D4E4F4 представляет вырожденную проекцию (вырожденный 
след) плоскости, которой будет принадлежать линия пересечения заданных плоскостей M4N4, (N4) на 
чертеже не приводится.

3. Обратными проекционными лучами выполняем построение проекций прямой MN в первоначаль
ной системе плоскостей проекций х^ГЬз-Пг).

4. Видимость сторон плоскостей треугольников АВС и DEF определяем методом конкурирующих точек.

Задача 2. Определить линию пересечения поверхности конуса плоскостью заданной следами (рис.15.2).

Алгоритм решения

В задаче необходимо построить линию пересечения поверхности прямого кругового конуса плоско
стью )Г. Точки пересечения очерковых образующих конуса с плоскостью £  невозможно определить без 
дополнительных построений. В данном случае применен способ замены плоскостей проекций. Секущая 
плоскость Y. преобразована в проецирующую, т.е. Х -Ш 4. на плоскости ГЦ спроецированы очерковые 
крайние образующие конуса. В итоге, полученные проекции образующих пересекаются со следом £ 4  в
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искомых точках С(С4) и D(D4). Обратными проекционными лучами выполняем построение проекций этих 
точек в первоначальной системе- Х1,2 (ГЦ-МЪ^Все недостающие точки, принадлежащие линии сечения, 
определяем следующим образом:

1. Для определения наивысшей точки 2 и наинизшей точки 1 линии сечения проводим через верши
ну конуса горизонтально-проецирующую плоскость.

2. Для определения видимости линии сечения проводим через вершину конуса плоскость фрон
тального уровня Q.

3. Для определения точек линии сечения, принадлежащих профильным образующим, используется 
способ замены плоскостей проекций.

Задана 3. Определение линии пересечения поверхности пирамиды плоскостью общего положения, за
данной треугольником (отсеком) (рис. 15.3).

Решение задачи также значительно упрощается, если плоскость треугольника АВС методом замены 
плоскостей проекций преобразовать в проецирующую. Алгоритм в этом случае должен быть выполнен в 
следующем порядке:

1. В плоскости треугольника АВС проводим горизонталь h (6 1 ,62). Направление горизонтальной про
екции горизонтали 61 указывает новое направление ортогонального проецирования в системе плоскостей 
проекций x i ,4 (Гб-В Пг).

2. В новой системе x i ,4 (П1-1- ГЦ) плоскость треугольника АВС займет фронтально-проецирующее 
положение, т.е. перпендикулярно плоскости проекций ГЦ. Вырожденной основной проекции 14 2 4З4 будет 
принадлежать одна искомая проекция линии пересечения.

3. Известными методами определяем проекции линии сечения на исходном чертеже и определяем 
видимость.
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4, Используя метод замены плоскостей проекций, плоскость а преобразовалась в плоскость фрон- 
тально-проецирующую в системе xi (П А  ГЦ), которая обладает свойством собирательности. Поэтому, 
для определения натуральной величины сечения здесь также применяется метод замены плоскостей 
проекций (на рис. 15.3 хг на).

Выводы:
при использовании методов преобразования комплексного чертежа в решении основных позиционных 

и метрических задач значительно упрощается графический алгоритм.
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Задачи для самостоятельного решения
Задача 1. Построить линию пересечения плоскости общего положения с пирамидой методом замены 

плоскостей проекций (рис. 15.4).

Задача 2. Определить линию пересечения плоскостей методом преобразоЕзания чертежа (рис 15.5).

Записать алгоритм решения

Записать алгоритм решения

Рис. 15.5
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ЛЕКЦИЯ 16
Тема. Метрические задачи с преобразованием чертежа 

Вопросы:
1. Решение метрических задач с преобразованием чертежа.

Выводы.

1. Решение метрических задач с преобразованием чертежа
Как отмечалось выше, в начертательной геометрии наряду с позиционными задачами рассматрива

ются и метрические задачи, связанные с понятиями “расстояние”, “угол”, “натуральная величина ” и т.д.
Алгоритмы решения таких задач значительно упрощаются, если использовать методы преобразова

ния комплексного чертежа.
Суть решения метрических задач с применением методов преобразования комплексного чертежа за

ключается в следующем:
-  если отрезок, определяющий расстояние, или плоскость, которой принадлежит угол, является на

туральной величиной, то соответственно на одной из плоскостей проекций, используя замену плоскостей 
проекций, можно будет получить решение задачи. В связи с этим можно заключить, что искомый геомет
рический образ, с искомой численной характеристикой, в результате соответствующих преобразований 
комплексного чертежа проецируется на соответствующую плоскость проекций без искажения, т.е. в нату
ральную величину.

Рассмотрим решение некоторых характерных задач на конкретных примерах.

Задача 1. Определить расстояние от точки (.) М до заданной плоскости y(FDH) (рис.16.1).

Алгоритм решения
Расстояние от точки (.) М до плоскости £  определяется отрезком перпендикуляра, опущенного из 

точки на данную плоскость. Следовательно, расстоянием будет являться прямая, перпендикулярная 
плоскости X- Точка (.) М и плоскость £  являются при этом единой жесткой системой. Преобразовывая 
комплексный чертеж методом замены плоскостей проекций, необходимо на чертеже провести новую ось 
X1,4 _L hr Выполнив соответствующие преобразования, в новой образованной системе плоскостей проек
ций получаем след плоскости £ 4, который обладает свойством собирательности. В связи с этим имеется 
возможность из точки М4 провести _1_ на и определить (.) N4 -  точку пересечения этого перпендику
ляра с плоскостью £ 4. Полученный отрезок M4N4 будет натуральной величиной расстояния от точки М 
до плоскости Определяем проекции расстояния в первоначальной заданной системе.
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Задача 2. Определить расстояние между параллельными прямыми (рис. 16.2).

Алгоритм решения

Известно, что расстояние между двумя параллельными прямыми измеряется отрезком перпендику
ляра между ними. Используя метод замены плоскостей проекций, построение графического алгоритма

решения задачи выполняется следующим образом:
1 .Осуществляем проецирование прямых в но

вой образованной системе плоскостей проекций (х ГЦ 
1  ГЬ), где прямые занимают положение фронтально
го уровня.

2. Образовываем систему плоскостей проекций 
(х Г и ±  П5), в которой прямые занимают горизонталь- 
но-проецирующее положение. Отрезок Кб Мб, между 
вырожденными проекциями определяет натуральную 
величину искомого расстояния.

2. Определяем проекции расстояния между за
данными проекциями прямых в исходной системе 
плоскостей проекций (х П1 ±Пг).

Выводы: при использовании методов преобра
зования комплексного чертежа, в частности, метод 
замены плоскостей проекций, решение метрических 
задач значительно упрощается.

Задачи для самостоятельного решения

Задача 1. Определить натуральную величину расстояния от точки (.) К до плоскости А АВС методом 
замены плоскостей проекций (рис. 16.3).

Задача 2. Определить натуральную величину А АВС методом замены плоскостей проекций (рис. 16.4).
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ЛЕКЦИЯ 17
Тема. Обобщение методик разделов начертательной геометрии 

Вопросы:
1. Классификация групп, характеристик и свойств геометрических образов;
2. Позиционные задачи;
3. Метрические задачи.
Выводы.

1. Классификация групп, характеристик и свойств геометрических образов
При разработке алгоритма решения задач начертательной геометрии с учетом существующих ме

тодов необходимо уметь, в первую очередь, проводить анализ поставленной задачи. Как правило, усло
вие задачи представляет собой плоскостной комплексный чертеж изображения в двух проекциях, гори
зонтальной и фронтальной, а при необходимости выполняется и профильная проекция. Проводимый 
анализ на основании теоретических исследований, логики и пространственного воображения требует 
знаний и умений классифицировать заданный геометрический образ относительно плоскостей проекций, 
определить его свойства, необходимые характеристики и параметры, а также по заданным проекциям 
уметь представить оригинал (ГО) в пространстве и определить его месторасположение.

Определенная группа геометрических образов на комплексном чертеже характеризуется рядом сово
купности и общности свойств, ввиду особенностей расположения их относительно плоскостей проекций. 
Например:

Геометрический образ -  точка. Характерная особенность -  определение положения точки в про
странстве и на чертеже по координатам: X, Y, Z .

Геометрический образ - прямая линия. Общие свойства: натуральная величина отрезка прямой; 
угол наклона отрезка прямой к соответствующей плоскости проекций; следы прямой; условие принадлеж
ности точки прямой; деление отрезка прямой какой-либо точкой в заданном отношении.

Геометрический образ -  плоскость. Общие свойства: натуральная величина отсека плоскости; угол 
наклона плоскости к соответствующей плоскости проекций; следы плоскости; условие принадлежности 
точки и прямой линии заданной плоскости; особые линии плоскости.

При этом имеют место параметры и методы, позволяющие конкретизировать и определить эти 
свойства. Такая обобщенная система позволяет подходить целенаправленно к разработке графического 
алгоритма в решении поставленной конкретной задачи (см. табл. 17.1).

Т абли ца  17.1
№

п/п

ГО на ком пл ексном  чер те ж е С войства, оп р ед е л яю щ и е  гр уппу  ГО П арам етры  и м етоды , опред ел яю щ ие  

свойства  групп ГО

1 2 3 4

1. Точка Т очка  в систем е  2 -х  и 3 -х пл оскостей  

проекций  -  П 1, Пг, Пз

З н а че н и я  ко о рд инат X, Y, Z

2.

2.1

П рям ая

П рям ы е общ его  п о л ож ения

1 . О п р ед е л и те л ь  прям ой

2. Н а тур а л ьн а я  вел ичин а  о тр е зка  прям ой

3. С л е д ы  прям ой

4. П ри н а д л е ж н о сть  точки  прям ой

5. У гл ы  накл она  прям ой к пл оскостям

проекций

6. В заи м ное  по л о ж е н и е  2 -х прям ы х

7 . Р асстояни е  м еж ду прям ы м и

1. О пр ед е л и те л ь  прям ой -  д ве  точки.

2. М етод  прям оугольного  треугольника .

2 .1 .М етод ы  преоб разования  ко м пл е кс 

но го  чертеж а .

3 . Методы построения следов 
прямых.
4. Т ео р е м а  о принад леж ности  точки 

прям ой.

5. М етод  пр ям о уго л ьно го  треугольника ; 

м етод  пр е об ра зо ва ни я  ком пл ексно 

го чертеж а .

6. Т ео р е м ы  о взаим ном  полож ении 

д в ух  прям ы х.

7 . А лгоритм ы  реш ения задач с примене

нием методов без преобразования 

комплексного чертеже или с преобра

зованием  комплексного чертежа.
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Продолжение таблицы \7Л
[ 2.2 П рям ы е уровня:

- горизонтал ьного  || Пц

- ф ронтального  || Пг;

- проф ильного  || Пз

1 . Н атуральн ая  вел ичина  о трезка  прям ой

2. С л еды  прям ой

3. П ри над л еж ность  точки  прям ой

4. У гл ы  накл она  прям ой к пл оскостям  

проекций.

5. В заи м ное  пол ож ение  2 -х  прям ы х.

1. О пр ед е л е н а  на чертеж е  по зад ан 

ном у усл овию , соответственно  на 

П т  Пг, Пз.

2. М етод  по стр о ен и я  следов.

3. По о п р е д е л е н и ю  теорем ы  о п ринад 

л е ж н о сти  точки  прям ой.

4. О п р ед е л е н ы  на чер те ж е  для прям ы х

|| П т Пг. (Для прямой || Пз необходи

мо построение проф ильной проек

ции).

5. По определению  теоремы  о взаимном 

располож ении д вух прямых.

2.3 П рям ы е проецирую щ ие:

- горизонтал ьно -проеци - 

рую щ ие 1  Пц

- ф ронтал ьно -проеци- 

рую щ ие 1  Пг;

!

- п роф ил ьно -проеци-рую щ ие

1  Пз;

1. Н атуральн ая  вел ичина  о трезка  прям ой

2. С л е д  прям ой

3. П ри н а д л е ж н о сть  точки  прям ой

4. У гл ы  накл она  прям ой  к пл оскостям  

проекций

5. В заи м ное  пол ож ение  2 -х  пр ям ы х

1. О п р ед е л е н а  на ч ертеж е  п ерпен д и

кул я р н о  П 1 -  по  за д анном у условию  

в си сте м е  2 -х  п л оскостей  проекций  

на пл оскости  Пг, в систем е  3-х 

пл о ско сте й  проекций  на плоскости  

П г и Пз.

пе р пе н д и кул я р н о  Пг -  по зад анном у 

усл о ви ю  в си сте м е  2 -х  плоскостей  

пр о екц и й  на  пл оскости  Пт, в си сте 

ме 3 -х  пл оскостей  проекций  на 

пл оскости  П 1 и Пз

перпендикулярно Пз -  по заданному 

условию  в систем е 2-х и 3-х плоско

стей проекций на плоскости П 1 и Пг.

2. М етод  постр о ен и я  следов.

3. П о о п р е д е л е н и ю  теорем ы  с  учетом  

свойств  со б и р а те л ьн о сти  п р о ец и 

р ую щ и х  ГО.

4. С оставляю т с  плоскостями, к которым 

они перпендикулярны , угол 90°

5. По о п р е д е л е н и ю  теорем ы  о взаи м 

ном  р а сп ол о ж ен и и  д вух  прям ы х.

. 3.

3.1

__  ..

Плоскость

П лоскость общ его  по л о ж е ни я

1. О пред ел ител ь

2. Н атурал ьн ая  вел ичин а  отсека  пл ос 

кости.

3. С л ед  пл оскости

4. П ри н а д л е ж н о сть  точки и прям ой 

пл оскости

5. О собы е  л и н и и  пл оскости

6. У гл ы  накл она  пл оскости  к пл оскостям  

проекций

7. Взаимное положение д вух  плоскостей, 

прямой и плоскости

8. Р асстояни е  от точки  д о  пл оскости

1. Т р и  точки , не п ринад л еж ащ ие  о д 

ной прям ой.

2. М етод  п р ям о уго л ьн о го  тр еугол ьн и 

ка, м етод ы  преоб разования  ком 

п л ексн о го  чертеж а .

3. М етод  по стр о ен и я  сл едов пл оско 

сти.

4. П о о п р е д е л е н и ю  теорем ы  о п ри 

н а д л е ж н о сти  точки  и прям ой п л ос

кости.

5. П остро е н и е  на о снован ии  оп р ед е 

л е н и я  (гори зонтал и , ф ронтал и  и л. 

н. с.)

6. А л го р и тм  р еш ения  задачи, п рим е

няя л и н и ю  н а иб ол ьш его  ската  п л ос

кости.

7. 8. А л го р и тм ы  р еш ения  задач с п ри 

м е нен ием  м е тод ов  без пр е об ра зо 

ван ия  или с преоб разованием  ком 

пл ексн о го  чертеж а
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Продолжение таблицы '17.1
3.2 П лоскость уровня:

- горизонтал ьного  || Пи

- ф ронтал ьного  || Пг;

- проф ил ьного  || Пз

1. Н атуральная  вел ичин а  отсека  п л ос

кости.

2. С лед  плоскости

3. П ри над л еж ность  точки и прям ой 

пл оскости

4. О со б ы е  линии  в плоскости

5. У гл ы  накл она  плоскости  к пл оскостям  

проекций .

6. В заи м ное  по л о ж е н и е  д в ух  пл оско 

стей, прям ой и плоскости

7. Р асстояни е  от точки  до  плоскости

1. О пред ел ена  на чертеж е  по за 

д а н н о м у  усл овию  соответственно :

- || П 1 на плоскости Пд

- || Пг на плоскости Пг;

- || Пз на плоскости Пз

2. М етод  построения  следов.

3. По о пред ел ен ию  теорем ы  о п ри 

н а д л еж ности  точки и прям ой плос

кости.

4. П остроен ие  на основании  о п р ед е л е 

ния гл а вн ы х  линий  плоскости.

5. 0°, 90°, 90°.

6. 7. А л го р и тм ы  реш ения  задач с при

м енением  м етод ов без преоб разо 

вания ком пл ексно го  чертежа

3.3 П роеци рую щ ие  пл оскости : 1. Н атурал ьн ая  вел ичин а  отсека  плос- 1. М етод ы  преоб разования  ком плекс-

- гори зо нта л ьно -про е ц и - кости. но го  чертежа.

рую щ ие 1  П ц 2, С л е д  плоскости . 2. М етод  построения  следов.

- ф р о н тал ьно -проец и- 3. П ри н а д л е ж н о сть  точки и прям ой 3. По опр ед е л ен и ю  теорем ы  с учетом

рую щ ие 1  Пг;

- про ф и л ьн о -п р о е ц и -р ую щ и е

плоскости . со б и рател ьности  проецирую щ их 

ГО.

1  Пз; 4  О собы е  л и ни и  в плоскости 4. П остроен ие  на основан ии  о п р е д е 

лителя,

5. О пред ел ение  на чертеже по зад ан 

ном у условию .

6. А л го р и тм  реш ения  ко нкретны х за

д ач  с  преоб разованием  или без 

п р еоб разованием  ком пл ексно го  

чертежа.

4. П оверхности 1.1 О п ред ел ител ь 1.1 К лассиф и кация  в соответствии  с

4.1 П оверхность  о б щ е го  п о л о ж е 

ния.

1.2 О пред ел ител ь опред ел ител ем .

1.2 К лассиф и кация  по наличию  в их

4 .2 П оверхность  ч а стн о го  по л о 

жения:

опред ел ител е  проец ирую щ его  ГО 

(прям ой или плоскости).

.1 П ц J . Пг; 1  Пз.
2. П ри н а д л е ж н о сть  точки  и л и ни и  по 

верхности . Х а р а кте р н ы е  о со б ы е  точки  и 

л и н и и , при н а д л е ж а щ и е  каркасу  п о ве р х 

ности .

3. В заи м ное  пол ож ение  2 -х  п о ве р хн о 

стей, поверхности  и прям ой  л инии , 

поверхности  и плоскости .

2. По опр ед е л ен и ю  теорем ы  из усл о 

вия принад леж ности  точки по ве р х 

ности .

3. С о ставл ение  ал гори тм ов реш ения  

зад ач с испол ьзованием  м етодов 

се кущ и х  плоскостей -посредн иков  

частно го  и общ его  полож ения, ме

тод ы  конц ен трических  сф ер, м ето

д ы  преоб разования  ком плексного

чертежа.

4.3. Р азвертка  п о ве р хн о сте й 1. П остроен ие  точной  развертки
1. М етод ы  треугольн иков , раскатки, 

нор м а л ьн о го  (перпенд икул ярного ) 
сечения.
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Обратимость чертежа

Обратимость чертежа -  основная цель и задача начертательной геометрии.
Прямая задача -  представить геометрический образ в пространстве и по нему на основании из

вестных методов проецирования выполнить чертеж на соответствующих плоскостях проекций.
Обратная задача -  по выполненному чертежу воспроизвести заданный геометрический образ 

(оригинал) в пространстве.
На рис.17.1; 17.2 имеется возможность проанализировать выше изложенное. Так, например, (рис. 17.1) по 

ортогональному плоскостному комплексному чертежу, представленному горизонтальной и фронтальной проек
цией усеченного цилиндра, без затруднений воспроизводится геометрический образ (оригинал), представлен
ный в виде аксонометрического изображения. Также не вызовет трудностей, по наглядному изображению пред
ставить ортогональный чертеж, т.е. проекции геометрического образа (оригинала).

а)
Рис. 17.1

Прямой круговой цилиндр (цилиндр вращения), пересечённый двумя фронтально-проецирующими 
плоскостями: а -  ортогональный чертёж; б -  прямоугольная изометрия; в -  технический рисунок

Рис.17.2
Правильная пятиугольная пирамида, усеченная фронтально-проецирующей плоскостью: 

а -  ортогональный чертёж; б -  прямоугольная изометрия; г -  технический рисунок
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В ортогональных проекциях проецирование осуществляется на две, а при необходимости на три вза
имно перпендикулярные плоскости проекций. Решение прямой и обратной задачи с учётом всех извест
ных геометрических закономерностей возможно применяя и одну плоскость. В аксонометрических проек
циях это достигается построением аксонометрической и вторичной проекции геометрического образа.

Геометрические образы и их определители
При изучение начертательной геометрии рассматриваются следующие геометрические образы: 

точка, линия (прямая и кривая), плоскость, поверхность (плоскость -  частный случай поверхности) 
(рис. 17.3). В изучении и представлении каждого геометрического образа необходимо конкретизировать его 
определитель и параметры, в связи с тем, что обозначенные ГО абстрактны. К примеру -  точка, абстрактный 
геометрический образ, не имеет параметра формы, т.е. не имеет определителя и характеризуется координа
тами X,Y,Z. Линия имеет: определитель - две точки; параметр формы -  длину и поэтому относится к однопа
раметрическому геометрическому образу. Определитель плоскости - три точки, не лежащие на одной прямой. 
Плоскость имеет два параметра формы -  длину и ширину и относится к двухпараметрическому геометриче
скому образу. Определитель поверхности представляет собой совокупность геометрических элементов, что 
позволяет реализовать закон каркаса поверхности, как в пространстве, так и на чертеже. Так как одна и та же 
поверхность имеет несколько непрерывных каркасов, то соответственно и определителей каждая поверхность 
может иметь несколько. Однако в практике решения задач, связанных с поверхностями, обычно выбираются 
каркасы в виде простейших линий и соответствующие их определители.

Рис. 17.3
Таким образом, чтобы задать поверхность на чертеже, достаточно сформулировать закон какого- 

либо непрерывного каркаса этой поверхности и задать на чертеже соответствующий определитель. При 
этом, однозначно, на чертеже поверхность считается заданной, если соблюдается условие принадлеж
ности какой-либо точки этой поверхности. На рис. 17.3 в, г, д проанализировано задание приведенных 
поверхностей, т.к. точка (.) А во всех вариантах принадлежит этим поверхностям. При конструировании 
поверхности учитываются требования с учетом наперёд заданными условиями, которые являются осно
вой для создания закона каркаса. В инженерной практике к конструируемой поверхности предъявляются 
требования, продиктованные соображениями конструктивного, технологического, расчетного, эстетиче
ского характера, которые могут быть интерпретированы геометрически, с точки зрения позиционных и 
метрических условий.

Чтобы подойти и быть готовым к построению алгоритмов решения задач на основании существующих 
методов и определенных методик начертательной геометрии, необходимо учитывать классификацию, а 
соответственно и определения геометрических образов общего и частного положения в следующей по
следовательности:
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При наличии геометрического образа частного положения значительно упрощается решение задачи. 
В случае необходимости достижения этой цели имеются -  методы преобразования комплексного чер
тежа. Основополагающими при этом являются задачи: (рис. 17.4).

- прямую общего положения преобразовать в прямую уровня;
- прямую уровня -  в проецирующую;
- плоскость общего преобразовать в проецирующую плоскость;
- проецирующая плоскость -  в плоскость уровня.

Рис. 17.4

2. Позиционные задачи
Группу позиционных задач составляют задачи:
- на взаимную принадлежность геометрических образов (ГО);
- на взаимное пересечение геометрических образов (ГО).
Задачи на взаимную принадлежность геометрических образов, подробно рассматриваются в раз

деле конструирования и задания поверхностей на комплексном чертеже, так как задача на принадлеж
ность точки является задачей-критерием задания этой поверхности. Поэтому, если необходимо каким- 
либо способом задать поверхность, то это означает, что должен решаться вопрос о принадлежности точ
ки поверхности в прямой и обратной постановке. При этом необходимо исходить из следующего общеиз
вестного положения -  точка принадлежит поверхности, если она принадлежит некоторой линии этой по
верхности (рис. 17.5).
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Рис. 17.5

Задачи на взаимное пересечение геометрических образов:
- на пересечение двух линий;
- на пересечение плоскости, линии и поверхности;
- на пересечение двух поверхностей.
Первая из этих задач сводится к следующей -  заданы две линии и требуется определить, пересе

каются они или нет. Решение основывается на одном из инвариантов проецирования.
Методика решения следующих двух задач основывается на трёх алгоритмах, соответствующих трём 

случаям расположения пересекающихся геометрических образов относительно плоскостей проекций.
1- й случай (частный) -  оба геометрических образа занимают частное положение относительно 

одной и той же плоскости проекций, или относительно разных плоскостей проекций;
2- й случай (частный)- один геометрический образ является частного положения, а второй зани

мает общее положение.
3- й случай (общий) -  оба геометрических образа занимают общее положение.
Алгоритм решения задач в первом случае сводится к следующему.
Если на комплексном чертеже задан проецирующий геометрический образ, то на одной из плоско

стей проекций изображена его основная проекция, которая обладает собирательным свойством.
Если оба геометрических образа являются проецирующими, то в этом случае на комплексном чер

теже даны их две основные проекции, которым и принадлежат проекции их общих элементов -  точек или 
линий пересечения.

Алгоритм решения задач во втором случае заключается в следующем. Один из заданных ГО яв
ляется проецирующим, и на чертеже изображена одна основная проекция, которой принадлежит проек
ция искомого общего элемента. Имея одну проекцию искомого общего элемента, можно найти вторую, 
решив при этом задачу на принадлежность геометрического элемента не проецирующему ГО.

Алгоритм решения задач в третьем, общем, случае заключается в следующем. В этом случае нет 
проецирующих поверхностей, и соответственно нет на чертеже проекций со свойствами собирательности. 
Основным способом решения задач является способ вспомогательных плоскостей частного положения 
либо способ концентрических сфер.

3. Метрические задачи

В этой группе можно выделить задачи, имеющие приоритетную значимость: на перпендикулярность 
прямых линий; перпендикулярность прямых линий к произвольной плоскости (оригиналу) заданной в 
пространстве. Задачи проанализированы на рис. 17.6:

- через заданную точку провести прямую, перпендикулярную плоскости;
-через заданную точку провести плоскость и прямую, перпендикулярную прямой; определение нату
ральной величины отрезка прямой, методом прямоугольного треугольника.
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Рис. 17.6

При решении метрических задач необходимо использовать теорему о проецировании прямого угла, 
теоремы о перпендикулярности плоскостей и прямых к плоскостям, а также алгоритмы решения задач по 
определению общих геометрических элементов в результате пересечения геометрических образов.

Выводы: целенаправленный комплексный подход к изучению начертательной геометрии позволя
ет развивать у студента пространственное воображение, что, в итоге, приводит к приобретению и разви
тию практических навыков, необходимых при решении задач, и способствует получению студентами не
обходимых знаний, формирующих инженерное мышление в целом.
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