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ОБ УСЛОВИИ РЕГУЛЯРИЗУЕМОСТИ
ЗАДАЧИ РИМАНА -  ГИЛЬБЕРТА ДЛЯ НЕКОТОРЫХ
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ПО ДУГЛИСУ -  НИРЕНБЕРГУ СИСТЕМ

В настоящей статье рассматривается множество эллиптических по Ду- 
глису -  Ниренбергу [1] систем двух дифференциальных уравнений с част
ными производными в пространстве R n (п > 3) вида
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где a0,bj,Cj,dJk( j ,k  = 1,2.... и) -  заданные действительные числа,

w,v:R" ->R  -  искомые функции. Эллиптичность системы (1) по Дугли- 
су -  Ниренбергу означает, что, во-первых, главная часть (1) имеет вид
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т. к. существует набор чисел S1 =-1, S2 =0,Г, = l,f2 = 2 , для которого вы
полняются неравенства degak/( t)< s k +t. (к,J = 1,2), и, во-вторых, для 
любого ненулевого вектора £ e R ” выполняется неравенство d e tA (t)^0 . 
Отметим, что рассматриваемое множество систем вида (1) имеет четыре 
компоненты гомотопической связности [2].

Пусть Q c R"( h > 3) -  ограниченная односвязная область, гомео- 
морфная шару, границей которой SQ является гладкая (п - 1) -мерная по



верхность Ляпунова. Задача Римана -  Гильберта состоит в отыскании пары 
функций и є  C 1 (Q) о  С°'“ (Q) и и є  C2 (Q) о  С°-а (q ), удовлетворяющей 
в области Q  системе уравнений (1) и граничному условию

g, (у)и(у) + g 2 (у)и(у) = / ( у ) ,  у  є  дП , (2)

где g ,,g 2, f  :5 Q —> R  -  заданные непрерывные по Гельдеру функции; 
Cn(Q) -  множество всех непрерывно дифференцируемых в области fi 
функций до порядка п включительно; Cna(Q) -  множество всех непре
рывно дифференцируемых в области Q функций до порядка п включи
тельно, все частные производные которых до порядка п  включительно 
допускают непрерывное продолжение на замыкание области, и продолже
ния всех производных непрерывны по Гельдеру с показателем ає(0;1] 
в Q.

Если « = 2 и система (1) представляет собой систему Коши -  Римана, 
задача Римана -  Гильберта (задача Гильберта в терминологии Ф. Д. Гахова 
[3]) является одной из основных краевых задач теории аналитических 
функций и достаточно подробно изучена (см. [3, с. 217] и имеющуюся там 
библиографию).

В трехмерном случае (и = 3), когда система (1) либо принадлежит 
классу трехмерных аналогов системы Коши -  Римана [4], либо является 
эллиптической кососимметрической системой [5] или эллиптической сис
темой ортогонального типа [6], для задачи Римана -  Гильберта получено 
условие регуляризуемости, проведена гомотопическая классификация ре- 
гуляризуемых задач и вычислен их индекс. При п = 4 известны примеры 
систем [7-10], обладающих свойством, что никакие граничные условия не 
могут образовать вместе с системой регуляризуемую краевую задачу.

Напомним, что краевая задача называется регуляризуемой, если для 
нее выполняется условие Я. Б. Лопатинского. Это условие накладывает 
дополнительное ограничение на матрицу граничного оператора и обеспе
чивает нетеровость краевой задачи как в классических пространствах, так 
и в широком классе гильбертовых пространств [1]. Последнее означает, 
что однородная задача (1), (2) имеет конечное число линейно независимых 
решений, а решение неоднородной задачи существует при выполнении ко
нечного числа линейно независимых условий. В настоящей работе доказы
вается критерий регуляризуемости краевой задачи Римана -  Гильберта 
( 1), (2).



Теорема. Краевая задача (1), (2) регуляризуема тогда и только тогда, 
когда в каждой точке у  є SQ и при каждом ненулевом векторе T, каса
тельном к поверхности SQ, выполняется неравенство

-  8х ( y ) K \ v  + г )  + a0g 2О )  *  0 , (3)
П

где W  = I b j t j , Л1 -  корень уравнения det А(Лу + г) = 0, лежащий
і=і

в верхней Л -полуплоскости, V -  единичный вектор внутренней нормали 
к SQ в точке у, A(Z) -  характеристическая матрица системы (1).

Доказательство. Условие Я. Б. Лопатинского задачи (1), (2) состоит 
в том, что в каждой точке у  є д П и  при каждом ненулевом векторе T , ка
сательном к SQ в точке у, ранг матрицы

Цу,г)  = ̂ r f a О ) g2(y)]-jA-\Av + r)(E,AE)dZ (4)Am y

является максимальным, т. е. равным I . В формуле (4) у  -  простой глад
кий замкнутый контур, лежащий в верхней Л -полуплоскости и охваты
вающий X1, E — единичная матрица второго порядка. Непосредственные 
вычисления показывают, что с точностью до ненулевого множителя

Uy, г) = (а  (у )d (Л, у +т)-  g2 O M V  + г))е, + (a0g2 (у) -  gl O M V  + r))e2, 

где a  = (1 ;0 ;^ ;0 ), e2 =(0;1;0;Д,), c(£) = £ c / ; , d(Z)= Y djA A t  •
y=l JMI

T. к. при любом A1 є C векторы е, и е2 линейно независимы, то усло
вие максимальности ранга матрицы (4) равносильно выполнению в каждой 
точке у  е дП и при каждом ненулевом векторе т є  TySEl неравенства

Ia O W + 0 - а >  O M V + г)|+ ka>  О ) -  a  O M V + O k 0- (5)
Очевидно, что если выполняется условие (3), то выполняется неравенст
во (5) и, следовательно, для задачи (1), (2) выполняется условие Я. Б. Ло
патинского.

Обратное утверждение докажем методом от противного. Пусть задача 
(1), (2) регуляризуема и найдутся точка у 0 едП  и ненулевой вектор 
т е Т  SQ такие,чтоУо ’



Выразив из формулы (6) gjO/j) ( aO ^  О в силу эллиптичности системы 
(1)), получим

gO oM V + ? ) - И2(Уо)с( ^  + ̂ ) = ̂ 1(^0)^^(^ + ? ) Ч  = °>

что противоречит (5). Теорема доказана.
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