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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА Ш 
"Нлклоштя МАЯТНИК:

Надо верить* что ты многое можешь,- 
Тогда многое станет возможным.

В.М. Борисов
А Щ Ь  РАБОТЫ:

1 . Экспериментальное определение среднего значения периода: 
шоб свободных колебаний; ТКру? крутильных колебаний (в

зависимости от выбранной модели). “
2. Экспериментальное определение зависимости периода 

\ а ч ^ )  хлебаний с качением наклонного маятника от значения угла
•клона р плоскости колебаний,

3. Сравнение экспериментально установленной зависимости периода 
гкачф ) колебаний с качением от значения угла наклона р плоскости 
чюлебаний с теоретическими моделями различной степени сложности.

4. Определение значения коэффициента трения рк качения.

Ш*ИБ0РЫ 2 ПРШАДЛЩЮСТИ: Установка для определения коэф- 
циента трения качения ГОМИ, набор пластин, шариков и упругих
ей.

Что труднее всего видеть своими глазами?
То* что лежи? перед нами.

И.В. Гете
ш т ш  установку:

Обдай т л  установки показав на Рис.3.2. ?< основанию (2), 
энному четырьмя ножками а регулируемой высотой, прикреплен 
^секундомер Ш»~Х4 <X). В основании закреплена труба (3), 
соторой смонтирован корпус <4* с червячной передачей, 
детвой оси червячная передача соединена с кронштейном (5),

сторон пртфсшша шкала X (в) л шкала I I  {?). в кронштейне 
члена полоша (8 К на которой подвешен на нити шар с 
л>й (9), В кронштейн (5) по направляющим вставляются 
‘W пластин СХО). Для паклена маятника используется вороток 

К кронштейну <3} сравзвчее фотоэлектрический датчик 
В случае необходимости вара заменяются путем отвинчивания 

а *т еодаяш и навинчивания нового «ара. Вид лицевой навели 
зкущэомера ГОА~14 представок па Гйс.3.2:
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Рис.3.2. ЛИЦЕВАЯ ПАНЕЛЬ УСТАНОВКИ.

Льда недалекие обычно осуждают 
все. что выходит за пределы их 
понимания.

Ф.Ларошфуко
4. ПОДГОТОВКА ПРИБОРА К РАБОТЕ.

Для того, чтобы подготовить прибор к работе необходимо’ 
проделать следующие операции:

1. Освободить лабораторную установку от предохранительного 
полиэтиленового чехла (если он одет);

2. Проверить, отжата ли кнопка ’’СЕТЬ**, после чего 
подсоединить шнур электропитания к розетке.

В. Нажать кнопку "СЕТЬ". При этом на табло прибора должны 
загореться индикаторные лампы;

4. Установить угол наклона р=0, т .е . установить 
плоскость качаний маятника вертикально. Установка угла наклона р 
производится при помети маховичка с рукояткой;
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5. Если маятник правильно установлен, то в положении 
равновесия нить маятника проходит через нулевую отметку писали 
отклонений; винтами регулировиш уровня 0ТГ0РИ301ПИРОВАТЬ 
установку так, чтобы при р=0 шарик едва соприкасался с по­
верхностью металлической пластинки.

Очень немногие леди, и при том самые 
замечательные, способны просто и откро­
венно сказать: "НЕ ЗНАЮ".

Д.И. Писарев
5.1 МЕТОДИКА ИЗМЕРКШЛ ПЕРИОДА СВОБОДНЫХ КОЛЕБАНИИ,

Один из простейших способов определения периода свободных 
колебаний можно описать следующим образом: из теории, вытекает что 
период малых колебаний не зависит от амплитуды. Поэтому вначале 
задайтесь уровнем относительной точности для периода в диапазоне 
10“"̂ +1О”4с и определите рабочий диапазон угловых амплитуд, т .е . 
такое значение максимального угла отклонения ф^, что при угловой 
амплитуде меньшей фт , относительная погрешность периода будет 
меньше выбранного значения уровня относительной точности для 
периода

I- Отведите маятник в любую сторону па некоторый небольшой 
угол, меньший ф^;

2. Отпустите маятник и пропустите несколько колебаний.
3. После этого нажмите кнопку "СБРОС" Если установка 

правильно работает, то на левом табло ( с надписью "ПЕРИОДЫ") 
должны поочередно загораться цифры 1 ,2 ,3 , . . .  ;

4. После нажатия кнопки "СТОП", например, во время 
индикации цифры "9", произойдет остановка па цифре "10". Это и 
есть число колебаний для данного случая. Ваша задача заключается 
только в том, чтобы определить затем ПЕРИОД КОЛЕБАНИИ по 
формуле:

T * * t / n 9 ( ' (5.1)
где- t  -  время колебаний, а п -  число колебаний (периодов).

5,2 МЕТОДИКА ИЗМЕРЕНИЯ ПЕРИОДА' КРУТИЛЫШ КОЛЕБАНИИ,
Период,крутильных колебаний определяется следущим образом: '
I .  Устанавливают при помощи маховичка с рукояткой плоскость
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паклонного маятника так* чтобы вращение шарика относительно 
вертикальной оси происходило беспрепятственно.

Я, Закручивакгг нить шарика на один оборот и отпускают ее.
3. Замеряют пра помощи секундомера время t п 1футильгш 

колебаний и затем вычисляют период по формуле (5.1).

5.3 МЕТОДИКА ЮМКРЕКИЯ ПКРИОЯА КОЛЕБАНИИ КАЧЕНИЯ,
Период ю>;шбаайй с качением определяется следувдш образом:
1. Устанавливают при помощи маховичка с рукояткой плоскость 

наклонного маятника на некоторый угод р.
2. Отводят шарик на небольшой угол а и отпускают его.
3. Пропуская Т-2 колебания, нагнмают кнопку кСПРОСи и затем 

через п колебаний,накнм*т кнопку "СТОП", после чего вычисляют 
период но формуле (5.1).

а КОНЕ V Ш и £ if Т А Л Ь И А Я Ч к С Т Ь

Ш*ЧйНаЩШу можно и нужно помочь учить­
ся, ко научиться о а может только сам.

Й.М. Франк
Ы  выбор возможной модели

Выбор модели осуществляется ('.ту дел том самостоятельно. Б 
данной работа используются три возможных теоретических модели. Воа 
ОНИ подробно раосматииьаюгся В ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ ЧАСТИ работы (§? 
§̂ .1 IL i)* В даши м параграфе приводится лишь краткие
характеристики моделей и формулы» приспособлении» ш \ п& проверки.

МОДЕЛЬ I яс1ЮЛ»>зуето« в ситуации, когда при колебаниях
наклонного маятника n*ie «цшшяшй энергией закручивания нити можно 
пренебречь, Ксмбииируи формулы (В. 14) и (8 .1?), получим

fjjaeynp . / 1 5
/  COS(p)

Т.СВОб (в.1>

Введя обозяачеиая о»/Т м X 1 //соа(Ш,
линейную зависимость *

r * W  .  awX, «, /  ■-.
Ао

полу чкм следу какую

(0.2 )

которую И следует прогорать в 1ЮДКЛИ 1.
Ш)ДЕЛЬ_2 используется в ситуации, когда при колебаниях



наклонного маятника потс^щкальной 'нергией закручивания нити 
пренебречь ужа нельзя. Из теории, изложенной в §8.4, следует, что 
период колебаний с качением T*o(р), период крутильных колебаний
^•фут й П8рИ0Д свободных колебаний ?сшб связаны сдедухщим

йо го
соотношением (пропущенные вшсладкя проведите самостоятельно):

" ] ^ г  о—  *
ц̂СВОо jss «̂цКруТ̂ а

(6.3)

Из этой формулы получаем следующую формулу: 
1,4 С03(в) 0,4

^ ( б )  4 jjylSpyTj*
*о *о **

Вводя обозначения
1,4 I

“уар Тг (р)’ °  *
2о ао

получим линейную зависимость

ь 0,4
~(Ticpy?)* X « соз(р)

у в ш: + Ь , (6.4)
унр

которая и подлежит зглнеришнтальпой проверке в модкйй~2.

в .2 ПОРЯДОК ВШШПШИЯ Ш О Т
Сначала следует выбрать к согласовать с преподавателем 

проверяемую модель и число я. измерений.
Для - ИОД7Ш-2: Определить по п раз период Тсш6 свободных 

колебаний и период ?,пут крутильных колебаний.
№  ЩЩШ-1,2: определить щ  п раз период Т1сач(р) колебаний 

с качением для согласованного с преподавателем числа значений 
угла р, в пределах от I до 40°.

в.з щ&шмш wmsm
Веркфакация, т .а . проверка моделей производится в соответствии 

с аягоритшм, изложенным з §8.6. .



Кто- не 'идет вперед, тот вдет 
назад; стоячего положения нет.

В.Г.Белинский
L. ОПРЕДЕЛИМТЕ КОЭЖЩИЁНТА ТРЕНИЯ КАЧЕНИЯ

Задание, сформулированное в данном параграфе, является 
дополнительным при работе с МОДЕЛЯМИ 1-3. Для определения 
•коэффициента трения качения введем в рассмотрение МОДЕЛЬ-3. В этой 
модели учитывается, что в реальной экспериментальной установке 
вследствие наличия трения качепия измеренное значениейериода 
Т1сач(Р) колебаний с качением обличается от значений, получаемых в 
МОДЁЛй-2. В соответствии с формулой (8.8) имеем

АТ 2S[j£g* cos7'(р) _ г 0,02 
392 % If  ~ I f

COS*{f»). (7 .1 )

Проверка этой зависимости и определение коэффициента трения 
качения и является целью экспериментов, проводимых в рамках этой 
модели.
Теоретические оценки, которые мы здесь не приводим, показывают, 
что величина АТ/Т0имеет порядок 2 -103.Поэтому для выполнения 
этого упражнения влият те негармоничности колебаний должно оыг* _» 
значительно меньше, чем при проведении стандартных экспериментов, 
а для этого угловая амплитуда колебаний не должна превышать 5°.

Если работа производится в рамках ШДЕМ-1 вычислите значение ' 
Т (р) с точностью до четырех десятичных знаков после запятой при
20 JL

всех значениях угла р по формуле

Т2i ^ C B O ^cost}!)* (7.2)

(Угловая амплитуда колебаний не должна превышать 5° I ).
Если' работа производится в рамках МОДЕЯй-2 вычислите значение 

Т (р) с точностью до четырех десятичных знаков после запятой при
всех значениях угла р по формуле

\  Т ( р ) « / сШ ИГ Т ~Ш1- ♦ 
• *о, у  ,тсзоо, гТ ^ р у т (7.3)

(Угловая амплитуда колебаний и в этом случае не должна превышать
5® !} .

Далее найдите разности А?(р) при в^ех значениях утла р 
между эксперимента эн ными к теоретические* значениями периода
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AT(pi)
колебаний качения. Найдите далее величины Yc=—~~— -.В

соответствии' формулой (7Л ) обозначаем X-
0,02
W R 1

*f0(Pi)
соз2(р) и строим

зависимость Y=AX, где А=|х*. Наилучшее в смысле метода наименьших 
квадратов значение А определяется по формуле

. EYtXt 
А=------;--- .
Е X?

Значение коэффициента трения определяется тогда по формуле

<?•*>
• ' ■ )

ПРИМЕЧАНИЕ. При определении экспериментальных значений Т1сач(Р) при
разлитых р угловая амплитуда »солебайий не- должна превышать 5°. 
Поскольку при больших р колебания бистро затухают и, кроме того, 
требуется одновременное определение начальных линейных амплитуд 
Ао(р), рекомендуется следующий иорядок: раббты. Опиюните маятник 
максимального оачслонеиия влево или вправо, отпустите его и 
отожмите кнопку "СТОП”. Следите за величиной максимального
отклонения шарика. В тот момент, когда оно становится меньше 5°, 
зафиксируйте его значение ф и нажмите кнопку "СБРОС”. После 2-3 
колебаний нажмите кнопку -"СТОП”. Определите значение периода и 
вычислите соответствующее значение линейной амплитуды А0=Ъф1т.

Т Е О Р Е Т И Ч Е С К А Я  Ч А С Т Ь

Поскольку идеализация задачи всегда неизбежна, 
прежде всего возникает вопрос о том, как далеко, 
мы можем идти в этом направлении, до какой сте­
пени можно идеализировать свойства системы и 
все же получать удовлетворительные результаты. 
Ответ на этот вопрос может дать в конечном сче­
те только опыт. Только сопоставляя те ответы, 
которые дает па тот или иной вопрос наше идеа­
лизированное рассмотрение, с результатами опы­
та, мы можем судить ЗАКОННА ли та или иная иде- 
ализация.

А.Андронов, А„Витт, С.Хайкин
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вЛ  ТРЕНИЕ ПРИ КАЧЕНИИ ТЕЛ
Рассмотрим шар массой т и радиусом Я, вращавдШся вокруг 

горизонтальной оси, вроходящей через неподвижный центр масс С. 
Точки па окружности сечения шара вертикальной плоскостью имеют 
скорость 70г*4»Я, Направления этих скоростей для верхней и нижней 
точек показана на Рис .0 .1 . Сообщим центру шара скорость

V»k <a R

Y,=tAft
Рис.8.1.

Vc относительно; исходной системы отсчета (СО). Тогда скорости

различных точек указанного сечения относительно исходной СО
— >

находятся векторным суммированием скорости Vc со скоростями во
вращательном движение. Для верхней и нижней точек для случая 
Va х^Я они показаны на Рй о . 8 . 2 , для  случая Ус<ы0Я - на Ркс.8.3, ао о
при 7С - аа Рио.8.4. При 7С =ц>Я скорость шшш8 точки в
исходной СО обращается в нуль.

Возьмем, например, шар, показанный на Рис.8.2, з положим его 
без толчка па горизонтальную шероховатую итюдшшзув опору. На
И1Ш1Ш точку кроме силы нормальной реакции оооры Н натекает
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действовать сила трения скольжения FTp« j.uv =j*mg (Гис.8.5). 
сила приводит к уменьшению скорости центра масс G но закону 

Vc * i F ^ / m  * V%~ \i£t.

О другой стороны* относительно оси* проходящей через центр С* эта 
сил."! имеет момент увеличивающий угловую скорость
до закону u = ^  4 е*.-~ ц, +(МТрЛ7с )£ « +(|Jtfa#/Jc )t, где 
J c H h *  - момент инерция шара относительно оси* проходящей через 
центр касс«В тот момент* когда начинает выполняться условие 
Ус скорость шшней точ!а обращается в нуль (как на Рис.8.4)» 
проска льзнвание нижней точки по поверхности прекращается и 
начинается чистое качение, g отот момент сала трения в 
иле чл:!3 нгроввштом рассматриваемом случае обращается в нуль и шар в 
дальнейзам дсвтотся рашомврю.

Опыт показывает, однако, что в действительности движение 
шара без проскальзывания является замедленным и в конце концов он 
останавливается. Причиной этого является аг учитывавшаяся выше так 
называемая сила оопротввл&пяя тдчовш}. Ее природа, как,впрочем*и 
природа всех сил трения вообще» очень сложна, поэтому огранимея 
лишь самыми обешш свсзденшшз. При качений контакт между шаром и 
опорой происходит вследствие деформаций не в одной точке, а вдоль 
некоторой хшщадки. Отй деформации вследствие явления так 
называемого упругого гистерезиса, оказываются несимметричными 
относительно вертшшв, проходящей через центр шара, и поэтому
сила реакции опоры ? , которую как обычно т т о  представать в виде

->
сукмы двух доставляющих -  вдоль опоры и перпендикулярно к ней:
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Н + Fc-  направлена так, 1сак показано на Рис.8.6, на котором 
показана дд$. простоты деформированной лишь опора в сильно 
преувеличенном для наглядности виде. Горизонтальная состатигяюцай
Fc сшм реакции F называется силой сопротивления качению. Она 
уменьшает скорость центра инерции шара С: модуль ускорения центра 
С равен aQ=Fc/m. В то же время вследствие малости деформаций 
плечо этой силы относительно горизонтальной оси, проходящей через 
центр шара, почти равно радиусу шара R и момент этой силы #C=FCR 
ускоряет вращение шара. Легко видеть, что при отсутствии 
проскальзывания результирующая работа этой силы равна нулю: 
отрицательная работа по уменьшению кинетической энергии 
поступательного движения ^ ост=“-*с5 » где 5 “ путь, пройденный 
центром С, равна по модулю положительной работе по увеличению 
кинетической энергии вращательного движения ЛГф =FCS<^FCT ^  
?CS, где ф=р- У но л поворота шара. Поэтому сила FQ подобна силе 
трения покоя и не является .диссипативной. Требуемое условием 
отсутствия проскальзывания замедление вращения шара, согласованное 
с уменьшением скорости его центра, обеспечивается тем, что
нормальная реакция 7 при качении оказывается смещенной вперед по 
направлению движения относительно вертикальной оси, проходящей 
через центр шара.

Плечо этой силы относительно горизонтальной оси, проходящей че­
рез центр шара, обозначается через и называется коэффициен­
том трения качения. Опыт показывает, что в первом приближении 
величина jjl, не зависит от скорости и радиуса шара и 

определяется лишь свойствами материалов шара и опоры. Значения 
для различных пар материалов обычно приводятся в виде 

таблиц.Обратито внимание: является размерной величиной и
имеет размерность длины: [^ 3  » ы. Именно момент силы

у

II согласованно с уменьшением скорости уменьшает угловую скорость 
вращения я* следовательно, совершает отрицательную работу до
уменьшению кинетической энергии зращательного движения шара. Что

• - —>
касается силы ?с , то она зависит не только от .силы *7 и .материал)в 
шара я опоры подобно, например, силе трения скольжения, ао ж от 
других величин* Действительно, в рассматриваемом- выше случае за 
половая отсутствия проскальзывания следует, что ae«eR* Таким
образом.
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откуда

%c/R

Если, папд.лмер, nej изменяя массы шара и его радиуса за счет 
изменения распределения масс внутри шара изменить его момент 
инерции, то FQ тоже изменится. Более того, сила сопротивления 
качению зависит также от ускорения центра инерции шара. Рассмотрим 
шар на горизонтальной опоре, к центру которого приложена 
горизонтальпая сила Fro^ . .Записывая закон' Движения центра масс и

основное уравнение динамики вращательного движения вокруг 
проходящей через него горизонтальной оси-, получим для модулей 
ускорения центра эс и углового ускорения е следующую систему:

Рис.О.7.

F -  F,

Решая систему с учетом соотношения зс- eR ; подучим

г - y v /я

т( 1+ —  )
(ОД)



(j^JOAniR)
(8.2)W

f c = F -------------- + -------------------
I + W  1 + w

т .е . действительно F0 зависит от внешвий силы }\ определяющей 
ускорение центра С. Это обстояч^льоттю отличай? силу PQ от всех 
прочих силЛ №учтч$х в мехашпсоУ, которой огй^доляздтся только 
взаимным расположенной к <жордсуями тел и ш  зависят 
шлюсродствотто друг от друга» Введем величину

V ® i i +  — )
«Я

, ъ а
и назовем ее ^Ш т йзт й  массой. Для шара, например, и

ЗРогда формула (8Л ) позволяет сделать следущев 
заюетенао.
п  Ускорение центра масс при чистом начеши шара под действием 

->
некоторой силы F > линия действия которой прохода через 

центр,'такое же, как и поступательно движущегося тела а массой
те , на которое дошлшгтшшко к силам #, F действует

»
протшододожшя скорости оила-У ^^* |л ~?г*, называемая «илой 
трения качения.

Сформулированное утверждение позволяет автоиштичаски переносить 
результаты - анализа йоот^чштелышт движения, которые получить 
обычно значительно проще, на случай частого 1сач©шя. (Ш путайте

Я
силу трения качения F, .̂ г* ц с оалой сошхушшшшья крчвщ%. 
определяеша формулой (Я.2) Л )

Завершая разговор о качения заметим, во-перыл, что изложенная 
теория применима также для качения дтегндра и во-вторых, что 
данная теория пе учитывав? тонкие детали механизмов взаимодействия 
тел при качешш: прв деформациях тел фактически sasear место 
м икро скопическое проскалызшаниа поверхностей тел .друг
относительно друга, приводящее к / рассеяна» энергии (1ШЮШШ, 
что при чйотсм качения шшросшгшчеоквз проскальзывания 
отсутсвуют), штт место неупругае деформации и т .д .



Если бы печатали только полезное, 
то било бы во сто раз менее книг.

О, Вольтер
в .2  колт х т  щ  ш т т  ужото-тштухк cm, протквоположйьпс

этапрдмг̂ пш скотатГщ здш
Рассмотрим колебания одномерного осциллятора, на который кроме 

квазаупругой силы действует постоянная но модулю сила, направление 
которой гротяэоиоложпо скорости двоения. Простейшим примером 
могут служить колебания груза массой т на пружине с коэффициентом 
упругости к при наличии сухого трения между грузом и опорой 
(Рис.8.3), Выбирая начало координат в положении равновесия тела в

I ■ ■
■, ! . л

*— --- 1~Х
К

Рис,3.8,

отсутствие трепня (т.с«, кЬгда пружина недеформирована), имеем при 
движений шряво

т £ г« ' - U х - F
а  п р и  д ь и а е ш ш  ш & ш

при оА

(8.3)

Ш - & х  + F при 7Х < 0. (8,4)
Конечно, в случав, покавянвом на Рис.8.8, сила F «до , но б целях 
общности рассмотрения ото соотиэшешю дальше использоваться не 
буде?. Обозначим « ь£. Тогда <<>0 имеет смысл 'циклической

частоты колебаний g отсутог- т m m  F » а ?0 « -периода 
колебаний э атом случае. Пусть До>0 - начальное отклонение те via, 
а его начальная скорость равна нулю. Если .̂ Л0^г^0Д0<Р, т .е. сила 
упругости меньше силы трения» то колебания вообще не начинаются.
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Обозначим — g  - *e. Область значений координати я: ~е < X <е

определяет так наздваемую ЗОНУ ЗАСТОЯ, Если тело останавливается 
в области застоя» то дальнейшее движение прекращается. Буде1* 
предполагать, поэтому, что ^ > е . Решение уравнения (8.4) дрй 
начальном условии х  >» А0 , Рх = 0 при £=0 имеет вид

* в {А0-  e)cos(u0t)  + е. (8.5)

1ёШ  образом, npp'i движстта ВЛЕВО закон движения в точности 
совпадает с законом движения при гармоническом колебании с

О nr
периодом Т0 а "ц - и амплитудой (4Q~e), совершащимися около

^ * F
положения равновесия в точке' с координатой ё « ----п— . Пои t = -2L, ы0

имеем Xt ~ -А0 + и скорость тела в этот момент времеий
обращается в нуль. Если j£ |> e  , начнется движение ВПРАВО,
описываемое уравнением (8 .3). Решение уравнения (8.3) при условий
Х=0Г при t=t^ имеет вид

• *t= W0-3e)cos((«)0t)  -  а. (8.6)

Уравнение (8.6) описывает гармонические колебание около положения 
равновесия X * -е с тем же периодом Г0* ^ ~  и МВНЫШ амплитудой
U0~3e). При Гг= =2*4 имеем ^=0^=/^-48 и если .О  s ,
начинается опять движение клево (второе по счету) по закону

Л = U0-5e)cos(w0t)  + в, (8.7)

определяющему гармоническое колебание с амплитудой (40~5е) о ко jk> 
положения равновесия Х=е и т .д .

График зависимости X от t получается последовательна 
сщившгаом участков косинусоид:
H $C:2'QK I -  косинусоида, симметричная относительно прямой Х=е, 

с амплитудой {А0-е);
участок 3^3 -  косинусоида, симметричная относительно прямой Х=-е 

с амплитудой (у^-Зе);
участок 3ML -  косинусоида, симметричная относительно прямой Х=е, 

с амплитудой (^ -5 е )  а т .д .
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Очевидно, что понятие периода для такого типа колебаний носит 
условный характер, ибо полно»1 повторяемости кинематических 
характеристик по истечений определенного промежутка времена, 
называемого периодом, нет. Однако, в данном случае можно ввести 
два условных периода (квазипериода). Один к* гак, обозначим его 
' , .  представляет промежуток времени между двумя последовательными 
рчскмалршми ет1Ьлго:о1стям-.{ в одну (в любую) сторону , а второй 
(обозначим его через Tf ) - представляет промеауток времени между 
двумя последовательными вхождениями в о д а с т о р о н у  поиш иия 
равновесия. определяемого в отсутствие силы F.

ЯМШШ!,Л22&В 7^. как^следует из анализа, проведенного выше,*» &’Ж
v-удет равен периоду ?Q* — -- f т ,е . этот период будвт таким зш, как

2 5 2 отсутствие скш F. Следует заметить однако,
кто при автоматизированном измерении времени измерение этого 
периода затруднено, Ш'скольку максимальные отклонения постоянно 
убывают.

s  определяется очень просто. Именно этот 
квазипериод измеряется в работе. Найдем выражение д а  этого 
квааипериода Г в предположении, что вели? w ш  {оценка этой 
величины будет произведена ниже). Найдем момент времени t  , когда 
координата х первый раз от начала движения обратится *в нудь.
Поскольку s мяло, должна быть малой и разность

%
° " (t,o_V 4>* ^ л а  из условия Х*0 получим в

линейном по приближении:

0я (l4o~ e)cos(u0tjo) + е -  е + (Д0-  e)cosjw0(ot + .J?— )] .

откуда

е + (А0 -  e)cos(u0c -  - jp ) .  е -  (Л0~ e)BJn(«034) * 

е -  ( ^ -  е)ы0с ,

о ------------------ --- _ l _ ( i  + 1L)
* ' V  £Ч  4>«о 4) *

Аналогично для момента £„о , когда координата X во второй раз 
обратится з  пуль, получим

C »t - 5к
“ПаГ ~ П  * ^ ) .

4>Ы0 4>Искомый квазивзркод
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Р =х t -  tЙО 81
4еЕ

То +
4ег

^ожно показать, что Т9 не зависит от номера колебания. Такой 
образом, отличие квазипериода Т от периода незатухающих колебаний 

в отсутсвие силы F является величиной второго порядка малости 
е

цо <-*-).
? %

Мир в наш дни так быстро движется вперед, 
что не успевает один человек заявить о не- 
во г.мощности решения какой-либо задачи, как 
его перебивает другой, уже решивший ее.

Э. Хаббард
Ц.З КОЛШИИП НАКЛОННОГО МАЯТНИКА ПРИ НАЛИЧИИ СШ  ТРЕ7ГШ КАЧЕНИЯ 

Выше б1ш> показано, что аадача о чистом начете ;лара под 
действием некоторых сам динамически эквивалентна задаче о 
скольжашш тела с эффективной массой* т& под действием тех же с ил,
ц которым добавлена сала трения РТрЛ<« \х ~yv~ *. При колебаниях 
наклонного маятника величина нормальной реакции N-щ  соа(р), где р 
- угол наклона плоскости к горизонту. Поэтому для фиксированного 
угла р сила трения качения является постоянной величиной.
1 Следовательно, справедливы выводу предыдущего параграфа от­

носительно кюгшперйодз f  t измеряемого ка да иной установке. В 
mpimi праблкжница гшрио,?* такой жвя каким оп был бы о 

отсутсттп т т  троякя кячония. Это озиачкот, что при выводе 
формулы для периодн в атом принижении можно вообще считать 

! трение отсутствующим. Это открывает возможность при выводе 
формулы для периода пользоваться законом сохранения 

механической энергии и получить трак&вт для периода колебаний 
2 ргш в1 щглЛяияюнии значительно проще, чем при динамическом 

_  рассмотрении.
рНРАТйТВ ВНИМАНИЕ! При наличии трения качения закон ’ сохранения 

механической анергия но тем не менее, если речь идет
,р вывбда формул для периода - т  мо&ио пользоваться. Во тутором 
прнблшзння истинный, т .е . измеренный период Та отличается от 
теоретического TQ, получаемого на основе закона сохранения
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механической энергии на величину Л21:
4е*

А!Г = У
Ф Ь

где е =
«КТ

У•~~7Т-
А ~ . .Учитывая, что для шара ;д„ 7

=НсГГЛ

JMg сов( р), получим

АТ
■ V

25ц^3г cos'- (р)
, 392 «"/£ j? ~

(8 .8)

8 .Л, ВЫВОД ФОРМУЛЫ ДНЯ ЗАВИСИМОСТИ ПЕРИОДА TQ(fi) КОЛЕБАНИИ КАЧЕНИЯ 
ШАРОВОГО МАЯТНИКА ОТ УГЛА- О НАКЛОНА МШТО1КА.

Как указано в §$ 8^ ,8^3  Е нервом приближении квазипериод У 
колебаний наклонного маятника при чистом качении не зависит от 
наличия трения качения. Обозначим это значение периода У и 
найдем выражение для У ^пользуясь законом сохранения механической 
энергии. Пусть L - расстояние от точки подвеса до центра С 
шарового маятника; ф - угол отклонения нити от положения 
равновесия.

Угловая скорость поворота нити равна и Д в ^ . ,  а линейная 
скорость перемещения центра инерции Vc-X> .̂ Согласно теореме



Кенига кинетическая энергия шарика жладнвается из кинетической
V2гп Оэнергии поступательного движения его центра инерции и

Jcw2
кинетической энергии вращательного движения — шарика вшеруг
оси, проходящей через центр шара параллельно нити, где Jc=-^-nU2 -  
момент инерции шара относительно той же оси, та -  масса шарового 
маятника, R -  его радиус, (*) -  угловая скорость вращения. Это 
вращение шара представляет собой сложное явление ибо, во-первых, 
он вращается с некоторой угловой скоростью о)г вокруг оси, 
совпадающей с нитью, и, во-вторых, сама нить,'продолжение которой 
будем считать проходящим через центр шара (на самом деле это не 
совсем точно, но мы этот ропрос обсуждать не будем), 
поворачивается с угловой скоростью м -  с этой же угловой 
скоростью поворачивается и радиус шара, проведенный в точку
крепления нити. Векторы угловых скоростей и й£ для случая <JOO 
показаны на рис.8.3 (вектор перпендикулярен наклонной
плоскости). Поскольку ь£±и£и w , то (/:=0)2-и»)*. В отсутствие

проскальзывания согласно §8.1 w =■=~ТГ
L .i 

—  ф .
R 4

Тогда кинетическая
энергия шара равна

Ек
шУ2 Jcof mV2 J  (.о) W )  ш(1ф )“

■ "5“ + ~ 2 ~ . “ ~2" + — 2----“ —  3----

= |  ( I ,4 P  + 0,4R®).

+ —  g—~ -

При повороте нити на угол фА центр . С шара поднимается над над 
наинизшим положением на высоту ЬО-совф^соsp (рис. 8 .8 ). Полагая 
потенциальную энергию шарика в наинизшем положении равной нулю, 
потенциальную энергию в положении, определяемом углом фд? запишем 
в виде mgL(i-cos$t }cosp. Будем считать, далее, что масса, нити 
пренебрешшо мала в сравнении с массой шарика и -что нить 
рерастяжша. (Это позволяет пренебречь потенциальной энергией нити 
Ь поле силы тяжестии потенциальной энергией деформации растяжения 
нити). При качении шарика нить, однако, закручивается. Если при 
этом возникают силы упругости, то нужно учесть также потенциальную
анергию деформации кручения |  ф®, где £ - некоторая постоянная,
характеризующая упругие свойства нити при кручении (модуль 
упругости кручения нити), ф2 -  угол закручивания нити. .
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Угол Цъ мог.ь:о определить следул1$ш образом. Умножив обе части
L . L

соотношения <*>ж« — <]чт dt и проинтегрировав, получим ф^-ф *
CONST. Считая, что р положении равновесия (ф«*0) нить не 
закручена (фг=0), получим, что C0NST-O. Учитывая также, что в
стандартном приближении малых колебаний имеем

Ф ф фа
1-созф^ 2sin2 (-^ --) ^ 2 ( - ^ - ) а= -гг1-, потенциальную энергию 
системы запишем в виде

Ф* ГР а*К„ * mgLcosa-̂ Л ч- — ~ V* 
л ??.

Ф1 д а
-jj-OngTjCOSp *Ь ^ s r) .

Полная механическая энергия системы
• ф* £Х2

Е=ВК+ЕП= <j? |  (1,41? + 0,4R!) + -^(mgXcosp +

в отсутствие ^сс^ативчых сил является величиной постоянной. 
Дифференцируя последнее соотношение по времени, получим 

* • • m . ф £Ь2
2ф, <iv § (1,41/  ► о,да) -2ф^(гп^Т,С0Бр + —?) .  о.

 ̂ 2R
ч

Поскольку ф4 не равно тождественно пулю, имеем уравнение •
да

(mglCOSp + —зг) 
. 2R ф̂  а О. (0.9)4 ш (1,да + о ,д а )

Сравнивая (8.9) со стандартным д^фвревшшльнш уравнением
гармонических колебаний I *к/£*0, где ы *2х/Т , Т -  период 
колебаний, получим для периода колебаний наклонного шарового
маятника в первом приближения сдадущее выражение:

Т (р )  «  2%, ш(1,да ♦ о,да)
(8.10)

ingLcos(p) + £-
R*

Формулу (8.10) можно упростить применительно к условиям реальных 
экспериментов. Так, пренебрегая величиной R по сравнению с I ,  из 
(8Л0) подучим:



(в. II)Т (Р) « ?.%/ -*

mgLcostp) ♦ Г—  
R*

Е(иш повторить в lie выкладки, приведенные выше в этом 
параграфе» в ситуации* ногда fWO и шарик не кьдаетоя опоры а 
учесть, что при этом шарик не вращается и нить не вкручивается* 
то для периода малых колебаний получим известное на школьного 
курса выражение:

{Вий)

Рассмотрен по аналогий крутильный колебания шарика ьи нити подвеса 
при в отсутствие контакта с опорой, получим

Т*РУТ, 2, /  0.4ИП* (0.13)
/ —  •

Наконец* можно рассмотреть колебания наклонного маятника на нити» 
к которой при кручении упругие силы отсутствуй (f«0):

Tuoyiip^ ?я 1,4 I, 

g ооа(р)
(0.14)

Bib уогоню ЛИ ТВОГСТИ̂ -ЖАН модель ОШШАКТ НГНКРИМКНТДДиаП) 
СШАЩГ,’
Пусть ь Ht котором ;>к*ив римии»? чкспсриментитор, сдавая ряд 

значений физической величины X* получил в результате и;1мереии2 ряд 
значений другой физической величины У. Пусть, далее*
экспйримингатор |»аспмлагаОТ теорией, согласно которой величины У и 
X связаны линейной зависимость*»

V * оХ 4 ь,
где а и ь ~ некоторые постоянные. йюникает вопрос» хорошо *ш 
экспериментальные данные соответствуют теоретический модели. D 
математический статистике разработаны строгие методы анализа 
Подобных ситуаций* но они мал*1Ш*глядны и требуют большой
вычислительной работы. Гю атому здесь мы рассмотрим нестрогий
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графический метод анализа. Постоянные а и Ъ теоретической модели, 
как ’пра'вилУ, сами выражаются через некоторые величины, 
определяемые в эксперименте, поэтому они известны с погрешностями 
Да и Ль, которые определяк/гся стандартным образом [1] .Рассмотрим

на котором всевозможные прямые вида Y=aX + р, где а€[э-Да,а+ДаЗ, 
Ре1Ь-Лъ,ъ+ДЬЗ заполняют на координатной плоскости (X,Y) 
заштрихованную область (для наглядности размеры этой области в 
данном случае силы > преувеличены). Отметим на той же координатной 
плоскости ' экспериментальные точки (Xi,Yt ). Каждое 
экспериментам лое значение Y, найдено с погрешностью AYt . 
Изобразим эти погрешности с помощью вертикального отрезка, 
откладывая отрезки &Yt вверх и вниз от точки (X^Yt) (чаще всего 
все AYl . одинаковы, т .е . экспериментальные значения величины у 
равноточные). Назовем попаданием зкспврштггялъной точки в 
заштрихованную область такое ое положение, когда отрэзок, 
изображала погрешность. хотя би частично находится в 
заштрихованной области. На рисунке показана 1-я точка, не 
попадающая в область, и j -я точка, в эту область попадащая. Г . и 
все экспериментальные точки попадают в область, то можно сказать, 
что экспериментальные данные соответствуют теоретической модели с 
доверительной вероятностью р V  где р - доверительная вероятность, 
с которой были определены погрешности Да. Дь и AY* (подумайте, 
почему ра, а не р?) В случае попадания ь отихованную область
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нокоторой доли <р экспоримоитялыплх точпк доверительная т. зроятность 
соответствия теоретической модели эксперимантялышм данным может 
бить оценена как ?Ррг, При <р=0, т.е. когда ни одна 
эксперимонтшгьпвя точка на попадает в заштрихованную область, 
можно сказать, что теоретическая модель неадекватна 
экспериментальным дптпшм.

8.6 ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЯ
1. Найти сколько времени пройдет от начала движения со 

скольжением.до начала чистого качения.
2. Какова скорость центра С инерции шара в этот момент?
3. Найти величину увеличения кинетической энергии вращатель­

ного движения и уменьшение кинетической энергии поступательного 
движения.

4. Каков знак работы силы трения? “ V!1

Л И Т Е Р  А Т У Р А
I .  Гладыщук А.А., Луценко Б.В., Чопчиц И.И. Лабораторные работы по 
курсу физики. Часть I .  Физические основы механики. Фронтальная 
работа NT. ’’Изучение теории погрешностей и кинематики материальной 
точки” (методические указания). -  Брест, ВИСИ? 19¾•
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