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Актуальной проблемой современной термодинамики является задача поиска 
оптимальных методов анализа процессов теплообмена, широко распространен-
ных в природе и технике. Как правило, параметры, характеризующие указан-
ные процессы, находятся в сложной взаимозависимости и являются функциями 
многих переменных. Подобные проблемы описания физических процессов ре-
шаются применением методик численного либо компьютерного моделирова-
ния. Выбор оптимальной методики позволяет получать результаты с достаточ-
ной достоверностью и точностью. Цель настоящей работы состояла в анализе 
возможности применения метода разделения переменных для решения двумер-
ных термодинамических задач теплопроводности.  

Известно [1–3], что путем решения дифференциального уравнения тепло-
проводности, которое устанавливает связь между пространственным и времен-
ным изменением температуры, в общем случае, может быть определено темпе-
ратурное поле внутри тела: 

, , 

где  – физический параметр вещества, характеризующую скорость изменения 
температуры в нестационарных процессах, который был назван коэффициен-
том температуропроводности;  – коэффициент теплопроводности;  – плот-
ность;  – удельная теплоемкость [1]. 
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Начальное условие для уравнения теплопроводности имеет вид: 
, 

где  – заданная функция, определенная и непрерывная во всех точках 
тела [2]. 

Общий вид краевого условия, из которого могут быть получены выражения 
для краевых условий в более простых частных случаях [3]: 

. 

В настоящей работе была рассмотрена первая краевая задача для уравнения 
теплопроводности в двумерном случае для простейшей области – прямоуголь-
ника: 

, , ,  

  . 
Применяя метод разделения переменных, были определены ненулевые ре-

шения задачи:  
Посредством несложных преобразований, получено 

. 

Каждое из отношений предыдущего равенства зависит только от одной пе-
ременной. Поэтому данное равенство возможно для всех значений перемен-
ных х, у, t из рассматриваемой области только если указанные отношения по-
стоянны, т. е. 

            . 

Таким образом, получены две задачи Штурма-Лиувилля и их решения с уче-
том граничных условий из приведенных выше отношений: 

 
  

  

Функция T(t) должна удовлетворять уравнению: 

. 

Общее решение уравнения имеет вид: . 
Таким образом, математическое выражение для искомых функций принима-

ет вид: 
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Необходимо определить линейную комбинацию этих функций, которая обес-
печивает выполнение начального условия. Для этого необходимо воспользовать-
ся ортогональной в прямоугольнике 0 < х < 1, 0 < у < 12 системой функций 

 

квадрат нормы которых  

Решение задачи ищется в виде линейной комбинации функций: 

 

Определив из начального условия коэффициенты, окончательно получаем 
функцию вида: 

 

Таким образом, представленные в настоящей работе результаты показывают 
возможность применения метода разделения переменных для решения двумер-
ных задач теплопроводности. Апробация указанных расчетов на практике и 
сравнительный анализ результатов численного моделирования с эксперимен-
тальными результатами, полученными иными физическими измерительными 
методами, являются актуальными задачами дальнейших исследований. 

 
СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

1. Самарский, А. А. Вычислительная теплопередача / А. А. Самарский, 
П. Н. Вабищевич. – Москва : Едиториал УРСС, 2003. – 784 с. 

2. Егоров, В. И. Аналитические методы решения задач теплопроводности : 
учебное пособие / В. И. Егоров. – Санкт-Петербург : Университет ИТМО, 
2015. – 38 с. 

3. Мазо, А. Б. Основы теории и методы расчета теплопередачи : учебное 
пособие / А. Б. Мазо. – Казань : Казан. ун-т, 2013. – 144 с. 
 

{ }
1 2

( , ) sin sin , , ,km
k mv x y x y k m N

l l
π π 

= ⋅ ∈ 
 

1 2
2 2 1 2

0 0

( , ) .
4

l l

km km
l lv v x y dxdy= =∫ ∫

2( )

1 1
( , , ) ( , ) .kma t

km km
k m

T x y t A v x y e ω
∞ ∞

−

= =

=∑∑

1 2
2( )

, 11 2 1 2 1 20 0

4( , , ) ( , )sin *sin sin sin .km

l l
a t

k m

k m k mT x y t x y x ydxdy e x y
l l l l l l

ωπ π π πϕ
∞

−

=

 
= ⋅ ⋅ 

  
∑ ∫ ∫


