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Требование релятивистской инвариантности законов природы примени-
тельно к теории элементарных частиц заставило задуматься о наличии у этих 
частиц внутренней степени свободы – спина. Наиболее известное уравнение, 
описывающее частицу со спином ½, – уравнение Дирака. Оно послужило об-
разцом построения теории для частиц с другими значениями спина. Данный 
подход получил название теория релятивистских волновых уравнений (РВУ). 
Однако в своём нынешнем состоянии теория РВУ способна предложить моде-
ли, включающие не только спин, но и другие (изоспиновые) степени свободы 
элементарных частиц [1]. Например, в работе [2] описано SU(6, 6) – симметрич-
ное обобщение поля Дирака-Кэлера [3], подходящее для описания поколений 
кварков. Полевое описание элементарных частиц посредством РВУ первого по-
рядка базируется на теории представлений группы Лоренца – группы унимоду-
лярных ортогональных преобразований SO(3,1) в псевдоевклидовом простран-
стве размерности 3+1. При этом одно из основных требований, вытекающих из 
постулатов специальной теории относительности, заключается в том, что вол-
новая функция указанных РВУ должна преобразовываться по некоторому при-
водимому представлению группы Лоренца, которое состоит из зацепляющихся 
неприводимых представлений этой группы. 

Рассмотрим SU(4, 4) – симметричную систему тензорных уравнений, содер-
жащую 32 компоненты. Запишем явный вид этой системы:  

𝜕𝜕𝜈𝜈𝜓𝜓𝜈𝜈[𝛼𝛼𝛼𝛼] + æ𝜓𝜓[𝛼𝛼𝛼𝛼] = 0, 
1
2 (−𝜕𝜕𝜇𝜇𝜓𝜓𝜈𝜈[𝛼𝛼𝛼𝛼] + 𝜕𝜕𝜈𝜈𝜓𝜓𝜇𝜇[𝛼𝛼𝛼𝛼] − 𝜕𝜕𝛼𝛼𝜓𝜓𝛼𝛼[𝜇𝜇𝜈𝜈] + 𝜕𝜕𝛼𝛼𝜓𝜓𝛼𝛼[𝜇𝜇𝜈𝜈] + 

+𝑖𝑖𝜀𝜀𝜇𝜇𝜈𝜈𝜇𝜇𝜇𝜇𝜕𝜕𝜇𝜇𝜓𝜓𝜇𝜇[𝛼𝛼𝛼𝛼] + 𝑖𝑖𝜀𝜀𝛼𝛼𝛼𝛼𝜇𝜇𝜇𝜇𝜕𝜕𝜇𝜇𝜓𝜓𝜇𝜇[𝜇𝜇𝜈𝜈]) + æ𝜓𝜓([𝜇𝜇𝜈𝜈][𝛼𝛼𝛼𝛼]) = 0, 

𝜕𝜕𝜈𝜈𝜓𝜓([𝜇𝜇𝜈𝜈][𝛼𝛼𝛼𝛼]) +
1
2 (𝜕𝜕𝛼𝛼𝜓𝜓[𝛼𝛼𝜇𝜇] − 𝜕𝜕𝛼𝛼𝜓𝜓[𝛼𝛼𝜇𝜇] + 𝛿𝛿𝜇𝜇𝛼𝛼𝜕𝜕𝜈𝜈𝜓𝜓[𝜈𝜈𝛼𝛼] − 

−𝛿𝛿𝜇𝜇𝛼𝛼𝜕𝜕𝜈𝜈𝜓𝜓[𝜈𝜈𝛼𝛼]) +  𝑖𝑖𝜀𝜀𝛼𝛼𝛼𝛼𝜇𝜇𝜈𝜈𝜕𝜕𝜇𝜇𝜓𝜓[𝜈𝜈𝜇𝜇] + æ𝜓𝜓𝜇𝜇[𝛼𝛼𝛼𝛼] = 0, 
𝜕𝜕𝜈𝜈𝜓𝜓�𝜈𝜈[𝛼𝛼𝛼𝛼] + æ𝜓𝜓�[𝛼𝛼𝛼𝛼] = 0,      (1) 

1
2 (−𝜕𝜕𝜇𝜇𝜓𝜓�𝜈𝜈[𝛼𝛼𝛼𝛼] + 𝜕𝜕𝜈𝜈𝜓𝜓�𝜇𝜇[𝛼𝛼𝛼𝛼] − 𝜕𝜕𝛼𝛼𝜓𝜓�𝛼𝛼[𝜇𝜇𝜈𝜈] + 𝜕𝜕𝛼𝛼𝜓𝜓�𝛼𝛼[𝜇𝜇𝜈𝜈] − 

−𝑖𝑖𝜀𝜀𝜇𝜇𝜈𝜈𝜇𝜇𝜇𝜇𝜕𝜕𝜇𝜇𝜓𝜓�𝜇𝜇[𝛼𝛼𝛼𝛼] − 𝑖𝑖𝜀𝜀𝛼𝛼𝛼𝛼𝜇𝜇𝜇𝜇𝜕𝜕𝜇𝜇𝜓𝜓�𝜇𝜇[𝜇𝜇𝜈𝜈]) + æ𝜓𝜓�([𝜇𝜇𝜈𝜈][𝛼𝛼𝛼𝛼]) = 0, 

𝜕𝜕𝜈𝜈𝜓𝜓�([𝜇𝜇𝜈𝜈][𝛼𝛼𝛼𝛼]) +
1
2 (𝜕𝜕𝛼𝛼𝜓𝜓[𝛼𝛼𝜇𝜇] − 𝜕𝜕𝛼𝛼𝜓𝜓�[𝛼𝛼𝜇𝜇] + 𝛿𝛿𝜇𝜇𝛼𝛼𝜕𝜕𝜈𝜈𝜓𝜓�[𝜈𝜈𝛼𝛼] − 

−𝛿𝛿𝜇𝜇𝛼𝛼𝜕𝜕𝜈𝜈𝜓𝜓�[𝜈𝜈𝛼𝛼]) −  𝑖𝑖𝜀𝜀𝛼𝛼𝛼𝛼𝜇𝜇𝜈𝜈𝜕𝜕𝜇𝜇𝜓𝜓�[𝜈𝜈𝜇𝜇] + æ𝜓𝜓�𝜇𝜇[𝛼𝛼𝛼𝛼] = 0. 
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Здесь тензоры 𝜓𝜓[𝜇𝜇𝜈𝜈],𝜓𝜓�[𝜇𝜇𝜈𝜈],𝜓𝜓𝜆𝜆[𝜇𝜇𝜈𝜈],𝜓𝜓�𝜆𝜆[𝜇𝜇𝜈𝜈],𝜓𝜓𝛼𝛼 ,𝜓𝜓[𝜇𝜇𝜈𝜈][𝛼𝛼𝛼𝛼],𝜓𝜓([𝜇𝜇𝜈𝜈][𝛼𝛼𝛼𝛼]),𝜓𝜓([𝜇𝜇𝜈𝜈][𝛼𝛼𝛼𝛼]) 
сопоставляются представлениям (0, 1), (1, 0), (1/2, 3/2), (3/2, 1/2), (1/2, 1/2) (1, 1), 
(0, 2) и (2, 0) соответственно. 

Согласно теории РВУ с помощью этой системы можно описать микрообъек-
ты с набором спинов S = 1, 2. Но благодаря внутренней SU(4, 4) симметрии 
можно дать и иную трактовку. Из того факта, что преобразования Q группы 
внутренней симметрии образует полупрямое произведение с Лоренцевской сим-
метрией системы (1), вытекает возможность двоякого разложения алгебры 𝐴𝐴𝑅𝑅 
группы R полной инвариантности теории: 

𝐴𝐴𝑅𝑅 = �𝐽𝐽𝜇𝜇𝜈𝜈� ⨭ ��𝑑𝑑𝜇𝜇�⨁{𝑄𝑄}�,      (2) 
𝐴𝐴𝑅𝑅 = ��𝐽𝐽𝜇𝜇𝜈𝜈� ⨭ �𝑑𝑑𝜇𝜇��⨁{𝑄𝑄}.      (3) 

Здесь 𝐽𝐽𝜇𝜇𝜈𝜈 – инфинитезимальные операторы группы Лоренца Λ, 𝑑𝑑𝜇𝜇 – генерато-
ры пространственно-временных трансляций, 𝐽𝐽𝜇𝜇𝜈𝜈 = 𝐽𝐽𝜇𝜇𝜈𝜈 − 𝑄𝑄𝜇𝜇𝜈𝜈, символ ⨭ означает 
полупрямую сумму. 

Из разложения (3) вытекает, что группу полной инвариантности лагранжиана 
теории можно представить в виде прямого произведения Λ′⊗ 𝑄𝑄, где Λ′ – «пере-
определенная» группа Лоренца, по отношению к которой волновая функция Ψ 
характеризует уже не совокупность тензорных величин, а набор четырех дира-
ковских полей с обычной, то есть коммутирующей с преобразованиями группы 
Лоренца, внутренней симметрией. 

Приведенные соображения сохраняют силу для всех взаимодействий (в том 
числе калибровочных), не нарушающих внутреннюю симметрию свободного 
лагранжиана. Они означают принципиальную применимость уравнения Дира-
ка-Кэлера для описания частиц со спином S = 1/2 и внутренними степенями 
свободы, имеющими, таким образом, геометрическое происхождение. Наборы 
тензорных полей, подчиняющихся уравнениям (1), могут рассматриваться в ка-
честве геометрического аналога фермионного поля с внутренними степенями 
свободы. 

На квантовом уровне установлена возможность корректного квантования си-
стемы (1) по статистике Ферми-Дирака [1]. 
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