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Theorem 2. The function ||ln)8()( 12 xx −−=Φ π  is the fundamental solution of the 
biharmonic equation in 4R . 
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Как известно, погрешность метода простой итерации Ландвебера 

( ) 0, ,0,,,1 =−α+= δδδδδ+ xAxyxx nnn  [1–2] с постоянным шагом зависит от шага 
по антиградиенту, и притом так, что для сокращения числа операций желательно, 
чтобы шаг по антиградиенту был как можно большим. Однако на этот шаг 

накладывается ограничение сверху [2]: 
50

4 А
< α ≤ . Возникает идея попытаться 

ослабить эти ограничения. Это удается сделать, выбирая для шага три значения 
γβα ,,  попеременно, где γ  уже не обязано удовлетворять прежним требованиям. 

В гильбертовом пространстве H  решается уравнение первого рода yAx =   
c положительным ограниченным самосопряженным оператором A, для кото-
рого нуль не является собственным значением. Однако нуль принадлежит спек-
тру оператора A, следовательно, задача некорректна. Предполагая существова-
ние единственного точного решения x при точной правой части y , будем искать 
его приближенное значение nx , используя метод 
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В случае приближенной правой части δ≤− δδ yyy ,  уравнения yAx =   
метод (1) примет вид 

( )
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Ниже, как обычно, под сходимостью метода (2) понимается утверждение о 

том, что приближения (2) сколь угодно близко подходят к точному решению 
уравнения yAx =  при подходящем выборе n и достаточно малых δ . Иными сло-

вами, метод (2) является сходящимся, если . 

Далее, для упрощения считаем 1=A . Потребуем, чтобы при ]1,0(∈λ   и по-
ложительных γβα ,,  выполнялись условия 

1 1, ( т.е. 0 2) ,

(1 ) (1 ) 1,

(1 ) (1 ) (1 ) 1.

−αλ < < α < 


−αλ −βλ < 
−αλ −βλ − γλ < 

                                        (3) 

Замечание 1.  Условие  1)1()1( <βλ−αλ−   равносильно совокупности усло-

вий β+α<αβ  и  ( ) αβ<β+α 82 . Отсюда 8<β+α . 
Изучим сходимость итерационного метода (2) в случае единственного реше-

ния в энергетической норме (полунорме) гильбертова пространства 
,  где Hx∈ .   При этом, как обычно, число итераций n нужно вы-

бирать в зависимости от уровня погрешности .δ  Полагаем, что 0,0 =δx  и рас-
смотрим разность 

                                           ( ) ( )δδ −+−=− ,, nnnn xxxxxx .                                     (4) 

Нетрудно показать, что ( ) ( ) ( )[ ]yAEAEAEEAx mlk
n γ−β−α−−= −1 , где −mlk ,,  

натуральные показатели и nmlk =++ . Тогда запишем первое слагаемое из ра-

венства (4) в виде ( ) ( ) ( )1 1 k l m
nx x A у A E E A E A E A y− −  − = − − −α −β − γ =    

( ) ( ) ( ) .xAEAEAE mlk γ−β−α−=  При использовании энергетической нормы нам не 
потребуется дополнительная информация на гладкость точного решения х – его 
истокообразная представимость ( 0, >= szAx s ) [3]. В дальнейшем, для про-

стоты, считаем, что ),3(
3

Nppnnmlk ∈==== . Действительно, с помощью ин-

тегрального представления самосопряженного оператора A имеем 
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и при ∞→n  0→− Anxx , то для сходимости 0, →− δ Anxx , ∞→n , доста-

точно, чтобы 0→δn , ∞→n , 0→δ . Таким образом, если в процедуре (2) вы-
брать число итераций )(δ= nn , зависящих от δ  так, чтобы 0→δn , ∞→n , 

0→δ , то получим регуляризующий метод, обеспечивающий сходимость к точ-
ному решению уравнения yAx =  в энергетической норме гильбертова простран-
ства. Итак, доказана 
 

Теорема 1.   Итерационная процедура (2) при условии (3) сходится в энерге-
тической норме гильбертова пространства, если число итераций n  выбирать 
так, чтобы  0→δn , ∞→n , 0→δ . 

Запишем теперь общую оценку погрешности для метода (2) 
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δ nnxenxx
An .           (5) 

Оптимизируем полученную оценку (5) по n, т.е. при заданном δ  найдем такое 
значение числа итераций n, при котором оценка погрешности становится мини-
мальной. Приравняв нулю производную по n от правой части равенства (5), по-
лучим  ,)(23)(3 2121212121 nxe δγ+β+α=γ+β+α −−−  отсюда 

( ) xen 121
опт )2(3

1 −− δγ+β+α=
−

.                                   (6) 

Подставив оптn  в оценку (5), найдем ее оптимальное значение 
2141опт

, 2 δ≤− −
δ exx

An
21x .                                    (7) 

Из (7) вытекает, что оптимальная оценка погрешности не зависит от парамет-
ров γβα ,, . Но оптn  зависит от γβα ,,  и поэтому для уменьшения числа итераций 
с целью получения оптимального по точности приближенного решения следует 
брать γβα ,,  возможно большими, удовлетворяющими условию (3), и так, чтобы 

Ζ∈оптn . Таким образом, доказана 
Теорема 2.   При условии (3) оптимальная оценка погрешности для итераци-

онного процесса (2) в энергетической норме гильбертова пространства имеет 
вид (7) и получается при оптn  из (6). 

Рассмотрим вопрос о том, когда из сходимости в энергетической норме сле-
дует сходимость в обычной норме гильбертова пространства H. Эти условия дает 
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Теорема 3.   Если выполнены условия: 1) 0, =δε nxE ,  2) 0=ε xE ,  

где ε= ∫
ε

λε ,
0

dEE  – фиксированное положительное число ( ),10 <ε<  то из сходи-

мости δ,nx  к решению  x  в энергетической норме следует сходимость в обычной 
норме гильбертова пространства. 

 
Доказательство. 

Из 1) и 2) имеем ( ) ( )( ) 0,1

0
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δδλ nn xxAxxEd . Отсюда получим  

2
,δ− nxx ( )( )=−−= ∫ δδλ

1

0
,, , nn xxxxEd ( ) ( )( )=−−

λ∫ δδλ

1

0
,, ,1

nn xxAxxEd  

( ) ( )( )+−−
λ

= ∫
ε

δδλ
0

,, ,1
nn xxAxxEd ( ) ( )( )=−−

λ∫
ε

δδλ

1

,, ,1
nn xxAxxEd

( ) ( )( )∫
ε

δδλ −−
λ

=
1

,, ,1
nn xxAxxEd ( ) ( )( )≤−−

ε
≤ ∫

ε
δδλ

1

,, ,1
nn xxAxxEd  

( ) ( )( )=−−
ε

≤ ∫ δδλ

1

0
,, ,1

nn xxAxxEd
ε
1 2

, Anxx δ− .   

Поэтому из  0, →− δ Anxx , ∞→n  следует 0, →− δnxx , ∞→n .  
Теорема 3 доказана. 

Замечание 2.  Так как ( ) ( ) ( )[ ] δ
−

δ γ−β−α−−= yAEAEAEEAx nnn
n

3331
, , то 

для того, чтобы δ,nx  удовлетворяло условию 0, =δε nxE , достаточно потребо-
вать, чтобы 0=δε yE . Таким образом, если решение x и приближенная правая 
часть δy  таковы, что 0=ε xE  и 0=δε yE , то из сходимости δ,nx  к  x в энерге-
тической норме вытекает сходимость в исходной норме гильбертова про-
странства и, следовательно, для сходимости приближений (2) в норме про-
странства H не требуется предположения истокопредставимости точного 
решения. 
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В гильбертовом пространстве H  решается уравнение первого рода yAx =   

c положительным ограниченным самосопряженным оператором A. Будем ис-
кать его приближенное значение nx , используя явный метод итераций 
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Далее, для упрощения считаем 1=A . Потребуем, чтобы при ]1,0(∈λ   и по-
ложительных γβα ,,  выполнялись условия 

1 1 , (1 ) (1 ) 1, (1 ) (1 ) (1 ) 1.−αλ < −αλ −βλ < −αλ −βλ − γλ <             (2) 

Покажем, что метод (1) пригоден и тогда, когда 0=λ  является собственным 
значением оператора  А (в этом случае уравнение yAx =  имеет неединственное 
решение, следовательно, задача некорректна). 

Обозначим через ( ) { },0=∈= AxHxAN   ( ) −AM ортогональное дополнение 
ядра ( )AN  до .H  Пусть ( ) −xAP проекция  Hx∈  на ( ),AN  а  ( ) −xAП проекция 

Hx∈ на ( )AM . Справедлива 
Теорема [1–2]. Пусть HyA ∈≥ ,0  и выполняются условия (2). Тогда для ите-

рационного процесса (1) верны следующие утверждения: 

а) ( ) ( ) yAxyAIyAxyAПAx
Hx

nn −=→−→
∈
inf,, ; 

б) метод (1) сходится тогда и только тогда, когда уравнение ( )yAПAx =  

разрешимо. В последнем случае ( ) ,0
∗+→ xxAPxn  где −∗x  минимальное реше-

ние уравнения. 
  


