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О КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ТИПА НАКЛОННОЙ ПРОИЗВОДНОЙ 
ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ ВТОРОГО ПОРЯДКА НА ПЛОСКОСТИ

Рассматривается множество эллиптических систем двух дифференциальных уравнений с част- 
ными производными второго порядка на плоскости с положительным характеристическим определите- 
лем. Для таких систем изучается вопрос регуляризуемости задачи типа наклонной производной. В каж- 
дой компоненте гомотопической связности рассматриваемого множества эллиптических систем при- 
водится представитель, обладающий следующими свойствами: каждая компонента произвольного два­
жды непрерывно дифференцируемого решения является бигармонической функцией, и краевая задача 
типа наклонной производной в классической постановке для этого представителя не является нетеровой. 
Таким образом устанавливается, что регуляризуемостъ задачи типа наклонной производной для рас- 
сматриваемых эллиптических систем не связана с гомотопическим классом системы.

Ключевые слова: эллиптическая система, регуляризуемая краевая задача, условие Лопатинского, 
гомотопическая классификация.

About the Oblique Derivative Type Boundary Value Problem 
for Second-Oder Elliptic Systems on the Plane

The set o f  elliptic systems o f  two second-order partial differential equations on the plane with positive 
characteristic determinant is considered in this paper. For such systems the question o f  regularizability 
o f an oblique derivative type problem is studied. In each homotopy class o f  the set o f  elliptic systems under con- 
sideration, a representative is given that has the following properties: each component o f  an arbitrary twice con- 
tinuously differentiable solution is a biharmonic function, and an oblique derivative-type boundary value problem 
in the classical formulation for this representative is not Fredholm. Consequently, the regularizability o f a problem 
o f oblique derivative type boundary value problem for the elliptic systems under consideration is not related 
to the homotopy class o f  the system.

Ke ywords: elliptic system, regularizable boundary value problem, Lopatinski condition, homotopic 
classification.
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Введение
В ограниченной области Q c R 2, границей которой является гладкая кривая Ля­

пунова Ш , рассмотрим множество равномерно эллиптических систем двух дифферен­
циальных уравнений второго порядка вида

д2и
X Ajk (*)
j.k=1 dxjdxk

2 flu
+ Y j Aj (x) —  + Ą){x)u = Q,

м дх ,
О)

где Ajk(x), Aj(x)  и А0(х) -  заданные в Q достаточно гладкие квадратные веществен­

ные матрицы-функции второго порядка, и : Q -> R 2 -  искомая вектор-функция.
В работе [1] Б. В. Боярский установил, что множество эллиптических систем двух 

линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами второго по­
рядка на плоскости с положительным характеристическим определителем имеет три 
компоненты гомотопической связности. Системы первой компоненты гомотопны паре 
уравнений Лапласа

Г Aw, = О, 
|A w2 = 0.

(2)

Системы второй компоненты гомотопны системе А. В. Бицадзе

д 2их Э2н, 0 д2и2
дх2 Эх2 Эх, Эх,

л Э2н, , д 2и2 д 2и2
Эх,Эх2 Эх, Эх2

третьей компоненты -  сопряженной системе А. В. Бицадзе

д 2их д2щ л д 2и1 _— ± ------J. + 2 ------ 2- = 0,
Эх, дх2 Эх,Эх2 
0 д 2их i д 2и2 д 2и2 _ п

Эх,Эх2 Эх, Эх2

Задача отыскания пары функций

w(xj,x2) = (wi(x,,х2), и2{хх,х2))Т е  C 2'“ ( Q ) n C 1,a(Q ),

( 3)

(4)

удовлетворяющей в области Q системе (1) и на поверхности ЭО граничным условиям

Pk{h>gradux) + qk(l2;gradu2) = f k , k  = 1,2, (5)

называется задачей типа наклонной производной. Здесь p k,qk, f k \dQ. -> R  -  заданные 

функции класса С 0’а (Э£2); /,, /2 -заданны е некасательные к поверхности 5Q векторные 

поля; ( • ; • )  -  стандартное скалярное произведение в R 2 ; C"’“ (Q) -  множество всех
непрерывно дифференцируемых в области Q функций до порядка п включительно, 
частные производные порядка п которых непрерывны по Гельдеру с показателем 
а  е (0;1] в этой области; С п,а (Q ) -  множество всех непрерывно дифференцируемых 
в области Q функций до порядка п включительно, все частные производные которых
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до порядка п включительно допускают непрерывное продолжение на замыкание обла­
сти и продолжения всех производных непрерывны по Гельдеру с показателем а  е (0;1]
в замыкании Q области Q .

Для произвольной эллиптической системы (1) краевая задача типа наклонной 
производной, вообще говоря, не является нетеровой. Например, в случае /, = /2 задача 
не будет нетеровой [2] для системы (3).

Известно, что если (1) является системой ортогонального типа и в каждой точке 
границы Ш  векторы /, и /2 не параллельны, то задача (1), (5) при q2 =\  
и Рг -  Ч\ = 0 является нетеровой независимо от того, какой компоненте гомотопической 
связности принадлежит система (1) [3, с. 74].

В настоящей статье для каждой компоненты гомотопической связности множе­
ства эллиптических систем вида (1) приводится представитель, для которого задача типа 
наклонной производной не является нетеровой. Тем самым мы показываем, что регуля- 
ризуемость задачи типа наклонной производной для рассматриваемых эллиптических 
систем не связана с гомотопическим типом системы, и пополняем количество подобных 
примеров [4].

Проблема гомотопической классификации регуляризуемых краевых задач для эл­
липтических систем дифференциальных уравнений впервые была сформулирована 
И. М. Гельфандом в 1960 г. Она состоит в нахождении числа компонент гомотопической 
связности, в указании представителей этих компонент и в установлении гомотопических 
инвариантов эллиптических псевдодифференциальных операторов, задаваемых регуля- 
ризуемыми краевыми задачами [5].

Несмотря на давность постановки, эта проблема до сих пор не решена, по ней 
имеются лишь отдельные результаты. Например, проведена гомотопическая классифи­
кация регуляризуемых задач Римана -  Гильберта для системы Моисила -  Теодереску [6], 
для трехмерных аналогов системы Коши -  Римана [7], для кососимметрических эллип­
тических систем в R 3 [8] и для эллиптических систем ортогонального типа в R 3 [9]. 
Также известны классы систем, для которых в произвольной области любые граничные 
условия не могут образовывать регуляризуемую краевую задачу [10-12].

Примеры эллиптических систем и некоторые их свойства
Рассмотрим следующие три системы двух дифференциальных уравнений второго 

порядка на плоскости

д2их д2их
д х 2 дххдх2

+ 4 д2их д1иг_ _
дх2 дх2

2.. я2,,О U-,

= 0,

а з _  _ £ з _  э_«,
2 ^ . 2

д2и1 д2и
(6)

2_ _
д х 2 дххдх2 дх2 дхх дххдх2 дх2

= 0,

д 2их д 2их д 2их 17 д2и2 ^ д 2и2 | 1 ^ 2^2 _ q

дх2 дххдх2 дх2 2 дх2 дххдх2 2 дх\
2 д \  4 д \  2 д \  Ąd 2u2 1 д \  = 0  ̂

дх2 дххдх2 дх2 дх2 дххдх2
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4 д2щ + 7 д 2щ 1 д2щ д2и2 ^ д2и.
15 дх2 5 дххдх2 15 дх\ дх] дххдх2

д 2 щ
~ д З

= о,

1 д щ I d u ,  6 д и, , д щ . д и2 . 
------ Г- + -------- ------------ т- + 6 ----------h 3----т- = 0.
5 дх2 5 дххдх2 5 дх2 дххдх2 dxi

( 8)

Характеристические матрицы систем (7), (8) и (9) имеют соответственно вид

л (Й =

I

Й ~ й й + 4 Й й

Й + й Й + Й ,

в ( Р

с(<?)=

4Й  - 9ЙЙ  - 3&2 - у й  - 7ЙЙ  + 5Й2

v2,*2 - 4 # , & - 2 f 2 -4 £ ,2 - 4 f l f t

^ 1 Й + 2 й й _ Й  _ 5^ , # 2 + ^
15 5 15

Й2 + М _ ^ й  6 f ,f2 + 3 f22

Л

V 5

Теорема 1 .  Каждая из систем А

(  дЛ

5

( с Г
\дХ;

У

и = 0, В ' д }
\ d x j

и -  0, С
_а_
Зх

и = 0 является

эллиптической. Система А

4 ± )
\ d x j

сопряженной системе А. В. Бицадзе (4). 
Доказательство. Поскольку

и = 0 гомотопна паре уравнений Лапласа (2), система
\ d x j

и = 0 гомотопна системе А. В. Бицадзе (3), а система С 3 Л

дх
и -  0 гомотопна

det A(ś)  = det В{%) = det Cfe) = (<f2 + £ 2)2 > 0

при всех % e  R 2 \ {0}, то, по определению, каждая из рассматриваемых систем является 
эллиптической.

В работе [1] по коэффициентам эллиптической системы (1) строится специаль­
ная квадратичная функция р(Л ) , по расположению корней которой на комплексной 
плоскости можно определить принадлежность системы (1) той или иной компоненте

гомотопической связности. Для системы А 

вид

Ра (А) = А2 +

\ d x j
и = 0 эта квадратичная функция имеет

' з  з ; (7 3 Л+ Л ----1----1
Н  4 \ U  4 J

3 7
и ее корни Ą = - i  имеют мнимые части разных знаков, и, согласно [1],

система (6) гомотопна паре уравнений Лапласа (2).
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(  дЛ
Для системы В  —  и = 0 соответствующая квадратичная функция имеет вид

\ д х )

Pb W - Л  +
( 2  26 ;  
U  21 \ |д+ (  5 2 Л- - - - - г

) V 21 7 )

корни которой Д, 5  . 3 .— i-----1, Д, = г имеют положительные мнимые части, и, со-
7 21 *

гласно [1], система (7) гомотопна системе А. В. Бицадзе (3).
( д Л

Для системы С —  \и = 0 соответствующая квадратичная функция имеет вид
V дх

Рс W  -  ^  +
(33 177 > +---- Ь ----- /
U i 122 J V 122 + 61

- 3 33 5 5 .  ,корни которой Ą  = --------------1, A ^ = —i имеют отрицательные мнимые части, со-
61 122

гласно [1], система (8) гомотопна системе, сопряженной системе А. В. Бицадзе (4). 
Теорема доказана.
Теорема 2. Каждая компонента произвольного решения любой из систем

(  (  д  \
и = 0 в области Q c R 2 удовлетворяет уравне-и -  О, В

У y d x j
и -  О, С 

2 а 2

(  д Л

\ d x j

нию Д2г = 0, где А = -U - + -U r -  оператор Лапласа на плоскости, 
дх] дх2

Доказательство. Согласно результатам книги [10, с. 141], из эллиптичности 
рассматриваемых систем следует, что каждая компонента uk(k = 1,2) произвольного

решения и любой из них является функцией класса С°° (Q ). Тогда из равенств

/  д 2 а 2 д 2 ’ 2 Л
■ + --------- +  -Г А \ ) дх]

^  и2 > - 2 д \
К дх\

дх] дххдх2 дх\ дх]

—  3 - • + 4-
дх] дххдх2 дх] дх] дххдх2 дх-

( щ )
U x J VM2y

г у

( £ и .  \

vA u2j

U V

V А  и2 У

— 4-
дх] дххдх2

- 2 -

дх
- + 4-

дххдх2
■ +  2 -

дх]

й а2 Э2
дххдх2 дх2

i a 2 i а2 6 а 2
■ +  —

17 а 2
+ 7-

1 а 2 Л

4 ^ - 9 -
дх]дх] дххдх2 ил2 j

.  а 2 . а 2 а 2
5—7 + 3 —

4 а 2 I d 1

2 дх2 5 f — 1
- з а 1

l a j ЧМ2у

5 дх] 5 дххдх2 5 дх] 15 ах, 5 дххдх2 15 дх.

дх]
с '  a Nг их N

i а 2 U x J U J
2 У

следует требуемое.
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Задача типа наклонной производной для рассматриваемых систем
В этом разделе считаем, что граничные условия (5) имеют вид

дих
~д1 дС1

ди-
d v = Л ,

50

(9)

где v -  единичное поле внутренних нормалей на поверхности дО ; / -  единичное поле 
на дО, составляющее с нормалью v ориентированный угол 45° в каждой точке дО ; 
f , f 2 ■ 3Q —> R  -  заданные непрерывные по Гельдеру функции.

Теорема 3. Для каждой из систем А
f  д ) (  дЛ Л J  д \и = 0, В и = 0, С —
<дху кдху \ д х )

и = 0 задача

с граничными условиями (11) не является нетеровой.
Доказательство. Достаточно показать невыполненность условия Я. Б. Лопатин- 

ского, обеспечивающего нетеровость краевой задачи, как в классических простран­
ствах, так и в широком классе гильбертовых пространств [14]. Это условие известно 
как условие регуляризуемости краевой задачи и представляет собой дополнительное 
ограничение на матрицу граничного оператора (9). Для задачи (1), (5) условие регуля­
ризуемости состоит в том, что в каждой точке у е д Q и при каждом векторе г , каса­
тельном к дО в точке у , ранг матрицы Я. Б. Лопатинского

Цу,  г) = f Е(у, Лу + г)©"1 (у, Ян + т)(Е, Л Е Щ , (10)
2 т '

является максимальным, т. е. равен двум. Здесь 0 (у ,£ ) -  характеристическая мат­
рица системы (1); н -  символ старшей части граничного оператора (5); Е  -  еди­
ничная матрица размера 2 x 2 ; у -  внутренняя нормаль к Ж  в точке у ;  Г -  про­
стой замкнутый контур, лежащий в верхней Я -полуплоскости и охватывающий 
находящиеся там Я-корни уравнения

det ©(у,Л у + т) = 0. (11)

Поскольку в каждой точке у е д Q

det А(Лу +т) = det В(Лу + т) = det С(Лу + т) = (Л2 +1)2,

то уравнение (11) для каждой из рассматриваемых систем имеет корни Ą  = ź, Л̂  = —i 
кратности 2. Пусть простой замкнутый контур Г , лежащий в полуплоскости Im Л > 0 , 
охватывает точку \  = i . В той точке у поверхности 5 0 , в которой внутренняя нор­
маль у  = (-1 ; 0 ), на векторе т = (0; 1) матрица Лопатинского (10) задачи с граничными

условиями (9) для системы А
\ dXj

и = 0, имеет вид

ла (у а )- Г 1 гЛ + у  оУ
1(Л2 +1)2 о г

г - Л +1 -1

-2Л2+ЗЛ-3 Л2+Л + 4

V 1 о я  о 

О 1 о я
d A ,

Г а  Л
для системы В

\ d x j
и = 0
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Г 1
( А  + у

° 1

(
- 4 А 2 + 4 А И а * - 7 А - 1 ]  

2  2

4 Я 2 + 9 Я - 3  ,

( \  0 Я  0")

1 ( Л 2 + 1)2 у 0 У к- 2 А г - 4 Я  +  2
[ о  1 0  А )

dA

(  я 's
и для системы С

\ d x j
и = О

Г 1 ' А + у  ОЛ

г (Я2 +1)2

5Я2 — ЗЯ—1-6 Я  + 3

- ~ я 2+ - я + -  я2- - я -4
5 5 15

! л - ±
5 15.

f l  О Я О

О 1 О Я
dA,

= тг—г = 1. Вычислив записанные выше интегралы с помощью основной теоремыгде У ~ \

о вычетах, получим, что

LAiy , r )  = т

Ьв {у,т )  =
1

_ 1 '  2 - /  / 3/ / '

" 4 ч- 4 - 3/  2 - / 6—3/ 2 4
5

/ -8  17—/ - 16/ 3+ 33/  "1

- 4  + 4/ 8 -9 /  - 8 - 8 /  18+15/

I c  ( У . * 1)  =  —  с 60

45/ 150-15/ -1 8 0 + 4 5 / 60 + 285/

- 6 - 3 /  - 8  + 21/ 6 -2 7 /  -4 2 - 1 1 /

Нетрудно убедиться в том, что все миноры второго порядка матриц ЬА(у,т), 
LB(y ,r )  и Lc (у,т)равны нулю. Таким образом, в точке у е д Q нарушается условие Ло-
патинского, и, следовательно, задача типа наклонной производной (с краевыми услови­
ями (9)) для каждой из рассматриваемых систем (6), (7) и (8) не является регуляризуемой. 

Теорема доказана.

Заключение
Таким образом, в каждой компоненте гомотопической связности множества эл­

липтических систем двух дифференциальных уравнений второго порядка на плоскости 
с положительным характеристическим определителем найдется система, обладающая 
следующими свойствами:

1) все дважды непрерывно дифференцируемые решения этой системы являются 
бигармоническими вектор-функциями;

2) краевая задача типа наклонной производной в произвольной ограниченной об­
ласти с гладкой границей на плоскости не является регуляризуемой.

Последнее означает, что оператор, отвечающий рассматриваемой задаче, не явля­
ется нетеровским в определенных банаховых пространствах, т. е. имеет либо незамкну­
тое множество значений, либо бесконечномерное ядро или коядро.
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