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СЕКЦИЯ 3. ПРОБЛЕМЫ ТЕОРИИ МАТЕМАТИЧЕСКОГО 
АНАЛИЗА И ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

УДК 517.954

А. И. БАСИК, Е. В. ГРИЦУК, Т. А. ГРИЦУК
Брест, БрГУ имени А. С. Пушкина

ГОМОТОПИЧЕСКАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ МНОЖЕСТВА 
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ ОРТОГОНАЛЬНОГО ТИПА В R3

Пусть в области Q c R 3 задана эллиптическая система четырех диф
ференциальных уравнений первого порядка

м J dx,
О, ( 1)

где Aj -  постоянные действительные матрицы размера 4x4,  U : Q —> R4 — 
искомая вектор-функция. Относительно системы (1) будем предполагать, 
что ее характеристическая матрица имеет вид
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где а, Ь, с, d  е R3 -  заданные векторы, (х;у) = х,у, + х2у 2 + х3у3 -  стан
дартное скалярное произведение в R3. Системы (1), характеристическая 
матрица которых имеет вид (2), назовем системами ортогонального 
типа в R3.

Лемма 1. Система дифференциальных уравнений (1), (2) является 
эллиптической тогда и только тогда, когда система векторов {a,b,c,d} 
содержит три линейно независимых.

Доказательство. Заметим, что

det4£)=((«,<f)2 +(Ь,ф)2 +(c,ęf)2 + (d,ś)2}.
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Пусть система (1), (2) является эллиптической. Это означает, что при 
каждом ненулевом векторе £ е R3 выполняется неравенство det Л(£) > 0. 
Последнее равносильно тому, что система линейных уравнений (относи
тельно переменных ę2 и £3)

аА  + a2Śi + аз£з = 0.
_ ь&  + b2ę2 + = 0,

+ с2#2 + ^ з  = 0,
d & + d & + d £ 3=0

имеет только нулевое решение. Следовательно, ранг матрицы системы (3) 
равен трем, откуда вытекает существование трех линейно независимых 
векторов из системы а, Ь, с и d .

Пусть некоторые три вектора из системы векторов {a, b ,c,d} являются 
линейно независимыми. Тогда ранг матрицы системы линейных алгебраи
ческих уравнений (3) равен трем, и, следовательно, система (3) имеет толь
ко нулевое решение. Отсюда следует эллиптичность системы дифференци
альных уравнений (1), (2), что и требовалось доказать.

В настоящей работе доказывается гомотопическая связность множест
ва эллиптических систем ортогонального типа в R3. Две системы вида (1), 
(2) назовем гомотопными, если существует непрерывная деформация од
ной системы в другую в классе систем ортогонального типа в R3, не на
рушающая условия эллиптичности. Проблема гомотопической классифи
кации множества эллиптических систем дифференциальных уравнений с 
частными производными была сформулирована в совместном докладе 
И. М. Гельфанда, И. Г. Петровского и Г. Е. Шилова [1] на III Всесоюзном 
математическом съезде в 1956 г. и заключается в определении числа ком
понент связности, указании представителей этих компонент и установле
нии гомотопических инвариантов.

Теорема 2. Произвольная эллиптическая система (1), (2) ортогональ
ного типа в R3 гомотопна системе Моисила — Теодореску.

Доказательство. Покажем, что произвольная система ортогонального 
типа в R3 гомотопна системе вида (1), (2), у которой вектора b, с, d  обра
зуют правую тройку. Согласно лемме 1, три вектора из системы {a,b,c,d} 
линейно независимы. Рассмотрим случай линейной независимости векто
ров а, Ь, с . Положим d, =t-a + (l — t ) -d ,  если а, b, с -  правая тройка век
торов и dt =- t -a  + ( \ - t ) - d , если а, b, с -  левая тройка векторов. Тогда 
семейство систем, характеристическая матрица которых имеет вид
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м ( a > ś ) - М

- м - t e f i ) (b-.fi)

(t е[0;1]),

осуществляет указанную гомотопию. Случаи линейной независимости 
троек {а, Ь, d), {а, c,d} и {b,c,d} разбираются аналогично.

Далее, правая тройка векторов b, с, d  непрерывной деформацией в R 3 
с сохранением условия линейной независимости может быть сгомотопиро- 
вана в стандартный базис е,, е2, е3 пространства R 3 (см., например, 
[2, с. 211]), а вектор а — в нулевой. Таким образом, произвольная эллипти
ческая система ортогонального типа в R3 гомотопна системе, характери
стическая матрица которой имеет вид

0 fi 6

- й 0 " 6 fi2
“ fi* fi3 0 - f i

" f i " f i 2 fi 0

т. е. системе Моисила -  Теодореску [3]. Теорема доказана.
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