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Введение 
Рассмотрим автономный автомат, реализующий генератор, который состоит из не-

скольких регистров сдвига и блока управления движением регистров. По набору текущих 
состояний регистров блок управления определяет, на сколько шагов должен продви-
нуться каждый из регистров за один такт работы генератора.  

В работе [ 
1] была рассмотрена математическая модель данного автомата, согласно которой 

функционирование автомата описывается случайным блужданием на окружности или 
торе. При этом шаги, на которые сдвигаются регистры, принимают значения из множе-
ства }K,...,2,1{ , NK ∈ . В работе [ 

1] получена вероятность того, что случайно выбранное состояние лежит на цикле 
длины n . В данной работе рассмотрен случай, когда каждый из регистров сдвига сдви-
гается на k  или d  шагов, Nd,k ∈ , dk ≠ , найдено среднее время возвращения авто-
мата в начальное состояние, и длина наиболее вероятного цикла, в случае, когда 

1kd += . 
 

Вероятность появления цикла длины n 
Рассмотрим автономный автомат U , реализующий генератор, состоящий из m  ли-

нейных регистров сдвига LFSRi, минимальные полиномы которых являются примитив-
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ными полиномами степеней in , m,1i =  (см. [2]). Обозначим через }1,0{Z =  множество 

выходов автомата U , через m21 S...SSS ×××=  — множество состояний, где iS — 

множество ненулевых состояний регистра LFSRi, )t(Si  — состояние i-того регистра 

сдвига в момент времени t , ))t(S),...,t(S),t(S()t(s m21=  — состояние автомата в мо-

мент времени t , 1t ≥ . Функция переходов состояний имеет следующий вид: 
 

,A)t(S)1t(S )t(iv

iii ⋅=+  m,1i = , 
 

где ),...t(v),...,2(v),1(v iii  — реализация независимых в совокупности случайных ве-

личин ),...t(v),...,2(v),1(v iii  с равномерным на множестве }d,k{  распределением, iA  

— характеристическая матрица минимального полинома LFSRi. Отметим, что данная 

модель задает класс автоматов мощности )12(...)12(m mn1n

2 −⋅⋅− , каждый автомат которого оп-

ределяется реализацией случайных величин 
)1mn2)...(11n2(m2

1ti )}t(v{
−−

= , m,1i = . 

Пусть )n(C  — множество циклических точек автомата U , лежащих на циклах длины 

n . Обозначим через }d,kmax{L = , imi1q nmaxn ≤≤= — степень минимального полино-

ма регистра максимальной длины, ))!xn(!x2/(!n)r,n(B 11

n −= , где 

)dk/()ndr(x1 −−= . Положим 0)r,n(B =  в случае, когда Nx1 ∉  или 1xn ≤ . 

Теорема 1. Пусть )1(s — случайное начальное состояние автомата U , равномерно 

распределенное на множестве S, тогда  
 

∏ ∑
=

−
≤≤−−+ 













−≤∈

m

1i

)12/(Ln
d)12/(n)Ldk(

n

i

in
i

in

i ))12(d,n(B)}n(C)1(s{P , 1n ≥ .         (1) 

 

В случае }L/)12{(max2n1 in

mi1 −<≤ ≤≤  в (1) имеет место равенство. 

Замечание 1. Доказательство данной теоремы почти полностью повторяет доказа-
тельство теоремы 1[ 

1]. 
Следствие 1. При 1kd +=  и выполнении одного из условий: 
1) 0k >  и k/}12{minn)1k/(}12{max ii n

mi1

n

mi1 −<≤+− ≤≤≤≤ , 

2) 0k =  и }12{min2n}12{max ii n

mi1

n

mi1 −<<− ≤≤≤≤ ,  

соотношение (1) имеет вид: 
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Замечание 2. В случае, когда 
)1mn2)...(11n2(m2

1ti )}t(v{
−−

= , m,1i =  независимые в совокуп-

ности случайные величины с распределением p}k)t(v{P i == , 

p1}1k)t(v{P i −=+= , а n  удовлетворяет ограничениям следствия 1, формула (2) 

имеет вид: 
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Длина наиболее вероятного цикла есть )}n(C)1(s{Pmaxarg
n

∈ . В случае, когда 

1kd +=  и m21 n...nn === , для некоторых значений }k)t(v{Pp i ==  приведем дли-

ну наиболее вероятного цикла. Обозначим через 12...1212K m21 nnn −==−=−= . По-
скольку максимум вероятностей, определенных в (2) и (3), доставляет вещественное 
число, а длина цикла — натуральное число, то в таблице 1 приведены нижние и верхние 
границы промежутка ]n,n[ *

* , в котором содержится длина наиболее вероятного цикла, 

максимум берется по всем [N,N[n 21∈ . 
 

Таблица 1. Длина наиболее вероятного цикла 

p  k  d  [N,N[n 21∈  *n  *n  

½ 1 2 [K,2/K[n ∈   9/53/K2 −   3/13/K2 −  

¼ 1 2 [K,2/K[n ∈   49/337/K4 −   7/37/K4 −  

½ 0 1 [K2,K[n ∈  1K2 −  1K2 −  
¼ 0 1 [K2,K[n ∈   13/K4 −   13/K4 −  

 

Среднее время возвращения автомата в начальное состояние 
Отметим, что в данном разделе, говоря о состоянии автомата, будем иметь в виду 

только те состояния, которые являются циклическими вершинами соответствующего ав-
томатного графа. Тогда в качестве начального момента времени считаем тот момент, 
когда автомат попал в одно из вышеописанных состояний. 

Теорема 2. Время iT , через которое регистр LFSRi вернется в начальное состояние, 

представимо в виде: 
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В случае, когда 1d,0k == , 1hi = . 

Из теоремы 2 следует, что 1Ti +  есть значение процесса восстановления )t(η  в точ-

ке i

n h)12(t i −= , причем в случае 1d,0k ==  данный процесс является непрерывным 

сверху (см. [3]). 
 

Теорема 3. Пусть 1d,0k == , тогда среднее время, через которое регистр LFSRi 
вернется в начальное состояние 
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12
}T{E
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−

−=  }0)1(v{Pp i == . 

 

В случае, когда значения d,k  не равны 0,1, ih  принимает значение из множества 

)}12/(|S|,...,2,1{ in − . Обозначим через )h(T ii  время, через которое регистр LFSRi вер-

нулся в начальное состояние только после ih  проходов своего периода. В данном слу-

чае момент первого возвращения регистра LFSRi в начальное состояние есть 
1)h)12((η)h(T i

n

ii
i −−= . 

 

Теорема 4. Если все )}j(v{ i , ,...2,1j =  одинаково распределены и })j(v{E 2

i ∞< , то 

для математического ожидания времени возвращения LFSRi в начальное состояние 
справедлива следующая оценка: 
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Замечание 3. Период последовательности состояний автомата U  есть такое число T , 

для которого выполняются равенства (4) при всех m,1i = . Очевидно, что в этом случае 

}h{minh
imi1q ≤≤= . Поскольку для T  справедливо представление (4), то период последова-

тельности состояний автомата есть 1h)12(η
q

nq −− , где )}12/(|S|,...,2,1{h qn

q
−∈ . Тогда, 

если 1d,0k == , то 1)p1/(h)12()}h(T{E q

n

q
q −−−= . В других случаях для математи-

ческого ожидания периода автомата U  справедлива оценка (5). 
В таблице 2 приведен сравнительный анализ результатов, полученных при изучении 

периодических свойств последовательности состояний автомата U . Отметим, что 
)}1(T{E  (LFSRq — регистр сдвига наибольшей длины, вернулся в начальное состояние 

после первого прохода своего периода), близко к длине наиболее вероятного цикла из 
промежутка [k/K),1k/(K[ + , если 0k > , и [K2,K[ , в случае 0k = . 
 

Таблица 2. Средний и наиболее вероятный период 
p  k  d  [N,N[n 21∈  *n  *n  }T{E  

½ 1 2 [K,2/K[n ∈   9/53/K2 −   3/13/K2 −  )1(o9/13/K2 +−  

¼ 1 2 [K,2/K[n ∈   49/337/K4 −   7/37/K4 −  )1(o49/137/K4 +−  
½ 0 1 [K2,K[n ∈  1K2 −  1K2 −  1K2 −  

¼ 0 1 [K2,K[n ∈   13/K4 −   13/K4 −  13/K4 −  
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Для решения операторного уравнения yAx=  в гильбертовом пространстве H  с по-

ложительным самосопряженным ограниченным оператором A предлагается итераци-
онный метод 

 

                    [ ] .,)()-( 0xyAEEAxAEx 0
21

n
2

1n =−−+= −
+ αα                                (1) 

  

Здесь нуль не является собственным значением оператора A, поэтому решение единст-
венно. Однако SpA0∈  и, значит, рассматриваемая задача неустойчива, т.е. некорректна. 

Предполагается, что при точной правой части уравнения y  существует точное решение x . 

Обычно правая часть уравнения известна с некоторой погрешностью δ , т.е. известен δy , 

для которого δδ ≤− yy . Поэтому вместо (1) приходится рассматривать приближения 
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