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Брест, БрГТУ

ПРИМЕНЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ МОДЕЛЕЙ
ПРИ МОДЕЛИРОВАНИИ ВОДНЫХ ПРОЦЕССОВ

В настоящее время для прогнозирования стока используются методы, 
основанные на применении математических моделей. Широкое распро
странение получили исследования по созданию детерминистических моде
лей процессов формирования речного стока с помощью методов матема
тической физики и их использованию в гидрологических прогнозах и рас
четах [1].

Прогнозируемое потепление климата повлечет изменения стока, по- 
зтому необходимо использование существующих и создание новых моде
лей прогнозирования изменения стока, учитывающих природно-климати
ческие изменения, а также степень антропогенного воздействия на водные 
объекты. Целью данного исследования была разработка методики прогно
зирования изменения речного стока с применением малопарамстрических 
нелинейных динамических моделей для р. Висла -  г. Варшава.

Пусть Q -  средний многолетний расход воды, a Q1 -  расход воды в f-ый 
момент времени. Тогда, приняв X 1 =(0, - Q ) / Q , процесс многолетних ко
лебаний стока можно описать с помощью следующего стохастического 
дифференциального уравнения Орштейиа-Улсибека с непрерывным време
нем t [1]:

dX, = - LX1Cti + CrdWl , (Г)
где к~] -  время релаксации речного стока; а  -  интенсивность «белого 
invMa»; Wt -  стандартный винеровсяий процесс.

Интенсивность «белого шума» определяется как
о = Cv -Jlk .

I.пе Cv -  коэффициент вариации речного стока, а коэффициент к из сле- 
теннцего соо'пюпюппд:

к - - Ir,; .
!•• >• :чпч;коррс.:,лц!ы1ша.а функция колебаний речного стока.

5'равнению ; I ) гоо грстетвуст уравнение Фоккера-!1ланка-Ко.пмо!ч>|>оп:; 
<) / '* /;

(/U/;) і ---------, -  со < Jt < оо, (z )
Of Ox ' 2 CjVj-

иГрЙ'П'ОС Ypiiivi и.:!* iiC имеет нид
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j -  P(x, t / у,0) =  - к у р ( х ,  t / у,0) + ~ а 2 8  Р ( * А у $ ) > 
Ot ду 2 ду

- OO < X < OO, (3)

т. к. случайные колебания стока однородны во времени, а значит, имеет 
место соотношение

p(x j / y ,0 )  = p (x ,0 /y j ) .
Рассмотрим следующую задачу стохастической гидрологии. Пусть в на

чальный момент времени / = O сток х  равен Q, a Qt -  некоторое фиксиро
ванное значение стока. Требуется определить период времени, в течение ко
торого значение стока будет находиться в пределах [(T-ccO ■ Пусть T  -  мо
мент времени, когда значение стока покинет полуинтервал I Qt ,°о). Тогда

QO

prob(T>t) = G (Q j)  G(QJ) = lp (x j /y ,0 )d x .

Интегрируя (3) от g , до и  по х , получим 

BG(QJ)_______ = k 0 dG(Q j)  + ct2 S2G (O j)
dt t L dQ 2 Э 02

Граничные условия определяются, исходя из поглощения значения 
функции при Q = Q*, а также из отражения на бесконечности, т. е.

SG(QJ)
W A q^q. = °> SQ

= 0.
Q= со

Среднее время достижения границы Q* определяется следующим со
отношением:

Ti = -  UdciQ tI d l  = m\G (Q j)a ! . 
о Sr 0J

Интегрируя (3) по / от 0 до «о и учитывая, что
CO r s f

} - -  di -  G(x, со) -  G(x,0) = - 1,
О

полупим следующее урн в пен и с для 7\ :

0 * 0 -

hi

- I l _ IiO- Ъ  , .  ! , J T i
_______ L

dQ 1 "  <ю (Ю

размерные л-е.:иг:инь
I - T о

i I , к — (> ., I— г- — ———
- V ‘ г ,

,T
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получим
d 2e x rfg,
d e  d€

dO ,

d * ¢-
= 0, =  ° . (4)

Интегрируя систему (4) численным методом [2], получили результаты, 
приведенные в таблице 1.

Таблица 1 -  Решения уравнения (4)

P 4
- 2,5 -2 -1,5 -1 - 0,5 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

-3 59,9 76,5 82,3 84,8 86,1 86,9 87,5 87,8 88,1 88,4 88,6 88,7
- 2,5 16,6 22,4 24 ,9 26,2 27,0 27,5 27,9 28,2 28,4 28,6 28,8
_2 5,8 8.3 9,6 10,4 10,9 11,3 11,6 11,8 12,0 12,2
1.5 2,5 3,8 4 ,6 5,1 5,5 5,8 6 ,0 6,2 6.4
-1 5.3 2,1 2 ,0 з .о . 3,3 3,5 3,7 3,9

- 0,5 0,7 1,3 1,7 2 ,0 2,2 2,4 2,6
0 0,5 0,9 5 ,2 .. 1,4 1,6 1,8

Пусть теперь в начальный момент времени I = 0  сток равен Q , a Q t -  
гакже некоторое фиксированное значение стока, но уже большее исходно
го. Для определения периода времени, в течение которого значение стока 
будет находиться в пределах (со,Qt ], используется система (4) с изменен
ными начальными условиями, т. е.

= ° ’
SG(Qd)

SQ
= 0.

Тогда будем иметь
d~S) t  d0\ _ j сів ,
d t 2 ь d t  ~ ’ d k

&

Решение системы (3) даст те же результаты, что приведены в табли
це I, TO JJbKO  значения £ и берутся с противоположными знаками.

Изложенная выше методика была использована для определения вре
мени изменения значений m Детого стока р. Висла — г. Варшава. В табли
це 2 приведены значения основных с татист ических параметров временного 
ряда годовых расу.одни йоды р Висла -  г. Варшава. |3].

I аблнця 2 - OcIiobftые статистические параметры временного ряда годо
вых рПСлОДОП ПОД:,! р. !'TK '‘П .. : HipniTtba

о, M Vc ! ___C-V __ І ____i£!) _ ]
i i 7 г 0,21 і ПТІ27 I

S i J ,  M VC 

! 573
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Коэффициент £ определяется по формуле £ - - - In r  = -InO,127 = 2,06, ; :
Пусть в начальный момент времени t = 0 сток равен Q = 750 м3/с, jSj| 

фиксированное значение стока Q, =450 м3/с. Тогда £ определяется как 0)¾" 
клонение начального значения стока от среднегодового в долях Cv, т. с.

1 = ̂  = 1,5.
SQ Cv

Аналогично определяется £ , :

f  O z M  = _ L  щ щ
S o -C v S

По значениям £ и из таблицы 1 находим значение (7, =3,3. Тоі/Ш^Я 
период времени, в течение которого значение стока будет находиться lie s  
пределах [Q,,оо), определяется как частное в х и к: ' Щ

-.-AAA'-
' ■ C IT1=Q-= 1,6.

1 к
Значения размерного времени в зависимости от значений Q и 

представлены в таблице 3. - -

Таблица 3 -  Значения времени изменения годового стока р. Висла 
г. Варшава, лет

Cvk

8 Й
•i~.'-WriH

Фиксиро
ванное зин- Ctok в начальный момент времени. mVc

ченис с тока. 
M Vc 350 400 450 500 550 600 650 700 750 800 850
350 0 1,9 2 ,9 3,4 3,8 4,1 4,2 4,4 4,5 4,6 4,7
400 0,1 0 1,0 1.5 1,9 2,1 2,3 2.5 2 ,6 2,7 2,8
450 0,2 0,1 0 0,6 0 .9 1,2 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8
500 0,4 0,3 0,1 0 0,4 0 ,6 0,8 0 ,9 1,1 1,2 1,2
550 0 .6 0,5 0,3 0,2 0 0,3 0,4 0.6 0 ,7 0,8 0,9
600 0 ,8 0,7 0,6 0,4 0,3 0 0,2 0,3 0 ,4 0,5 0,6
650 1,2 1,1 1,0 0,8 0,6 0,4 0 6,1 0,3 0,4 0,4
700 1,8 1,7 1,6 1,4 1.2 1,0 0,6 0  1 0.1 I 0,2 о,з
750 2,8 2 ,7 2,6 2 А 2,2 2 ,0  Н 1.6 ho rM) ' 0,1 0,2
KOO 4 :> ‘ 4,7 4 ,6  I .1.4 4,3 4,0 3 ,() 3,0 5,0 0 0,1
К 50 о,4 O1 з 9,2 “J <S,9 8.6 S J 7,6 6,6 4,6 0

3 ,мне Г ИСК' ІІІ ко UMtJCCтисш; ЛИ 0 |)ИСМ'П'!р времени И Ч M C iciiir
чпачоннй сто •■a. Ih 46-(1-' Ji CK VITTWI max : HijM:-;ог:гп ЧО
ггрпкти м соки пеогр rIITTJMC : пои ДЛИ ; CJlbilOC ill j >114j KiVHTi пи метод |4 j. ocnoitnii
Tfblif ЛП pCIIICIiИM СИСГСМ}■ \ Vp.'!! ;«!(.:»! i; 3 ( 4 )  - ■ (5) C Ctn1HHCM простои HCIII
М п р к о и n i
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Моделирование искусственных гидрологических рядов для створа 
Имела -  г. Варшава практически неограниченной длительности (более 

: HHKi лет) производится с использованием результатов таблицы 3, а также с 
S (Ij)Ii мепением простой цепи Маркова. Моделирование рядов годового стока 
= Imi innnbIM методом дает приемлемые результаты. Смоделированные ряды 
;типовых расходов воды с применением простой цепи Маркова и нелиней
ным методом для р. Висла -  г. Варшава обладают статистическими пара
ми I рами, отличными от параметров исходного ряда в пределах ±5-10%.

11ри этом, как показали исследования, моделирование искусственного 
гидрологического ряда простой цепью Маркова дает хорошие результаты 
HHiMCO для автокорреляционной функции со сдвигом на один год, т. к. этот 
Шірпметр заложен при моделировании. Нелинейная модель позволяет про
гнозировать ряд, обладающий схожей с исходным рядом корреляционной 
функцией, со сдвигом на4 и более года.

Таким образом, предложено применение стохастических дифференци
альных уравнений для описания и прогнозирования многолетних колеба
ний годового стока. Решена задача стохастической гидрологии прогнози
рования значения речного стока для р. Висла -  г. Варшава. Кроме этого, 
предложен метод моделирования искусственных гидрологических рядов, 
диющий лучшие результаты прогнозирования «дальней» корреляционной 
связи, нежели метод моделирования с использованием простой цепи Мар
кина. Результаты исследований можно применить при расчете и прогнозе 
многолетних колебаний речного стока неизученных и слабо изученных 
фансграничпых рек.
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