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Исследуя уравнение
у . .= Ъ  (У -Д ,')(*"-* ,") + А„& -акУ  + Вк(У -а , ')г + Ск( т ^ У )  + ̂ „  +

ак

+ д у +П ( * - а, ) Х - А _  (1)

Шази показал [1], что некоторые случаи вырождения уравнения (1) 
являются уравнениями Пенлеве и, следовательно, уравнение (1) может 
быть рассмотрено как существенно новое [2]. В работах [3, 4] были приве­
дены коэффициентные соотношения при выполнении которых уравнение 
(1) имеет двухпараметрическое семейство решений, представляющее со­
бой общее решение некоторого уравнения второго порядка с тремя и дву­
мя полюсами. В данной работе покажем, что уравнение (1) при постоян­
ных величинах ак (к = 1,6) имеет также семейство решений отличное от 
семейств решений, приведенных в [3,4].

Согласно [3], уравнение (1) при постоянных величинах ак (к = 1,6) 
может быть сведено к линейному уравнению с шестью особыми точками
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(3)
Для того, чтобы проинтегрировать уравнение (2) достаточно проин­

тегрировать соответствующее однородное уравнение
О 1 Ду

- - У -  
Дм/2 ы .у /-а к Дм ■2Е : - = о . (4)

я*(и> - а к)

Уравнение (4) может быть также переписано в более удобном виде 
,, 6х'+4ст2х 3- З а гх2+2(тАх 6хА + 4сг2х 2 -  Зсг,х + 2сг4 _

х6+сг2х4- а , х 2+а4х 2+ст6 У х" + сг2х ‘ -  а 3х } + сг4х 2+ а6 У ’ 
где х = и», сг, (7 = 2,3,4,6) -  элементарные симметрические многочле­

ны, составленные из элементов ак (к = 1,6) (здесь мы учли соотношения 
ст, = <т5 = 0 [3, 5]).



77

Будем искать для уравнения (5) однопараметрические семейства ре­
шений в форме общего решения уравнения Риккати

/  = а(х)у2 + Ь(х)у + с(х), (6)
где а(х), Ъ(х), с(х) -  некоторые функции подлежащие определению. 

Подставляя (6) в (5) и приравнивая коэффициент при у 3 в получившемся 
уравнении (которое не будем приводить из-за громоздкости и которое обо­
значим через (А)) к нулю, получим а(х) = 0. Учитывая последнее равенст­
во, коэффициент при у~ в уравнении (А) обратится в нуль. Приравнивая 
коэффициент при у в уравнении (А) нулю, получим уравнение для опреде­
ления функции Ь(х)

,, ,, 6х$ + 4сг,х3 -  Зсг.х2 + 2а, х 12л:4 + 8ег х2 -  бст.х + 4а4х
Ь'+Ь’ — т------- г -------, ----- 7— + --------4 ------, ---- 1— —  = 0.(7)

х  + а гх -  а гх + а ,х  + <т6 х  + а 2х -  а ъх  + а ,х  + сг6
Приравнивая коэффициент при у 0 в уравнении (А) нулю, получим

уравнение для определения функции с(х)
, , Ьх' + 4сг,х3 -  3а ,х2 + 2а,хс'+Ьс = - ---------А------ уА----- с. (8)

х + а2х - а 2х +сг4эс + а 6
Уравнение (7) является уравнением Риккати относительно неизвест­

ной функции Ь(х). Введем обозначения
(р(х) = хь + а2х4- а ъхъ + сг4х2 +сг6, \у{х) = \2х ' + 8<т2х2- 6 а 3х + 4сг4. (9) 

Учитывая обозначения (9), уравнение (7) можно переписать в более 
компактном виде

<рЬ'-Ь<р'+<рЬ2 +ц/ = 0. (10)
постоянные. Уравнение (10) можно далее упростить. Для этого вве­

дем замену

и - - .  (И)
<Р

Тогда уравнение (10) примет вид
и'+<ри2 +ц/ =0. (12)

Перейдем к исследованию уравнения (8). С учетом обозначений (9) 
оно может быть переписано в виде

(рс'+{(рЪ-(р')с = 0. (13)
Интегрируя уравнение (13), найдем

(14)с = С,<рехр(- |бйЬс),
где С, -  произвольная постоянная.
Таким образом, имеет место
Теорема. Линейное уравнение с шестью особыми точками вида (4) 

имеет семейство решений вида
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у'=Ъ{х)у + с(х),
где функция Ь(х) определяются как решение уравнения Риккати 

(10), (9), а функция с(х) согласно формуле (14).
Обозначим частное решение уравнения (4) через у,. Тогда (см. напр. 

[6]), общее решение уравнения (2) имеет вид
У = <?Му + У2 \К™)е"уА*>-Ух |/?(и/)е"у2(Ь>, (15)

где

У2=У,1^Т^> К™) = 2Е(\ + ̂ У  , 
•’ у, 4

-Зсг,и'2 + 2а,м>
и»6 + ст2и'4 -  а,-№3 + сг4и>2 + ст6

ы = х. Здесь

у 2 -  второе частное решение уравнения (4), линейно независимое с у ,. 
Общее решение уравнения (2), согласно замене (3), запишем в виде 

г дж

]4 у м
= 2 + С ,

где у(и?) определяется согласно соотношению (15), С -  произволь­
ная постоянная.
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