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Реферат 
Рассмотрена методология построения математических моделей по выбору 

оптимальной стратегии водоохранной деятельности в регионах и для водопо-
требителей. При этом водная среда рассматривается как единое целое со всеми 
техническими, экологическими, экономическими и другими, связанными с ней, 
проблемами. 

Особое внимание уделено увязке и оптимизации инвестиций на водоохран-
ные мероприятия с максимизацией темпов роста экономики регионов при за-
данной динамике загрязнений водной среды при планируемых темпах роста 
экономики.  

Приведен также анализ математических моделей оптимальной стратегии 
водоохранной деятельности и на уровне предупреждений – водопотребителей. 

Ключевые слова: моделирование, стратегия, регион, водная среда, водохо-
зяйственная деятельность, речной бассейн, водопотребители. 
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OPTIMAL STRATEGY FOR WATER  
PROTECTION ACTIVITY IN REGIONS 

 

A. A. Volchak, P. V. Shvedovsky, L. V. Obrazcov, L. G. Sryvkina 
Abstract 
The methodology for constructing mathematical models to select the optimal 

strategy for water protection activity in the regions and for water consumers is con-
sidered. At the same time, the water environment is considered as a whole with all 
technical, environmental, economic and other problems associated with it.  

Particular attention is paid to linking and optimizing investments in water protec-
tion measures with maximizing the growth rates of the regional economy in the con-
ditions of a given dynamics of water pollution at the planned growth rates of the 
economy. 

An analysis of mathematical models of the optimal strategy for water protection 
activities at the level of water consumer warnings is also given. 

Key words: modeling, strategy, region, water environment, water management 
activities, river basin, water consumers. 

 
Введение 
Сегодня проблема оптимального водопользования стала актуальной как ни-

когда ранее. 
Новая экономическая политика и современные требования по экологизации 

производств и технологий требуют не столько сохранения водных ресурсов в 
состоянии, близком к сложившемуся, сколько восстановления их естественного 
потенциала. 

Современные изменения скорости протекания большинства природных и 
техногенных процессов привели к нарушению биологического, геохими-
ческого, генетического, ресурсно-сырьевого и многих других видов природного 
равновесия и неопределенности состояния водной среды, стратегии и тактики 
взаимодействия населения, производства, экономики и природы [1, 2, 3]. 

Возрастающие в геометрической прогрессии масштабы антропогенного воз-
действия на водную среду, его отрицательные последствия и необходимость 
оптимизации этого воздействия требуют активного поиска путей решения сло-
жившихся проблем.  

 
Обоснование структуры моделей водоохранной деятельности 
Распространенные сегодня модели экономического развития водных регио-

нов обычно априорно предполагают неограниченность природных ресурсов ли-
бо не учитывают возможные потери, связанные с нарушением естественных 
процессов в природной среде, и затраты на предотвращение этих нарушений 
через комплекс водоохранных мероприятий. 

Для понимания пределов возможностей разрабатываемых моделей необхо-
димо отметить, что включение в них экономических характеристик сказывается 
на качестве информационного обеспечения, поскольку подобные показатели, 
входя в целевые функции и ограничения большинства задач оптимизации, ока-
зываются заведомо наиболее неточной и неопределенной информацией, даже 
на фоне недостаточности или неадекватности других данных. 
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Уникальность водных систем практически исключает возможность активно-
го эксперимента, поэтому важное значение для прогнозирования и оценки со-
стояния водных ресурсов приобретает построение и использование соответ-
ствующих математических моделей. 

В зависимости от пространственного и временного масштабов антропоген-
ных воздействий модели могут иметь локальный, региональный или глобаль-
ный характер. 

Базовый вариант структуры моделей для выбора стратегий водоохранной 
деятельности в речном бассейне (регионе) приведен на рис. 1 [4]. 
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Рисунок 1 – Базовый вариант структуры моделей водоохранной деятельности 

 
Блок 1 объединяет информацию по составу, объемам и режимам сбросов за-

грязняющих веществ (ЗВ). Возможные мероприятия по обработке этих сбросов 
систематизированы в блоке 2. При этом для каждого способа очистки сточных 
вод в разрезе учитываемых ЗВ или их групп заранее составляются производ-
ственные функции (ПФ), характеризующие связь между затратами на проведе-
ние соответствующих водоохранных мероприятий и степенью очистки. 

Оценка качества природных вод должна базироваться на агрегированных 
уравнениях переноса и трансформации загрязняющих веществ и коэффициен-
тах их трансформации, с учетом суммарного стока ЗВ и усредненной антропо-
генной нагрузки за критический (обычно маловодный) период времени. Гене-
рируются оценочные коэффициенты трансформации ЗВ на участках реки и 
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оценивается качество природных вод (блок 4). Затем, зная качество природных 
вод в створах расчетных участков, можно провести сопоставление его с требо-
ваниями соответствующих стандартов, используя оценочную модель оптими-
зации водоохранной деятельности (блок 3), что позволяет выбрать рекомендуе-
мые технологии очистки, допустимые объемы сбросов ЗВ и требуемые затраты 
на реализацию мероприятий. 

Совокупность математических моделей, представленных блоками 1 – 4 
(блок 5), формирует систему обоснования решений по оптимизации водоохранной 
деятельности. Поиск оптимальных решений здесь сводится к выбору состава ме-
роприятий, обеспечивающих заданное качество вод при минимальных затратах. 

Однако такие решения далеко не всегда могут приниматься как окончатель-
ные, поскольку они получены на основе приближенной и неполной информа-
ции. Поэтому целесообразно уточнить эти решения с помощью моделей  
(блок 6), учитывающих нелинейность зависимостей, характеризующих каче-
ство вод, динамические связи между многими параметрами и пр. Как правило, 
приходится оперировать временными рядами речного стока и сбросов ЗВ,  
а прогноз качества воды поступает в эти модели из результатов расчетов по 
оценочной модели оптимизации. Эти модели позволяют так же уточнить и сами 
коэффициенты трансформации различных веществ по участкам реки (блок 7). 
При возникновении существенных невязок между ними и оценочными значе-
ниями коэффициентов, полученными при реализации упрощенных моделей 
блоков 4 и 5, целесообразно вернуться к оценочной модели оптимизации  
с уточненными показателями качества природных вод, то есть возникает итера-
тивный процесс применения оценочных и детальных моделей. 

Принятие решений на уровне водопользователя может быть представлено 
моделями, в которых, при различных ограничениях в условиях действия эконо-
мического механизма платы за загрязнение и мотивов их принятия, оптимизиру-
ется целевая функция, включающая не только затраты на проведение мероприя-
тий, но и изменяющиеся при этом платежи за загрязнение водных ресурсов. 

 
Особенности выбора оптимальной стратегии 
При выборе оптимальной стратегии водоохранной деятельности как в реги-

оне, так и отдельного водопользования, в ретроспективном периоде определя-
ющим фактором является взаимосвязь и взаимозависимость экологических  
и экономических показателей и критериев [5, 6, 7]. 

Существует ряд исследований, в которых предложены подходы, позволяю-
щие оценить экологическое состояние водной среды в зависимости от факто-
ров, определяющих экономическое развитие регионов и их экологическую по-
литику [8, 9]. 

Наиболее распространен подход, основанный на функциях загрязнения, ко-
торые позволяют анализировать различные варианты распределения инвести-
ций, оценивать влияние изменения структуры экономики и учитывать влияние 
экологической политики, рассматривая динамику инвестиций и затрат, связан-
ных с охраной водной среды:  

𝐸(𝑡) = 𝐴(𝑡) ∙ 𝑋1
𝜇(𝑡) ∙ 𝑋2

−𝜂(𝑡), (1) 
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𝐸(𝑡) = 𝐴(𝑡) ∙ 𝑋1
𝜇(𝑡) ∙ 𝑋2

−𝜂(𝑡) ∙ 𝑋3
𝜈(𝑡), (2) 

где E(t) – исследуемый экологический показатель (выбросы загрязняющих ве-
ществ, концентрация загрязняющих веществ, сброс загрязненных сточных вод, 
образование отходов и другие показатели);  

X1(t) – фактор, отражающий развитие экономики и, как правило, отрица-
тельно влияющий на водную среду (инвестиции в производственный сектор, 
инвестиции в новое строительство, основные фонды и другие показатели);  

X2(t) – фактор, отражающий водоохранную деятельность и положительно 
влияющий на окружающую среду (инвестиции в охрану окружающей среды, 
текущие затраты на охрану окружающей среды и другие показатели);  

X3(t) – фактор, отражающий развитие экономики, который может влиять и 
положительно, и отрицательно на окружающую среду в зависимости от осу-
ществляемой эколого-экономической политики (инвестиции в модернизацию 
экономики, в машины и оборудование, индекс структурных сдвигов в экономи-
ке и другие показатели);  

A(t) – нейтральный экологический прогресс (снижение уровня загрязнений 
за счет других факторов, прежде всего структурных сдвигов);  

μ, η, ν – постоянные параметры (факторные эластичности по загрязнению);  
t – время.  
 
Так как эти функции используют показатели инвестиций, основной целью 

будет поиск оптимального распределения инвестиций при ограничениях на об-
щий объем. 

При этом оптимальное распределение инвестиций должно быть увязано  
с максимизацией темпов роста экономики при заданной динамике загрязнений 
или, наоборот, минимизацией загрязнений при заданном темпе роста экономи-
ки [10, 11, 12].  

Для трехфакторных экологических инвестиционных функций (Zэ) и двух-
факторных функций загрязнения (Zз) можно рассматривать оптимизационные 
модели двух типов. В первом случае, когда инвестиции разделяются на три со-
ставляющих (новое строительство, модернизация и охрана водной среды), воз-
никает задача оптимального распределения инвестиций по трем направлениям. 
Оптимальное решение минимизирует загрязнения при обеспечении определен-
ного объема производства Y0(t). 

𝐸(𝑡) = 𝐹(𝑋1(𝑡), 𝑋2(𝑡), 𝑋3(𝑡), 𝑡) → 𝑚𝑖𝑛, (3) 

при ограничениях 

𝑌(𝑡) = 𝐺(𝑋1(𝑡), 𝑋3(𝑡)) ≥ 𝑌0(𝑡), 

𝑋1(𝑡) + 𝑋2(𝑡) + 𝑋3(𝑡) = 𝑈(𝑡), 

𝑋1(𝑡) ≥ 0, 𝑋2(𝑡) ≥ 0, 𝑋3(𝑡) ≥ 0, 𝜀1 > 0, 𝜀2 > 0, 

где 𝑌(𝑡) – ограничение роста объемов производства;  
𝑈(𝑡) – ограничение объема инвестиций;  
G – функция роста экономики от объема инвестиций по направлениям. 
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Следует отметить, что исследуемые направления распределения инвестиций 
имеют разную эффективность с точки зрения минимизации загрязнений. Инве-
стиции в новое строительство, как правило, ведут к росту загрязнений, модер-
низация чаще всего немного уменьшает объем загрязнений, а водоохранная де-
ятельность в большинстве случаев наиболее эффективна и всегда ведет к сни-
жению загрязнений.  

При отсутствии ограничений на рост объемов производства или его темпы 
имеет место достаточно простая ситуация: все ресурсы направляются в наибо-
лее эффективное направление с точки зрения критерия, имеющего максималь-
ное по модулю отрицательное значение полученного по функции (2) параметра 
(или водоохранная деятельность, или модернизация). Если есть ограничение на 
рост объемов производства или его темпы, зависящее от объемов нового строи-
тельства и модернизации, то решение определяется по изложенной ниже про-
цедуре.  

Первый случай – влияние модернизации на загрязнения отрицательно  
(параметр v отрицателен). Тогда максимум вложений делается в модернизацию, 
и если нужный темп достигается, то остальные инвестиции направляются на 
охрану водной среды или новое строительство в зависимости от величины со-
ответствующего параметра. Если заданный темп не достигается за счет вложе-
ний только в модернизацию, то определяется соотношение инвестиций между 
направлениями на новое строительство и модернизацию, обеспечивающее до-
стижение нужного темпа роста.  

Второй случай – модернизация ведет к росту загрязнений (параметр v поло-
жителен). Как правило, коэффициент для нового строительства больше, чем для 
модернизации. Если при максимальных вложениях средств в модернизацию за-
данный темп роста достижим, то все оставшиеся ресурсы следует направить на 
охрану водной среды и природы в целом. Если заданный темп не достижим, то 
определяем соотношение инвестиций между направлениями на новое строи-
тельство и модернизацию, обеспечивающее достижение нужного темпа роста 
экономики. 

Для двухфакторной функции оптимальное распределение минимизирует  
загрязнения:  

𝐸(𝑡) = ∑ 𝐸𝑖(𝑡) = ∑ 𝐹𝑖𝑖𝑖 (𝑋1,𝑖(𝑡), 𝑋𝑈2,𝑖(𝑡), 𝑡) → 𝑚𝑖𝑛,  (4) 

при ограничениях: 

𝑋1(𝑡) = ∑ 𝑋1,𝑖(𝑡),𝑖  𝑋2(𝑡) = ∑ 𝑋2,𝑖(𝑡),𝑖  

𝑋1,𝑖(𝑡) ≥ 0,   𝑋2,𝑖(𝑡) ≥ 0, 𝑋1,𝑖(𝑡) ≥ 0,   𝜀1,𝑖 > 0,   𝜀2,𝑖 ≤ 0, 𝑖 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅, 

где i – сектор;  
N – количество секторов.  
 
Данную модель можно строить для двухфакторных и трехфакторных функ-

ций, также возможно найти оптимальное решение в общем случае и при неко-
торых ограничениях [13].  

Если экономика региона достигает достаточно высокого уровня, то ее раз-
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витие может описываться экологической кривой Кузнеца, когда с ростом инве-
стиций объем загрязнений падает. В случае, если обе факторные эластичности 
отрицательны, то, построив Лагранжиан на основе (1), получим условия опти-
мального распределения ресурсов:  

 

𝜀1𝑖∙𝐸𝑖(𝑡)

𝑋1𝑖
=

𝜀1𝑖∙𝐸𝑗(𝑡)

𝑋1𝑗
, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,     (5) 

𝜀2𝑖 ∙ 𝐸𝑖(𝑡)

𝑋2𝑖
=

𝜀2𝑖 ∙ 𝐸𝑗(𝑡)

𝑋2𝑗
, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 

 

где i, j – сектора;  

N – количество секторов по степени и характеру загрязнения водной среды. 

 

Подставляя в (5) мультипликативные функции (1) и балансовые соотноше-

ния из (4), можно получить систему двух нелинейных уравнений с двумя неиз-

вестными, легко решаемую стандартными методами. Если принять, что сумма 

факторных эластичностей секторов одинакова (при расчетах функций можно 

ввести такое ограничение), данная система преобразуется в уравнение относи-

тельно соотношения двух факторов. В результате оптимальное распределение 

ресурсов находится при последовательном решении нелинейных уравнений. 

Для других видов функций, а также при более сложных критериях получается 

система нелинейных уравнений [14, 15, 16]. 

Учитывая, что для функций (5) рассматриваются кумулятивные инвестиции 

или объемы производства, что усложняет перемещение ресурсов (затраченные 

несколько лет назад инвестиции неперемещаемы), можно перейти к функциям 

приростным или темповым.  

Оптимальное решение может быть найдено и в общем случае, когда инве-

стиции можно распределять и по направлениям, и по секторам:  

𝐸(𝑡) = ∑ 𝐸𝑖(𝑡) = ∑ 𝐹𝑖𝑖𝑖 (𝑋1,𝑖(𝑡), 𝑋2,𝑖(𝑡), 𝑋3,𝑖(𝑡)) → 𝑚𝑖𝑛,  (6) 

при ограничениях 

𝑋1(𝑡) = ∑ 𝑋1,𝑖(𝑡),𝑖      𝑋2(𝑡) = ∑ 𝑋2,𝑖(𝑡),𝑖     𝑋3(𝑡) = ∑ 𝑋3,𝑖(𝑡),𝑖  

𝑌(𝑡) = 𝐺(𝑋1(𝑡), 𝑋3(𝑡)) ≥ 𝑌0(𝑡), 

𝑋1,𝑖(𝑡) ≥ 0, 𝑋2,𝑖(𝑡) ≥ 0, 𝑋3,𝑖(𝑡) ≥ 0,    𝜀1,𝑖 > 0, 𝜀2,𝑖 ≤ 0, 𝑖 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅. 

Не менее существенна и проблема поиска путей сокращения сбросов ЗВ во-

допотребителями. Отсюда стратегию водоохранной деятельности нужно фор-

мулировать в виде оптимизационной задачи с критерием минимизации сум-

марных приведенных затрат при условии достижения комплекса требуемых 

стандартов качества водных ресурсов и, соответственно, с учетом ограничений 

на концентрацию и массу сброса ЗВ. Расчетная система уравнений имеет вид 

[15, 17]: 
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  S = ∑ ∑ (Sit ∙ xit)t∈Tii∈I → min;    (7) 

при ограничениях 

  Cjr = Cjr
0 + ∑ ∑ (mijt ∙ θir ∙ xit)t∈Tii∈I  ≤ C̅jr,   j ∈ J,    r ∈ R,  (8) 

  Mjr = ∑ ∑ (mijt ∙ xit) ≤ M̅jr,t∈Tii∈T  Mj = ∑ ∑ (mijt ∙ xit) ≤ M̅j,t∈Tii∈T   j ∈ J,   r ∈ R, (9) 

где Mjr, Mj – соответственно, суммарные массы сбросов ЗВ в пределах отдельных 

секторов и в пределах всего бассейна;  

Cjr – предельно допустимая концентрация (ПДК) i-ой компоненты;  

mijt – масса минимально возможного сброса, соответствующая технологии 

очистки с максимальными затратами Sit. 
 
Следует отметить, что в целом не существует особых гарантий повышения 

эффективности водоохранной деятельности только за счет использования эко-
номических механизмов. Более того, последние не исключают традиционного 
планирования стратегии улучшения качества природных вод. Экономические 
механизмы могут быть только одним из важных компонентов, позволяя повы-
сить рентабельность водоохранных мероприятий. 

Простейший способ отражения в математических моделях экономических 
механизмов - это введение в целевую функцию штрафных платежей. Тогда за-
дача оптимизации водоохранной деятельности формулируется в виде: 

�̂� = ∑ ∑ (𝑆𝑖𝑡 ∙ 𝑥𝑖𝑡)𝑡∈𝑇𝑖∈𝐼 + ∑ ∑ (∆𝑐𝑗𝑟 ∙ 𝑝𝑗𝑟)𝑗∈𝐽𝑟∈𝑅 → 𝑚𝑖𝑛,   (10) 

при ограничениях 

𝑐𝑗𝑟 = 𝑐𝑗𝑟
0 + ∑ ∑ (𝑚𝑖𝑗𝑡 ∙ 𝜃𝑖𝑟 ∙ 𝑥𝑖𝑡)𝑡∈𝑇𝑖∈𝐼 ,   ∆𝑐𝑗𝑟 = 𝑚𝑎𝑥(0;   𝑐𝑗𝑟 − 𝐶�̅�);   (11) 

𝑗 ∈ 𝐽,   𝑟 ∈ 𝑅,    𝑐𝑗𝑟 = ∆𝑐𝑗𝑟 ≤ 𝐶�̅�𝑟, 

где ∆𝑐𝑗𝑟  – возможное нарушение норматива ПДК (величины 𝐶�̅�,) по j-му ЗВ в 

створе r.  
 
Заключение 
Интенсификация хозяйственной деятельности и соответствующее техноло-

гическое усложнение схем функционирования водохозяйственных объектов и 
систем достигли к настоящему времени такого уровня, что детерминистское 
описание причинной обусловленности всех процессов оказалось несоответ-
ствующим действительности. Всегда имеется элемент случайности, который 
зачастую приводит к возникновению нежелательных, в том числе и катастро-
фических ситуаций. 

Анализ представленных моделей показывает, что базовый вариант внутрен-
ней структуры системы математических моделей по выбору оптимальной стра-
тегии водоохранной деятельности в бассейне реки в общем случае должен 
включать в себя: 

- модели механизмов управления водопользованием; 
- целевые функции сторон – участников процесса; 
- производственные функции различных видов водоохраной деятельности, 
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учитывающие связь затрат на очистку со степенью очистки ЗВ. 
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