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1. Пусть T = [t*, t* \ , t*<t*<+°°, — промежуток управления, A{t), b(t) , t e T ,  — ку­
сочно-непрерывные яхя-матричная и л-векторная функции, ф (х), х є  R n , — выпуклая глад­
кая бесконечно большая функция, ф* = ф(х*) = min ф(х), х е  R n .

В классе скалярных кусочно-непрерывных управляющих воздействий u(t) , t e T ,  рас­
смотрим терминальную линейно-выпуклую задачу оптимального управления (ОУ)

а 0 = шіпф(х(/“ )), х  = A(t)x + b{t)u, x(t*) = x 0, |м(ґ)| < I, t e T ,  (I)

где х = x(t) — /1-вектор состояния системы управления в момент времени t, х0 є R n — за­
данное начальное состояние.

Кусочно-непрерывное управление u°(t),  |м °(/)|< 1 , t е T , назовем оптимальной програм­

мой, если на соответствующей ей траектории x°(t) , t e T ,  критерий качества задачи (1) дос­
тигает минимального значения: а 0 = ф(х°(/*)) = min ф(х(/*)), где минимум берется по всем 
кусочно-непрерывным функциям (программам) u(t) , t e T  .

Положив X а = {хє R n : ф(х) < а } , а е R , запишем задачу (1) в эквивалентном виде:

a 0 = min а, х = A{t)x + b(t)u, х(/*) = х о, x ( t * ) e X a, \u(t)\<L, t e T .  (2)

Оптимальную программу задачи (2) будем строить с помощью двух процедур — вычисле­
ния оптимальной программы кусочно-линейной аппроксимации задачи (2) в классе дискрет­
ных управлений и доводки.

О п р е д е л е н и е .  Программу u{t), t e T ,  назовем дискретной программой (с перио­
дом квантования h, h = (J* -  t*)/N , N  — натуральное число), если u(t) = u(tk) , t e [ t k , tk+\[, 
tk = t* + k h , k = 0, N  - 1.

Первая процедура. Вычисление оптимальной программы для кусочно-линейной аппроксима­
тивной задачи. Пусть ф (у), у е R n , — гладкая выпуклая функция. Совокупность единичных 
л-векторов Q = {hj, і e l } ,  /  = { I, 2,..., m ) , т > п ,  назовем векторами аппроксимации, 
если для любого компакта Y a = {у е R n:(p(y) < а} ограничена его внешняя аппроксимация 

Y a = { y e R n : h 'y<gi(a) ,  i e l } ( g j ( a) = max h\y , 7 а ).

Пусть у а е д ? а \ h = grad фО>а )/||вгаб ф0>а ) ||. Число є = є0>а , Y a) = h'(ya - у а) = 

maxh '(ya -  у ) , у  е Y a , назовем отклонением точки от множества Y a , у а = УаІУа, Y a) — 
экстремальной точкой множества Y a , соответствующей вектору h .
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Выберем для .Ya векторы аппроксимации Qa и построим X а . В классе дискретных 
программ рассмотрим кусочно-линейную аппроксимацию задачи (2)

a 0 = min a , х = A(t)x + b(t)u, х (/,)  = х 0, x(t*)e X а, \u(t)\< L, t e T .  (3)

Эта задача решается с помощью линейной задачи ОУ:

(3(a) = min Р, х = A{t)x + b(t)u, х(/») = хр = х0 + р/, 

x ( t * ) e X a, |и(0| < L, t e T ,  (I = X t - X 0 ).

Как и в [1], для нее может быть разработан быстрый двойственный метод вычисления 
оптимальных программ, который обобщает метод [1] на задачи ОУ с параметрами. 

Функциональная форма задачи (4) имеет вид:

P(a) = minр, l teTh f h(t)u(t) + /ІР< q(a), \u(t)\<L, t e T .
Здесь

hi t )  = W+hHFd*, x)b(x)dx, I e T h = {/„  U + h,..., t * -h ) ,  f, =HF(t*,  / , ) 1 ,

q ( a )  =
' gi(a),

i e  I
-  HF(t*, t*)x0 , H = K ,  л

ie  I
F(t, t) = F(t)F -1 ( x ) , F  = A(t)F , F(tt ) = E .

При a  = ер* задача (4) сводится к следующей

P* = minP, X = A(t)x + b(t)u, x (/,) = Xp = Xo + p/, x(t*) = x*, \u(t)\< L, t e T .  (5)

Л е м м а  I . p ( a ) , a  e R , — непрерывная монотонно убывающая функция, для которой 
P (<р*) = 3 *; Р(а) —> -<х> при а  -> °о.

Л е м м а  2 . Оптимальное значение а 0 критерия качества задачи (3) равно минимальному 
корню уравнения Р(а) = О .

Решение задачи (3) начнем с решения задачи (5). Если р* = Р(ф*) < О, то х* — внутрен­
няя точка множества достижимости системы (1), в задаче (3) существует множество решений, 
на которых можно ввести дополнительный критерий качества. В случае р* = О, согласно 
лемме 2, ф* — минимальное значение критерия качества задачи (3): а 0 = ф*; построенное 
программное решение u£(t) , x£(t) , t e T , задачи (5) является программным решением зада­
чи (3). При Р* > О находим минимальный корень уравнения P(a) = О .

Вычислим є“ = є(х$(/*), X а) . Если при выбранном (число є подбирается так, чтобы по­
следующая процедура доводки сходилась) ео > О выполняется неравенство є“ < Єо , то переходим 
ко второй процедуре. Если Ea > E0 , то в Qa добавим новый вектор h = grad ф(х^(/*))/||grad ф(х^*(/*))||,

по обновленному множеству Qa построим X а . Программное решение новой задачи (3) 
строится с помощью упомянутого выше двойственного метода. Через конечное число кор­
рекций терминальных ограничений будет получено программное решение задачи (3), на ко­
тором выполняются условия перехода к процедуре доводки.

Вторая процедура. Пусть u(t) , t e T , — оптимальная программа задачи (3), удовлетво­
ряющая условию перехода к доводке; t\, t j ,  ..., tр — точки ее переключения. Процедура
доводки для построения программного решения задачи (2) в классе кусочно-непрерывных 
функций основана на решении уравнений доводки

\\i'(t*)F(t*, tk)b(tk) = 0, k = 1, р, (у  = -A'(t)y, у ( Ґ )  = Эф(х(Г))/Эх). (6)

Пусть 5(tk) * О , к = 1, р , где 5(/) = \\i'(t)b(t). Тогда матрица Якоби системы (6) невыро­
ждена. В качестве начальных приближений возьмем моменты t\, t i ,  ..., ip , найденные после
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решения вспомогательной задачи (4) и, решая систему (6) методом Ньютона, построим оп­
тимальную программу задачи (2) в классе кусочно-непрерывных функций.

Описанный метод можно применить для построения оптимальных позиционных реше­
ний системы (1) в режиме реального времени.

2. Применим метод построения оптимальных управлений (п. 1) для стабилизации в ре­
жиме реального времени динамической системы с управлением

x = Ax + bu (А е  Rnxn , be  R n). (7)

Одна задача стабилизации системы (7), управляемой по Калману ограниченными обрат­
ными связями на базе методов ОУ изложена в [2]. Эта проблема для неуправляемой системы
(7) при отсутствии ограничений на управление изучена в [3] на базе задач Летова—Калмана.

Будем, как и в [3], считать, что система (7) неуправляема по Калману, но является асим­
птотически управляемой [4]: для каждой X0 е Rn найдется такое кусочно-непрерывное 
управление u(t) , t > 0 , что соответствующая траектория x ( t ) , t > 0 , системы (7) с начальным 
состоянием х(0) = Xo обладает свойством: x{t) —> 0 , t —> °° .

Пусть ф (х), x e R n , (ф(0) = 0 ) — бесконечно большая выпуклая определенно положи­
тельная функция, Ac , Ac > 0 , — некоторое число. Обозначим через у* такое число, при ко­
тором для всех у , 0 < у < у*, множество

Х у = { х е  7?":ф(х) < у}

таково, что для каждого z e  Х у существует такое кусочно-непрерывное управление о(ґ| z) , 

|co(f| * ) |< Z , / e [ 0 ,  Ac], что порожденная им траектория x ( t ) , ґ є [0, Ac], системы (7) с на­

чальным условием х(0) = z , попадает в момент Ac на множество X  у .
Выберем число 0 > Ac и введем вспомогательную (сопровождающую) задачу ОУ

V(z) = min ф(х(0)), x  = Ax + bu, х(0) = z, \u(t)\<L, ґ є [0 , 0]. (8)

Обозначим: м°(ґ| z ) , t e [0, 0], — оптимальная программа задачи (8) в классе кусочно­

непрерывных функций; X 0 — множество г є R n , для которых задача (8) имеет решение.
Для стабилизации системы (7) используем быстрый метод вычисления программных ре­

шений задачи (8). Будем считать, что состояние системы (7) измеряется в моменты 
0, Ac, 2АС, ... На начальном промежутке [0, Ac] на вход системы (7) подадим управле­
ние u°(t\ хо), t е [0, Ас[. Под действием этого управления система (7) перейдет в момент 
Ac в состояние х*(Ас). Пусть х*(т) ( T = AAc , А>1)  — состояние системы (7) в момент т , 
[х, т + Ac] — произвольный промежуток. На этом промежутке на вход системы (7) подадим 
управление u ° ( t - т| х*(х)), t6 [x , х + Ас[. Вдоль построенной траектории х*(/), Г>0 ,  оп­
ределенно положительная функция V(z ) , Z є X 0 , удовлетворяет неравенству

К(х*(х + Ac)) < У(х*(х)), х = 0, Ac, 2Ac, ...

Отсылая в [4 — 6] за доказательством свойства V(x*(t)) -> 0 , x*(t) -» 0 , t -> °° , изложим 
метод реализации стабилизирующей обратной связи u*(t) , t > 0 , в режиме реального времени.

До начала процесса стабилизации найдем оптимальную программу u°(t\ z ) , t e T , задачи
(8) для состояния z = Xo є X 0 методом, описанным в п. I. На начальном участке процесса 
стабилизации положим u*(t) = u°(t\ х0) , ^е[0 , Ac[. Для продолжения процесса стабилиза­

ции запомним следующую информацию: 1) моменты переключения Zf-(X0) ,  і = 1, р ; 
2) оптимальное значение V(X0) критерия качества задачи (8); 3) оптимальную опору К$„(х0) 
линейной задачи (4) для у = У(х0) ;  4) совокупность Q0 =Q0(X0),  использованную при по­
строении оптимальной программы последней линейной задачи процесса реализации. Пред-
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положим, что процесе стабилизации осуществлен на промежутке времени [0, т + Ac [ , в результа­
те чего выработано управляющее воздействие u*(t) , t e  [0, т + hc[. Обозначим через х*(т + Лс) 
состояние системы (7), в котором она оказалась в момент т + Ac . Из приведенной выше схемы 
видно, что для вычисления u*(t) , / є  [т + Ac, x + 2 h c [,  стабилизатору нужно знать программное 
решение u ° ( t - X - hc\ х*(х + hc) ) , t є [т + Ac, т + Ьс+ 0 [, задачи (8) для состояния z = х*(х + hc) .

По предположению, стабилизатор в предыдущий момент х уже построил программное 
решение ы °(7 -т | х*(т)), / є [ т ,  т + 0[, задачи (8) для состояния z = x*(т ) . В результате ре­
шения этой задачи была получена и сохранена следующая информация: 1) точки переключе­
ния t°(x*(х)) , і' = 1, р ; 2) оптимальное значение К(х*(т)) критерия качества задачи (8); 
3) оптимальная опора К$п(х*(х)) линейной задачи (4) при у = К(х*(т)); 4) совокупность 
Qo(x*(x)), использованную при решении последней линейной задачи.

Функциональная форма линейной задачи (4), соответствующей задаче (8), которую ста­
билизатор решил в момент х , имеет вид

Р(у) = min р, I leTh(X) fh(t  -  x)u(t- х )  + <q(y,x),  \u ( t -x ) \< L,  t e[x,  т + 0], (9)

где q(y,x) = q(y) -  HFix + 0, т)х*(т), Th(x) = {т, т + А,..., т + 0 -  A}, ( Ac = k*h , k* > I ).
Имея эту информацию, стабилизатор начинает решать линейною задачу (4) с у = V(x*(x)) 

и совокупностью Q0(^*(r)). Функциональную форму линейной задачи (4), которую стабили­
затор должен решить в момент х + hc , запишем следующим образом:

P(Y) = min р, I leTh(X) M t  -  х)u(t -  т) + Z1P < q(у, х),
(10)

u( t -x )  = и ° ( /-т |х * (т )) , t e [ x , x  + hc[, |h ( / - t) |< L , t є [т + Ac, т + Ac + 0[.

Задачи (9), (10) отличаются между собой только условиями на концах: в задаче (9) управ­
ление u(t) , 1 є[т , x + hc], выбирается, а в задаче (10) управление u(t) = u ° ( t -т |х * (т ) ) , 
t є [т, X + hc] фиксируется; управление u(t) , 1 є [т + 0, т + Ac + 0 ] , не влияет на значение крите­
рия качества задачи (10). В подобных ситуациях двойственный метод [1], используя оптимальную 
опору K 1Hn(X) задачи (9) в качестве начальной, быстро ее корректирует и строит оптимальную 
опору KS„(x + hc) задачи (10). Затем к полученному решению линейной задачи достаточно при­
менить процедуру доводки. Информация 1) — 4) для момента т + Ac обновляется.

Работа частично финансируется Белорусским республиканским фондом фундаменталь­
ных исследований (проект Ф02Р-008) и Государственной программой фундаментальных ис­
следований «Математические структуры».
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METHOD OF SOLUTION OF LINEAR-CONVEX OPTIMAL CONTROL PROBLEM 
AND ON-LINE STABILIZATION OF DYNAMIC SYSTEMS

Summary
An optimal control problem for a linear nonstationary system is under consideration. The behavior of this system is es­

timated by the convex performance index of terminal states. A fast algorithm for constructing optimal open-loop controls is 
developed. It is based on linearization of the optimal control problem and the special finishing procedure. The algorithm 
described is used for on-line stabilization of dynamic systems by bounded controls.


