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ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ ОДНОЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ
СИСТЕМЫ ТРЕХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА
В ПРОСТРАНСТВЕ

Пусть О с  К3 -  ограниченная односвязная область, границей которой 
является гладкая поверхность Ляпунова 8 0 . Рассмотрим задачу отыскания 
решения ц(х) = (м1(х),м2(д:),и3(х))еС 2'“( 0 ) п С 1,“(0 ) системы уравнений

82и. д2щ
— 5г- + Ам2+ — 2- = 0, 
дх\ 2 & 2

Э2м, . „ д2и.
дх2

-  +  2
дх2 +Л"3 °

(хеО ), (1)

удовлетворяющего на границе дО области О краевым условиям

". 1 ^ = А (у\  «21№= ЛОО> «зи = /зСу) (у е ап)- (2)

Здесь / , , / 2, / 3 К -  заданные непрерывные по Гельдеру функции,
Д -  оператор Лапласа в К3. Задачу (1), (2) назовем задачей Дирихле для 
системы (1).

Теорема. Задача Дирихле (1), (2) регуляризуема. Индекс задачи (1), (2) 
равен нулю.
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◄ Рассмотрим семейство задач

д2и.Ди, - 4  /•
дх:

±+ 2 &  = 0, 
ох,

д2и. д2щ/ — 4. + Дм, + /— 4. _ о,
2 дх.

.  9 2м,  . .2/— 4. + Дм, =0
дх. дх2,

(3)

с граничными условиями (2), /€[0,1]. Покажем, что при каждом /€[0,1] 
задача Дирихле (2), (3) является регуляризуемой. Напомним, что краевая 
задача (2), (3) называется регуляризуемой, если для нее выполнено условие 
Я. Б. Лопатинского. Это условие представляет собой дополнительное 
ограничение на матрицу граничного оператора и состоит в том, что ранг 
матрицы

^(у,т) = ̂  В(Я у + т)С~'(Лу + т)(Е, ЯЕ)с!Я (4)
г

является максимальным в каждой точке у  е дП и при каждом ненулевом 
касательном к ЗЙ в точке у  вектора г е г(у). Здесь С(^) -  характеристи
ческая матрица системы (3); Е -  единичная матрица третьего порядка; 
В = Е  -  символическая матрица граничного оператора (2); у -  вектор еди
ничной внутренней нормали к ЗЙ в точке у  е Э й; Г — простой замкнутый 
контур, лежащий в верхней Я -полуплоскости и охватывающий находящи
еся там Я -корни уравнения де1С(Яу + г) = 0.

Непосредственные вычисления показывают, что минор, образованный 
первыми тремя столбцами матрицы Лопатинского задачи (2), (3) равен

— * 0 . Таким образом, задача (2), (3) регуляризуема при каждом / е [0,1]. 
8
Следовательно, однородная задача (2), (3) имеет а  линейно независимых 
решений, а для разрешимости неоднородной задачи требуется выполнение 
конечного числа /? линейно независимых условий разрешимости. Число 
а  -  /3 называется индексом задачи (2), (3). Известно, что индекс является 
гомотопически устойчивым [2], т. е. не зависит от /. Следовательно, индекс 
задачи (1), (2) равен индексу задачи Дирихле для тройки уравнений Лапласа

Аи, = 0, Аи2 = 0, Аиг =0 ,(хе <30). (5)
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Общеизвестно [3, с. 303, 332], что задача Дирихле Аи = 0, и\ю = / при 
любой непрерывной по Гельдеру функции / :дС1—> К имеет единственное 
решение. Следовательно, индекс (5), (1) равен нулю. Теорема доказана. ►
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ЗАДАЧА ГИЛЬБЕРТА ДЛЯ ОДНОГО ТРЕХМЕРНОГО
АНАЛОГА СИСТЕМЫ КОШИ -  РИМАНА

Пусть ГГ с  К3 -  ограниченная область, гомеоморфная шару, границей 
которой является поверхность Ляпунова, гомеоморфная сфере. Через ГГ 
обозначим дополнение замыкания Г Г .

Четырехкомпонентную вектор-функцию V  = (м,(х).....м4(х))г , удовле
творяющую в областях ГГ и ГТ системе дифференциальных уравнений с 
частными производными первого порядка вида

' 1 1 0 0" '0 0 -1 -Г '0 0 1 о '
-2 -1 0 0 э и  —  +

0 0 0 1 эг/ + 0 0 -2 -1
0 0 1 1 йс, 1 1 0 0 дх2 -1 0 0 0
0 0 -2 -1 0 -1 0 0 _ 2 1 0 0

дЦ_
дх.

= 0,(1)

и обращающуюся в нуль на бесконечности, назовем кусочно-голоморфным 
вектором. Отметим, что система (1) является трехмерным аналогом систе
мы Коши-Римана [1]. Последнее означает, что каждая компонента ее 
непрерывно дифференцируемого решения удовлетворяет уравнению 
Лапласа, т. е. Дик =0 (к = 1,...,4).


