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Е .В .  Гри ц ук
Б ел ар у сь , Б р ест, Б р Г У  имени А .С . П уш кина

И С С Л Е Д О В А Н И Е  У Р А В Н Е Н И Й  Н А  С Л А Б О Е  
С В О Й С Т В О  П Е Н Л Е В Е

В результате исследования дифференциального уравнения

=  Д(ш<— Ч . и / ,  г), (1)

где — рациональная функция относительно первых
п аргументов, имеющая аналитические по г в области С  €  С  коэффи­
циенты, можем получить, в случае наличия слабого свойства Пенлеве [1], 
ряды вида

ш =  со (г -  г0)~г +  С1 (г -  2о)_ ^Г +  а ( г  -  г о +  ..., (2)
Р Р

формально удовлетворяющие уравнению (1). Вопрос сходимости ряда (2) 
решен в работе [2] путем сведения уравнения (1), в малой окрестности 
подвижного критического полюса, к системе Врио и Буке. Возникает во­
прос о возможности применения другого пути доказательства сходимости, 
отличного от предложенного в работе [2], а именно — применения замены

г  =  го +  тр (3)

сразу к уравнению (1), а потом сведения преобразованного уравнения к 
системе Врио и Буке.

В качестве примера рассмотрим уравнение

ш" = — (аш2 + Ь)и/ + сш — йы2 — /Зги3, (4)

где константы а > О, Ь <  0, с <  0, <1 €  К , рассмотренное в [1, 2]. Подставим
3

в уравнение (4) разложение (2) и находим (со,з/р) =  (со, 1/2), Сд =  — . 

При этом ведущими членами уравнения (4) являются ы" и — аги2н/, а 
индексы Фукса равны г\ =  —1, г2 =  3/2.

Ряд, формально удовлетворяющий уравнению (4), имеет вид

ы , Г ^ ( с о  +  Щ ^ - +  сд„ ^  +  . „ ) ,2а (5)
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где 1 =  2, — го- Условие Ф =  О обеспечивает произвольность коэффициента 
с3/2- Все С] с номерами з > § однозначно определяются через со и с3/2 =  к, 
где к — произвольная постоянная.

Приведем доказательство сходимости ряда (5). Осуществим замену

ш =  (со + щ (1))Г1/2, ы' =  (-со/2 +  и2(г))4~3/2, (6)

где

■ ■ ю - а ( 3 ^ а|,)‘ + с,

Тогда относительно г/1 (^), имеем систему 

1 3
1и[ =  - и 1 +  и2, 1и'2 = -щ  +  (7)

где

1) =  а(со/2и2 — 2сощи2 — и2и2) +  Ы(со/2 — и2) +  с!2(со 4- щ ) -  

-Ф*3/2(ео + щ )2 -  /31(с0 +  щ )3

с собственными значениями матрицы постоянных коэффициентов линей­
ной части Л3 =  —1, Л2 =  3/2. Система (7) не является системой Врио 
и Буке, так как функция Рх не является аналитической в нуле. 
Кроме того, ряды щ(1) и 42(1) не являются степенными.

Для дальнейшего исследования в системе (7) положим

1 =  т2

и приходим к системе Врио и Буке

тЩ =  [/1 +  211 2, +  (8)

где Р2{и\,Щ,т) =  2Рх(ии и2,т2), И5{т) =  щ(т2).
Собственные значения матрицы постоянных коэффициентов линейной 

части системы (8) равны Л3 =  —2, Л2 =  3. Сведение уравнения (4) в 
окрестности подвижного критического полюса к системе Врио и Буке (8) 
завершает доказательство сходимости ряда (5).

Теперь реализуем другой способ доказательства сходимости ряда (5) 
и покажем, насколько согласованы эти два способа доказательства. Осу­
ществим замену (3) в уравнении (4), при р =  2, получим уравнение

ты" =  н/(1 — 2 т2(аш2 +  Ь)) +  4т3 (его — Фш2 — Дш3). (9)
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Заметим, что точка т  =  О является стационарной особой точкой уравне­
ния (9). Соответствующий ряду (5), с учетом замены (3), ряд, формально 
удовлетворяющий уравнению (9), имеет вид

V) =  С0 Т - 1  + С 1 +  С2Т1 +  с3т 2 +  ... . (10)

Коэффициенты ряда (10), с учетом замены (3), совпадают с соответству­
ющими коэффициентами ряда (5). Для доказательства сходимости ря­
да (10) осуществим замену

гн =  (со +  их(т))т-1 , (11)

где
щ(т) =  С1Т -I- с2т 2 +  с3т3 -1- . . .  .

Получаем систему Врио и Буке

1и\ = щ +  и2, 1и'2 =  6щ +  / ( и г, и2, т ), (12)

где

/ { щ ,и 2, т) =  а(2соп2 -  4сощи2 -  2и2и2) +  2Ьт2(со -  и2) +  4сг4(со +  иД— 

—4с?т3(со +  их)2 -  4Дг2(со +  их)3, ^

Система Врио и Буке (12) имеет собственные значения Ах =  —2, А2 =  3. 
Таким образом, сходимость ряда (10) также доказана.

Найдем связь между системами Врио и Буке (8) и (12). Обозначим 
матрицы линейных частей систем Врио и Буке (8) и (12) через А и В  
соответственно:

- ( з  о ) , в = ( в  ; ) ■
Матрицы А п  В  подобны, так как имеет место равенство В 5  =  ЗА, где

4 5  ° )

Покажем, что невырожденным преобразованием система (8) приводится 
к системе (12). Введем обозначения:

Щт) =  (1/х(т),У2(т))г ,й (г ) =  (их(т),и2(т ))т ,

Р(т, 111, 112) =  (0, ^ (т , 1/\, Г/2))т , 7 ( г , “ 1,и 2) =  (0 ,/ (т ,и х ,и 2))т .
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Тогда системы (8) и (12) примут соответственно вид:

гЁТ^т) =  АЩт) +  Р(т, 1/и Р2), (13)

тй '(т) =  Вй(т) +  /(т, щ  ,и 2). (14)

Умножим систему (13) на матрицу 5  слева, получим

тЗЦ1 (т) =  ЗАй{т) +  8Р(т, Пи Щ .  (15)

В силу подобия матриц А и В  заменим в системе (15) произведение мат­
риц ЗА  на произведение матриц В 5, получаем

тЗЦ1 (т) =  ВЗЩ т) +  ЗР(т, Уь  Щ .  (16)

Полагаем

ЗЩт) =  й(т). (17)

Очевидно, с учетом (17), что главные части систем (14) и (16) совпа­
дают. Также можно убедиться, что для нелинейных частей систем (14) 
и (16) имеет место, с учетом (17), следующее равенство ЗР(т,1/1,112) — 
=  / (т ,щ ,и 2). Таким образом, системы (14) и (16) совпадают полностью. 
Значит, системы (13) и (14) эквивалентны, а их решения связаны соотно­
шением (17).

Таким образом, показано, что для уравнения (4) два различных спо­
соба доказательства сходимости ряда вида (5) приводят к эквивалентным 
системам Врио и Буке (13) и (14), решения которых связаны соотношени­
ем (17).
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