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В Ы С Ш И Е  А Н А Л О Г И  В Т О Р О Г О  У Р А В Н Е Н И Я  П Е Н Л Е В Е

Е.В.Грицук (Минск, Беларусь)

В результате автомодальной редукции дифференциальных уравнений в частных 
производных Каупа-Купершмидта (см., например, [1]) к обыкновенным дифферен
циальным уравнениям были получены уравнения иерархии К 2

К  (и/ -  ^и,2\ -  zw + P =  0 , (К 2)

где оператор h,n(u) определяется реккурентно h0(u) =  1, h\(u) =  uzz +  4н,2, П =  D3 +  
2uD + uz, J = D3 +  3(uD +  Du) +  2(D 2uD~x +  D ^ u D 2) +  %{u2D~l +  D~lu2),

K +i{u) =  JDhn(u), D =  D~\-) =  J ( -)dz.

Вид первых двух членов АК 2 и qK 2 иерархии, а также свойства их решений изло
жены в работах [2,3]. В настоящем сообщении приводятся некоторые общие резуль
таты, касающиеся структуры уравнений иерархии.

Теорема 1. Уравнение 3n+s^ 2  имеет структуру

Щзn+s A 'YSn+s'lUo 4~ P(3n+s—3)/2 (^ 0, W\, •••, Wsn+s—z) ~\~ (д 0,

где wm = dmw/dzm, Р(зп+з-з)/2~ полином от w0}wi, ...,w3n+s- 2 степени (3n +  s -3 )/ 2  
вида

P(3n+s-3)/2{u>Q,Wi...,U)3n+s- ‘2) := ^  , bk0ki...k3n+s-2W0 W\ ■■■w3n+s-2-
(fc)=3n+s+l,A;e<(3n+s—5)/2

Через k обозначен мультииндекс k =  (k0, k\,..., k2n+s- 2) с нормой

3 n + s —2

(k) ■= Y  +  2 ) * p’
p= 0

bfco*i...fc3n+.-a_  константы, и

,t уЗп+3.^6)/2 (»4-|-4)/2 (3n +  s _  5 _  6j)(3n +  £  _  2 _  6 j)25
73»+. -  76-2. 2J 11 (3n +  s - 4 - 6 j ) ( 3 n  +  s - 6 j )

s =  0 в случае четных n и s =  1 в случае нечетных п.
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АНАЛИТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Теорема 2. Подвижные полюса решения уравнения zn+sK?, могут быть только 
первого порядка.
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О П Р Е О Б Р А З О В А Н И Я Х  Б Е К Л У Н Д А  У Р А В Н Е Н И Й  П Е Н Л Е В Е
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Преобразования Беклунда, впервые введенные для исследования поверхностей 
постоянной отрицательной кривизны, являются мощным инструментом для изуче
ния свойств решений нелинейных дифференциальных уравнений (см., например, [1]) 
и, в частности, уравнений Пенлеве [2].

Для уравнений Пенлеве систематический подход для построения преобразований 
Беклунда впервые был осуществлен через инвариантность гамильтоновых систем, 
эквивалентных уравнениям Пенлеве [3]. Так, например, для второго уравнения Пен
леве (Р2) в форме q" =  2q3 +  tq +  b -  1/2 преобразование Беклунда было получено [4] 
из инвариантности гамильтоновой системы

я' =  { # ,  q} =  P -  Q2 -  * / 2> р ' =  { н , р } =  2ЯР +  ъ, (1)

2
где гамильтониан Я  =  \  -  (g2 +  \)р -  Ьр, а скобка Пуассона {p{q,p, t, ),ip{q,p, t, ) }  , 
определяется соотношением {<£>, Ip} =  Ifplpq — pq1pp.

Система (1) допускает преобразование (q,p) —> {q,p) — {q +  b/p,p), которое явля
ется каноническим, т.к. { р, q} =  1и, следовательно, сохраняет гамильтонову струк
туру системы (1). Если для общей функции р = p(q,p,b,t) ввести преобразования 
г, s соотношениями

г(ф) =  <p{q,p,b,t) =  <p(q Н ,р, —Ь, £),
Р

s{p) =  ip(q, р, Ь, t) =  <p{-q, -р  +  2q2 +  t, 1 -  b, і),

то система (1) инвариантна относительно преобразований г, s, причем операторы г, s 
коммутируют с оператором дифференцирования, то есть (r(v?))' =  г (</?'),
(s(<p))' =  s(<p'), при этом г2 — s2 — I, где I  - тождественное преобразование. Множе
ство всех преобразований Беклунда W = <  г, s > =  {{sr)n, (sr)nr } , п Є Z, генери
рованное преобразованиями г и s, образует группу с фундаментальными соотноше
ниями г2 — s2 — I. Эта группа называется аффинной группой Вейля типа (см., 
например, [5]).

В работе для уравнений Пенлеве и их высших аналогов приведены эквивалентные 
системы, для которых справедлива

Теорема. Для систем, эквивалентных уравнениям Пенлеве и их высшим ана
логам, преобразования Беклунда коммутируют с операцией дифференцирования.
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