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алгоритм ПОСТРОЕНИЯ "НИЖНЕЙ" оценки по энергии для
ИЗОТОПНОГО ТОЛСТОСТЕННОГО ЦИЛИНДРА 

В.Л.МартиновскиЙ, Б.Ф.Власов

Рассмотрим короткий цилиндр, нагруженный по боковым поверх­
ностям симметричной по длине < -С ) и произвольной по угловой коор­
динате (4>- нагрузкой. Торцы цилиндра свободны.
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Решение поставленной задачи будем выполнять ь напряжениях. 
Для построения нииНеЯ оценки необходимо точно удовлетворить урав­
нениям равновесия и условия'.: на поверхности. Остальные уравнения 
Теории упругости могут быль выполнены в вариационной форме. 

Компоненты тензора напряжений принимаем в виде:

\ , €>г(ЗДг) = бь(г) Ссн/гьр Со41.1 ?
<5т(г^*) = бц>Сг)(Ьтч> Са,1 лЗЬ9 .

б* (-г) С<лт>р(&й1 *^ -СоьпХ)}

(1$$.) = Ъг*(г)31пт^р Со.1 1  г 

*Ерг(Я,Ч>2)- 'С*г(1) & п/п</

*Сгг (г/Р,г) = /Ггг(’г-) Св&т  ̂&'н1пз&.
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I где 1 т , п  = ̂ 3,...
1 Проведем разделение переменных в уравнениях равновесия

Э^г .- / ЭТгч> , ЭТк
аг г ау 54

ЬХь* . 4 аб>р ъТ̂ а~ъг г Э4> эг

9Га* + 4.^11 9<дгъг г 94» эг
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| тогда, согласно (I), получим

ё*.(г)+ у  б’еСг)- ̂  б*>('г.)+ пЪ̂ггСг) - ог
- тр ч1 С?) + Тц>(ъ.)-■^Тгч1(Ъ.) + 3 » * ? . (х) - О 7

гТ**(г)4 2'Гг/4(г.) + тТ«Сг) -Аибг(г) = 0.
В формулах для перемещений в интегро-дифферонциалчной форме

ш .

кг(*я  1) = у  (* |г«й/г - 1 \^ Ы с к с 1 1

-гЛ ^ ? М г  4М т ^ <&<&) + //,,
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/ / у й ^ г  о^еа/’г + ̂ г * с 1г -
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- Л т - # ^ г ^ , / 7 2 , ‘ - г " ’..

Иг (4% 2.)- — ( г У г + ч укр^ Ы ^ -  1
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где /7«, Пл /73 " проиевсльные функции координат, 4
выразим и.ч111+} й а  чэрез напряжения по закону Гука

Ъ/ ; • + т Т * г - ъ Т + а  ~Ъ*Кп * Т+а 2 П 1 у

< л с Л 1) . 'I [- гТ$, -т«. и и , Щ  ((.
С, . • -V • '• . Ч _ ■>" . \ V 1 • - *" •

■ ж,.;* -тТшг] ♦ /7*, .

т : ; 4 . Д и 1 г ( > г - д 1 ^ г ^ З +  П г .

Па формулам Коши находим линейные деформации 4 * / В+, ёа

Щ «. (гТ»̂ 4Тм). л» тА-
• ♦ И 1& 1  3 * /7у у ‘ ■/.

у; /•' ■; с ■ ч>. ...

■ Л;. ’ ' - («* ^  -Ан*1Ч+ ^

’ - %  Тшч. .7 М  (т*^) ̂  ^ + Пх у  г

■ ■ . . “• . ■■. •••; ч . • •. • ■'■ ■ •_ ч< :

М:Ц 0:. .

* А « г * С - у » ] . * /7у,



101

Вариационные уравнения закона Гука имеют вид:
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[ б г ~ (хо * 2  © б * ) ]  Ы & * 0 , '

(а ©  + Ь Н * ) )  Щ Ы & ^ о ,
- ■ ' : • -V.1 '' ~ • ' . ■ >•<■:; ’ ' ". ; ;•>

ПТ[6а - (Л9 4 2.6- еа)‘] а-6 * с/л.* О , ,: V'
Л  /=' -  р

-** д -< щ т • е ■ Ф о • л + ■
Преобразовав выражения в круглых скобках (7) и составив 

вариации лучим

V  ^  ~ т Щ ^ 2 * ) {**г0-№г* +Х*МЪ* * 1 *

•V +Лв!1 ]Тгч> + (/- + (3-2 4) «  Т - «  -и) [&$<) +

+1)[(тг-ч) ̂  +Хкч]'йи *т(1-1)г%*г *

■л *\тТшч. * = О ,
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*-[0-1)(/п4 / ) + М » ъ ] Т *  * +

+ 1>т т^-^14+[0-\>)*ц{жч)  ̂ -^ж)1и4]<Ггг|  =
\ ■'■ ' ' '' ;■■"••/,’ ' ' . • • •• '■' (> ■ . ' -5 ' ' “ •... • ■ : , ! '.. ' . ‘
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- г- Для отыскания напряжений необходимо интегрировать уравне- 
]• ния (6) совместна с уравнениями (3) при выполнении условий на 
'.поверхности. 1 ,
'■"> , Такая задача является достаточно сложной, так как трудно 
подобрать интегрируемую комбинация, для решения поставленной 
задачи.
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