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Вопросы учебной программы за 2 семестр 
 

1. Комплексные числа. Алгебраическая, тригонометрическая и показательная 
формы записи комплексных чисел. Геометрическое  изображение 
комплексных чисел. 

2. Действия над комплексными числами. 

3. Первообразная и неопределенный интеграл. Свойства неопределенного 
интеграла. 

4. Таблица интегралов. 

5. Замена переменной и интегрирование по частям в неопределенном  
интеграле. 

6. Интегрирование рациональных функций. 

7. Интегрирование некоторых классов тригонометрических функций. 

8. Интегрирование некоторых иррациональных функций. 

9. Интегралы, не выражающиеся через элементарные функции. 

10. Определенный интеграл как предел интегральной суммы, его 
геометрический и физический смыслы. 

11. Основные свойства определенного интеграла. 

12. Интеграл с переменным верхним пределом. 

13. Формула Ньютона-Лейбница. 

14. Замена переменной и интегрирование по частям в определенном 
интеграле. 

15. Интегрирование периодических, четных и нечетных функций. 

16. Несобственные интегралы с бесконечными пределами интегрирования. 
Главное значение несобственного интеграла первого рода. Признаки 
сравнения. 

17. Несобственные интегралы от неограниченных функций. Главное значение 
несобственного интеграла второго рода. 

18. Вычисление площадей плоских фигур в декартовой и полярной системах 
координат. 

19. Вычисление объемов тел по параллельным сечениям и объемов тел 
вращения. 

20. Вычисление длины дуги кривой. 

21. Нахождение работы переменной силы с помощью определенного 
интеграла. 

22. Вычисление статических моментов, координат центра масс и моментов 
инерции плоской кривой. 

23. Вычисление статических моментов, координат центра масс и моментов 
инерции плоской фигуры. 
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24. Дифференциальные уравнения первого порядка. Задача Коши. Теорема 
существования и единственности решения задачи Коши. 

25. ДУ с разделенными и разделяющимися переменными. 

26. Однородные ДУ первого порядка. 

27. Линейные ДУ первого порядка и уравнения Бернулли. 

28. ДУ высших порядков. Задача Коши. 

29. ДУ, допускающие понижение порядка. 

30. Линейные однородные дифференциальные уравнения (ЛОДУ) и свойства 
их решений. 

31. Линейная зависимость и независимость функций. Определитель 
Вронского. 

32. Теорема о структуре общего решения ЛОДУ. 

33. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения (ЛНДУ). Теорема 
о структуре общего решения ЛНДУ. 

34. Принцип суперпозиции решений ЛНДУ. 

35. Метод вариации произвольных постоянных (метод Лагранжа). 

36. ЛОДУ второго порядка с постоянными коэффициентами. 

37. ЛОДУ высших порядков с постоянными коэффициентами. 

38. ЛНДУ с постоянными коэффициентами и со специальной правой частью. 

39. Решение систем дифференциальных уравнений. 

40. Определение, свойства и вычисление двойного интеграла. 

41. Двойной интеграл в полярных координатах. 

42. Вычисление объемов и площадей с помощью двойного интеграла. 

43. Вычисление массы, статических моментов, координат центра масс и 
моментов инерции плоской пластины. 

44. Определение, свойства и вычисление тройного интеграла. 

45. Тройной интеграл в цилиндрических и сферических координатах. 

46. Вычисление объема тела, массы тела, его статических моментов, 
координат центра масс и моментов инерции. 

47. Определение, свойства и вычисление криволинейного интеграла по длине 
дуги (КРИ-1). 

48. Приложения криволинейного интеграла первого рода. 

49. Определение, свойства и вычисление криволинейного интеграла по 
координатам (КРИ-2). 

50. Формула Грина. 

51. Независимость криволинейного интеграла второго рода от пути 
интегрирования. 

52. Восстановление функции по ее полному дифференциалу. 

53. Приложения криволинейного интеграла второго рода. 
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Перечень типовых задач по темам семестра. 
 

1. Представить в тригонометрической и показательной форме, числа 
 

a) 3 i ; б) 
2

1 i
; в) 1 3i  ; г) 5 ; д) 

1
.

2
i  

 

2. Выполнить действия, ответ представить в алгебраической форме 
 

a) 
 
 

2
1 3

;
3 2 5

i

i i




 б) 

 
3

2
;

1 2

i

i




 в)  

5

1 3 .i  

 

3. Найти корни уравнения 
 

a) 3 1 3 ;z i   б) 4 1 0z   ; в) 2 0z i  ; г) 2 4 5 0z z   . 
 

4. Найти интегралы 
 

425

xdx

x
 ; 

3

49

x dx

x
 ; 24x x dx  ; 4 53 1 2x x dx  ; 

1 3

dx

x  ; 
1 2

1 2

xe
dx

x



 ; 
23

sin

cos

xdx

x
 ; 

 2cos 3 2

dx

x tgx  ; 

2

5

2

x
dx

x x



  ; 
2

2 10

1

x
dx

x x



 
 ; 

5

3 3 2

x
dx

x x  ; 
5

4 2

1

2 3

x x
dx

x x

 

  ; 

34 4

xdx

x 
 ; 

4

dx

x x ; 
2 1

dx

x x x  
 ; 

  21 2 10

dx

x x x  
 ; 

225 x dx ; 
2 2 9

dx

x x 
 ; 

2

1

x

x

e dx

e 
 ; 

2

2

1 x
dx

x


 ; 

  32 1 xx e dx ; x arctg x dx ; arccos x dx ;    1 cos 3 1x x dx  ; 

xe dx ;  sin ln x dx ; 2ln x dx ;    2 3 ln 4x x dx  ; 

cos 3sin

dx

x x ; 
5 3cos

dx

x
; 

21 3cos

dx

x
; 21 c

tg x
dx

tg x
; 

4 2cos 3 sin 3x x dx ; 3 8cos sinx x dx ; 4sin 2x dx ; 
2 24sin 5cos

dx

x x . 
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5. Вычислить определенные интегралы 
 

a) 
9

4 1

x
dx

x  ; б) 
2

3

2

cos cosx x dx






 ; в) 

2

0

cos x dx


 ; г) 
1

2

0

xx e dx . 

 

6. Вычислить несобственные интегралы или установить их расcходимость 
 

a) 
23

0

xx e dx




 ; б) 
 

3
lne

dx

x x



 ; в) 
1

2
dx

x



 ; г) 
1 ln

e
dx

x x ; д) 
2

1 1

xdx

x  ; 

e) 
2

1
ln

dx

x x ; ж) 
1

3
0 2 4

dx

x ; з) 
 

3

5
31 3

dx

x
 ; и) 

 
5240 16

xdx

x




 .  

 

7. Вычислить площадь фигуры, ограниченной указанными линиями 
 

a) 
2 ,

2 ;

y x

y x

 

 

 б) 

3,

1,

0;

y x

y

x

 



 

 в) 
3cos ,

2sin ;

x t

y t





 г) 2(1 cos )r   ; д) 24sinr  . 

 

8. Вычислить длину дуги линии, описываемой уравнением 
 

a) 
2 2 2

3 3 34x y  ; б) 
7( sin ),

0 2
7(1 cos ),

x t t
t

y t


 
 

 
; в) 5(1 cos ).r    

 

9. Вычислить объем тела, полученного вращением вокруг оси Ox  фигуры, 
ограниченной линиями 

 

a) 

sin ,

0,

0 ;

y x

y

x 





  

 б) 

,

0,

0,

1;

xy e

x

y

x

 






 

 в) 
22 ,

0;

y x x

y

  



 г) 
2cos ,

5sin .

x t

y t





 

 

10. Вычислить объем тела, полученного вращением вокруг оси Oy  фигуры, 

ограниченной линиями 
 

a) 
2 4 ,

0;

y x

x

  



 б) 

3,

0,

8;

y x

x

y

 



 

 в) 
2cos ,

5sin .

x t

y t




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11. Вычислить работу, которую необходимо затратить на выкачивание 

воды из резервуара P . Удельный вес воды принять равным 
3

9,81
кН

м
. 

1) P : полусфера радиусом 2м; 

2) P : желоб, в перпендикулярном сечении которого лежит полуокружность 
радиусом 1м, длина желоба 10м;  

3) P : цилиндр с радиусом основания 1м и высотой 3м; 

4) P : конус с радиусом основания 2м и высотой 5м; 

5) P : правильная треугольная пирамида с основанием 2м и высотой 5м; 

6) P : правильная четырехугольная пирамида со стороной основания 2м и 
высотой 5м. 

 

12. Вычислить работу, затрачиваемую на преодоление силы тяжести при 
построении сооружения Q  из некоторого материала, удельный вес 

которого  . 

1) Q : правильная усеченная четырехугольная пирамида, сторона верхнего 

основания которой равна 2м, нижнего – 4м, высота 2м, 
3

24
кН

м
  ; 

2) Q : правильная треугольная пирамида со стороной основания 3м и 

высотой 6м, 
3

20
кН

м
  ; 

3) Q : усеченный конус, радиус верхнего основания которого равен 1м, 

нижнего – 2м, высота – 2м, 
3

21
кН

м
  . 

 

13. Вычислить силу давления воды на пластину R , вертикально погруженную 

в воду, считая что удельный вес воды равен 
3

9,81
кН

м
. 

1) R : равнобедренный треугольник, обращенный вершиной вниз, высота 
равна 1м, основание совпадает с кромкой воды и равно 2м; 

2) R : полукруг радиусом 2м, диаметр совпадает с кромкой воды; 

3) R : равнобедренный треугольник, обращенный вершиной вниз, основание 
которого равно 4м, высота 1м, погруженный на 1м относительно 
кромки воды; 

4) R : полукруг радиусом 1м, обращенный выпуклостью вверх и 
погруженный на 1м относительно кромки воды; 

5) R : равнобокая трапеция, нижнее основание которой равно 8м, верхнее – 
4м, высота равна 2м, нижнее основание находится на 1м ниже кромки 
воды.  
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14. Найти общее или частное решение (общий или частный интеграл) 
дифференциального уравнения 

 

а) 2 ;x ye dy xdx   б)      0, 1 1;x xy dx y xy dx y      

в) sin cos cos sin ;y xdx y xdx  г) 2 2 , (1) 0;xy y x y y      

д)  2 0;x y dx xdx    е) 
1

;
cos

y ytgx
x

    

ж) , (0) 1;xy y e y     з) 2 23 , (0) 1;xy y e y y     

и) 2 2 ;x xy e y e y    к)  2 3
2 2sin sin 2 0, .

2 4
x y y y dy ydx y

 
     

 
 

 

15. Проинтегрировать уравнения 
 

а) 2 cos ;y x x    б)  
22 ;x y y   в)  

2
.y y y   

 

16. Решить задачу Коши 
 

а) 
2

ln x
y

x
  , (1) 3y  , (1) 1y  ;  

б) 2 1xy y x    , ( 1) 0y   , ( 1) 1y   , ( 1) 0y   ; 

в) 22 ( 1)y y y   , (0) 0y  , (0) 1y  .  
 

17. Решить дифференциальное уравнение методом вариации произвольных 
постоянных 

 

а) 4 2 ;y y ctg x    б) 
2

2
2 ;

e
y y y

x
     в) 

1
.

sin
y y

x
    

 

18. Найти решение ДУ, удовлетворяющее начальным условиям 
 

а) 416 32 xy y e   , (0) 2y  , (0) 0y  ;  

б) 15 6 52sin 2y y y x    , (0) 2y   , (0) 2y   ;  

в) 22 6 2 1y y x x     , (0) 2y  , (0) 2y  ;  

г) 7 6 0y y y     , (0) 0y  , (0) 0y  , (0) 30y  . 

 
19.  Решить систему ДУ двумя способами: а) сведением  к ДУ высшего 

порядка (методом исключения); б) с помощью характеристического 
уравнения 
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а) 
7 3 ,

5 ;

x x y

y x y

 

 




 б) 

2 ,

3 4 .

x x y

y x y

  

 




 

 

20. Записать двойной интеграл ( , )
D

f x y dxdy  в виде повторных с внешним 

интегрированием по x  и внешним интегрированием по y , если область 

D задана указанными линиями 
 

а) 
2 2 ,

5 2 6 0;

x y

x y

 


  
 б) 

24 ,

3 ,

0;

y x

y x

x

  



 


 в) 
2

,

2;

y x

y x

 


 
 г) 

1

2

0,

1,

1,

log .

x

y

y

y x


 

  





 

 

21. Вычислить двойной интеграл по области D, ограниченной указанными 
линиями 

а) 3( 3 )
D

x y dxdy , 2

1,

: 1,

0;

x y

D y x

x

 

 

 

 б) 
D

x y dxdy , 
,

: 0,

2.

y x

D y

x y

 



  

 

 

22. Вычислить двойной интеграл, используя полярные координаты 
 

а) 

230

2 2
03

;
1

x
dy

dx
x y



  
   б) 

2 2

0 2 2

2 2

sin
;

R

R R x

x y
dx dy

x y  




   

в) 
2

3 0

2 2
3 9

;

x

x y
dx dy

x y
  

   г) 
 

2

2 2

2

2 2

2 2

.

x
x y

x

dx e dy


 

  

   

 

23. Вычислить площадь плоской области D , ограниченной заданными 
линиями 

а)  
2

2

2 ,
:

;

y x
D

y x

  



 б) 2

2 ,

: 2 ,

0;

y x

D y x x

x

 

 

 

 в) 

cos ,

: 1,

0.

y x

D y x

y



 

 

 

 

24. Вычислить объем тела, ограниченного заданными поверхностями, с 
помощью двойного интеграла 

 

а) 2 2z x y  , 1x y  , 0x  , 0y  , 0z  ;  

б) 225x y  , z x , 4y  , 0x  , 0y  , 0z  . 
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25.  Вычислить массу неоднородной пластины D  
 

а) 2 2 2: 0, 0, 4, 4 ;D x y x y x       

б) 2 2: 0, 0, 1, .D x y x y x y       
 

26. Вычислить координаты центра масс однородной фигуры, лежащей в 
плоскости O x y  и ограниченной линиями 

 

а) 2 4 4y x  , 2 2 4y x    б) 2x y , 2y x . 
 

27. Вычислить момент инерции относительно начала координат фигуры 
плотностью ( , )x y , ограниченной линиями 

 

а) ( , ) 1x y  , 2x y  , 2x  , 2y  ; 

б) ( , ) 3,5x y  , 2 2 2 0;x y x      

в) 2( , )x y x y  , 2y x , 1y  ;  
 

28. Вычислить тройные интегралы 
 

а) 2

V

x y z dxdy dz , : 0 2, 1 0, 0 4;V x y z        

б)  22
V

x y z dxdy dz  , :1 5, 0 2, 1 0V x y z       ; 

в) 
2 2

V

xdxdy dz

x y
 , 2 2 2 2: 2 , 4 , 0, 4, 0, .V x y x x y x z z y y x        ; 

г) 
V

xdxdy dz , 2 2 2 2: 18 , , 0V z x y z x y x      . 

 

29. С помощью тройного интеграла вычислить объем тела, ограниченного 
поверхностями 

 

а) 2 2 1x y  , 2z x y   , 0z  ;   

б) 2y x , 2z x , 0z  , 0y  , 4x  ; 

в) 2x y  , 2 2z x y  , 0z  , 0y  , 0x  . 
 

30. Вычислить координаты центра масс однородного тела, занимающего 
область V , ограниченную указанными поверхностями 

 

а) :V   2 28z x y  , 32z  ; 

б) :V  2 29z x y  , 36z  ; 

в) :V  2 23y x z  , 9y  . 
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31. Вычислить момент инерции относительно указанной оси координат 
однородного тела (  ; 1x y  ), занимающего область ограниченную 

данными поверхностями 
 

а) 2 2x y z  , 2x  , Ox ; 

б) 2 22y x z  , 2y  , Oy ; 

в) 2 2 2z x y  , 3z  , Oz . 
 

32. Вычислить 
 

а) 
L

xdl , если L  − отрезок прямой соединяющей точки (0;0)A  и (1,2)B ; 

б) 
L

dl

x y
, если L  − отрезок прямой, 2y x  , соединяющей точки  

(2;4)A  и (1,3)B ; 

в) 2
L

y dl , если L  − первая арка циклоиды 
 

 

sin ,

1 cos ,

x a t t

y a t

 

 

 ( 0)a  ; 

г)  
L

x y dl , если L  − первый виток лемнискаты 2 2 2cosa  . 

 

33. Вычислить 
 

а)    2 22 2
L

x xy dx y xy dy   , где L  − дуга параболы 2y x  от точки ( 1,1)A   

до точки (1,1)B ; 

б) 22
L

x y dx x dy , где L  − ломанная OAB : (0,0)O , (2,0)B , (2,1)A ; 

в) 
L

x dy y dx , где L  − дуга астроиды 
3

3

2cos ,

2sin ,

x t

y t

 



 от точки (2,0)A  до  

точки (0,2)B ; 

г) 2 22
ABL

x y dx y dy z dz  , где ABL  − дуга одного витка винтовой линии 

cos ,

sin ,

2 ,

x t

y t

z t





 

 от токи (1,0,0)A  до точки (1,0,4 )B  . 
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34. Вычислить по определению и по формуле Грина: 
 

а) 
L

y dx x dy , где L  − дуга эллипса 
cos ,

sin ,

x a t

y b t





 “пробегаемая” против хода 

часовой стрелки; 

б) 
L

x dy , где L  − контур треугольника, образованного прямыми y x , 2x  , 

0y   при положительном направлении обхода контура; 

в)    2 2 2 2

L

x y dx x y dy   , где L  − контур треугольника с вершинами 

(0,0)A , (1,0)B , (0,1)C  при положительном 

направлении обхода контура. 
 

35. Вычислить работу силы ( , )F x y


 при перемещении материальной точки 

вдоль линии L  
 

а) ( , ) ( )F x y y x y j  
  

, L : 2y x  из точки (0,0)O  в точку (1,1)A ; 

б) 2( , ) 2F x y x y x j 
  

, L : прямая, соединяющая точки (0,0)A  и (2,1)B ; 

в) ( , ) ( )F x y x y x j  
  

, L : окружность 
2cos ,

2sin ,

x t

y t





 по ходу часовой стрелки. 
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Аттестационная работа по теме «Интегралы» 

Задание 1. Найти неопределенные интегралы (результаты в случаях 
а), б) проверить дифференцированием): 
 

1. а) 
2sin sin 2xe x dx ; б) 

2

2

1 x
dx

x


 ; в) 

4

3

5

4

x
dx

x x



 ; 

 г) 
233 ( 3)

dx

x x  
 ; д) 

sin

dx

x tg x ; е) 
2

7 2

5 1

x
dx

x x



 
 . 

 

2. а) 
2 6( 4)

xdx

x  ; б) 21 x dx ; в) 
4

3

2

1

x
dx

x



 ; 

 г) 
2

3

1

1

x x
dx

x

 

 ; д) 
cos

1 cos

x dx

x
; е) 

2

2 1

5 2 10

x
dx

x x



  . 

 

3. а) 
2

31

x dx

x
 ; б) 

1
ln

1

x
x dx

x



 ; в) 
5

3 3 2

x
dx

x x  ; 

 г) 
3

2

x
dx

x  ; д) 
3cos 4sin

dx

x x ; е) 
2

5

3 6

x
dx

x x



 
 . 

 

4. а) 
2cos (3 2)

dx

x tg x  ; б) sin cosx x xdx ; в) 
5

4 2

3

5 6

x
dx

x x



  ; 

 г) 3 21x x dx ; д) 
2sin cos 2

dx

x x  ; е) 
2

3 2

5 2 10

x
dx

x x



  . 

 

5. а) 
 2

cos3

4 sin3

x
dx

x
 ; б)  2ln 1x x dx  ; в) 

6

4 16

x dx

x  ; 

 г) 
  21 1

dx

x x 
 ; д) 

3

23

cos 2

sin

x
dx

x
 ; е) 

2

4 1

2

x
dx

x x



 
 . 

 

6. а) 
23

sin

cos

xdx

x
 ; б) arcsinx x dx ; в) 

4

3 2

1

2

x x
dx

x x x

 

  ; 

 г) 
2 8

dx

x  ; д) 
4

cos2

sin

x
dx

x ; е) 
2

4 1

4 4 5

x
dx

x x



  . 

 

7. а) 2( 1) 2x x x dx  ; б) 
2

cos

sin

x x
dx

x ; в) 
5

4 2

3

4

x
dx

x x



 ; 

 г) 
4

1

x x
dx

x



 ; д) 4ctg x dx ; е) 
2

5 2

3 4

x
dx

x x



 
 . 
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8. а) 3cos sin 2x x dx ; б) ( 2 8 ) sin3x x dx ; в) 
3

3 2

3 12

6

x x
dx

x x x

 

  ; 

 г) 
 
3 2 6

31

x x x
dx

x x

 


 ; д) 

3

4

sin

cos

x
dx

x ; е) 
2

4

2 7 1

x
dx

x x



  . 

 

9. а) 
2

6 5

2 6 5 3

x
dx

x x



 
 ; б)  3 2 9xe x dx  ; в) 

5

4 26 8

x dx

x x  ; 

 г) 
3

1

x
dx

x
; д) 

4

2

sin

cos

x
dx

x ; е) 
2

2 8

1

x
dx

x x



 
 . 

 

10. а) 
 2cos 1 ln

dx

x x ; б) 4 1arctg x dx ; в) 
4

3

6 1

2 1

x
dx

x x



  ; 

 г) 
233 ( 3)

dx

x x  
 ; д) 

 
2

1 x

dx

e
 ; е) 

2

3 2

5 3 2

x
dx

x x



  . 

 

11. а) 
2

sin 2

1 cos

x
dx

x
; б) 

3

cos

sin

x x
dx

x ; в) 
5

4 2

1

2 3

x x
dx

x x

 

  ; 

 г) 
 23 1

dx

x x
 ; д) 2(3 cos2 ) sinx xdx ; е) 

2

2 10

1

x
dx

x x



 
 . 

 

12. а) 
49

xdx

x
 ; б) 

2sin

xdx

x ; в) 
4 2

3

2 1

2 1

x x
dx

x x

 

  ; 

 г) 
41 2 1 2

dx

x x   ; д) 
cos

sin cos

x dx

x x ; е) 
2

5

2

x
dx

x x



  . 

 

13. а) 
2

1 4

x

x

dx


 ; б) 2 cosxe xdx ; в) 

5

3

4 1

1

x
dx

x



 ; 

 г) 2 24x x dx ; д) 43tg xdx ; е) 
2

2 5

4 8 9

x
dx

x x



 
 . 

 

14. а) 
2

cos

3 sin

d 


; б) sin ln xdx ; в) 

5

4 2

2

5 4

x x
dx

x x



  ; 

 г) 
2 2 9

dx

x x 
 ; д) 

2 2sin cos

dx

x x ; е) 
22 5

xdx

x x  . 
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15. а) 
ln

sin cos

tg x
dx

x x ; б) 
2

5

ln x
dx

x
 ; в) 

5

3

1

4

x
dx

x x



 ; 

 г) 
2

4

1x
dx

x


 ; д) 3ctg x dx ; е) 

2

2 1

1 3

x
dx

x x



 
 . 

 

16. 

а) 
1

4 15
3 32 3x x dx   

  ; 
б)  2arcsin x dx ; в) 

4

3 2 2 2

x
dx

x x x   ; 

 г) 
3

x
dx

x x ; д) 3 35 cos sinx x dx ; е) 
2

2 1

3 2 6

x
dx

x x



 
 . 

 

17. а) 
 3x x

dx

e e
 ; б) 

3

2

ln x
dx

x
; в) 

6

4 2

2

3

x
dx

x x



 ; 

 г) 
3 2

2

x
dx

x



 ; д) 2 4sin cosx x dx ; е) 
2

1

3 5

x
dx

x x



 
 . 

 

18. а) 
3

21

x dx

x
 ; б) 2ln x dx ; в) 

3

3 2

2 1

6

x x
dx

x x x

 

  ; 

 г) 
1

1

x
dx

x



 ; д) 7tg xdx ; е) 
2

1

2 3 4

x
dx

x x



  . 

 

19. а) 
 1

arctg x
dx

x x ; б) x arctg x dx ; в) 
5

4

2 2

1

x x
dx

x

 

 ; 

 г) 
 

4

34

1

4

x
dx

x x




 ; д) 

3

3

sin

cos cos

x
dx

x x ; е) 
2

3

2 4 1

x
dx

x x



 
 . 

 

20. а) 
3 4 ln x

dx
x


 ; б) 2x tg x dx ; в) 

4

3 3 2

x
dx

x x  ; 

 г) 
1

1

x

x

e
dx

e



 ; д) 4 5sin cosx x dx ; е) 
2

7

4 13

x
dx

x x



  . 

 

21. а) 
3

4

sin

cos

x
dx

x ; б) 
4

2

4 1

( 1)( 2 5)

x
dx

x x x



   ; в) 
3

21

x
dx

x
 ; 

 г) 
3

1

2 1

x
dx

x



 ; д)   x

dx
2sin1

; е) 
2

8 3

5 2

x
dx

x x



 
 . 
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22. а) 
x

x x

e
dx

e e  ; б) 
arcsin

1

x
dx

x ; в) 
1 1

1 1

x
dx

x

 

  ; 

 г) 
2 sin

2 cos

x
dx

x




; д) 

5

2 2

3

( 1) ( 1)

x
dx

x x



  ; е) 
2

2

1

x
dx

x x



 
 . 

 

23. а) 
5cos

sin

x
dx

x ; б) 
arcsin

1

x
dx

x ; в) 
3

3

1 3

x
dx

x



  ; 

 г) 
2(sin cos )

dx

x x ; д) 
5

2 2

2

( 1)( )

x
dx

x x x



  ; е) 
2

2 3

8 2

x
dx

x x



 
 . 

 

24. а) 
2

1

3 4

x
dx

x x



  ; б) 
21

arctg x
dx

x
; в) 

cos2

dx

tg x x ; 

 г) 
5 2

3 6

2 3

1 3

x x
dx

x x



  ; д) 
4

2 2

2

( 2) ( 1)

x x
dx

x x



  ; 
е) 

 
3

21

dx

x
 . 

 

25. а) 
5

sin cos

(cos sin )

x x
dx

x x



 ; б) 
 32 1 2

dx

x x  
 ; в) 

4sin

dx

x ; 

 г) 
3 2

3 2

2 3 3

2 2

x x
dx

x x x

 

  ; д) 
2

2 1

5 4

x
dx

x x



  ; е) 
3

lg x
dx

x
. 

 

26. а) 
2

3 5

1

( 3 1)

x
dx

x x



  ; б) 
2

4

2

x
dx

x x



 
 ; в) 2ln( 1)x dx ; 

 
г) 

 

2

322

x dx

x
 ; 

д) 
5

4 2

6

3

x
dx

x x



 ; е) 
5

3

cos

sin

x
dx

x . 

 

27. а) 
2

cos

2sin

x x
dx

x x



 ; б) 
4

2 2(2 )( 1)

x dx

x x  ; в) arctg x dx ; 

 г) 
3

431 1

x dx

x 
 ; д) 

2

5

2 2 3

x
dx

x x



  ; е) 
2

6

cos

sin

x
dx

x . 

 

28. а) 
2 1

dx

x x 
 ; б) 

5

3 2

1x
dx

x x x



  ; в) 2cosx x dx ; 

 г) 
3

1

3 1

x
dx

x



 ; д) 
3cos sin

dx

x x ; 

е) 

2

3

4 4 1

x
dx

x x



 
 . 
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29. а) 

 
2

2 1

2

x
dx

x x x




 ; б) 

 

2

221

x
dx

x
 ; в) 

 
22

3 1

1

x
dx

x x




 ; 

 г) 
2(1 ) 1

dx

x x 
 ; д) 

sin cos

tg x
dx

x x ; е) 
2

2

2 2

x
dx

x x



  . 

 

30. а) ln costg x xdx ; б) 
3

3 2

5 14

4 4

x
dx

x x x



   ; в) arccos x dx ; 

 г) 
2

2 1

4 1

x
dx

x x



 
 ; д) 1 sin x dx ; е) 

34 1

x
dx

x 
 . 

 
 

Задание 2. Вычислить определенные интегралы. 
 

1. а) 
3

2

ln( 1)y y dy  ; б) 
1

1 5 4

xdx

x  . 

2. а) 
0

2 2

2

x

x e dx



 ; б) 

ln12

ln5 4x

dx

e 
 . 

3. а) 
2

0

cosx xdx



 ; б) 
13

3
0

1

2 1

x
dx

x



 . 

4. а) 2

0

sinx x dx


 ; б) 

 

26 3

2 32
7 1

x dx

x 
 . 

5. а) 

1
2

1
2

arccos2x dx


 ; б) 
9

4 1

x
dx

x  . 

6. а) 
2

1

( 1)lny y dy ; б) 
 

3

2
2

ln

1 ln

e

e

x
dx

x x
 . 

7. а) 
0

2

1
2

xxe dx



 ; б) 
ln8

ln3 1 x

dx

e
 . 

8. а) sin cosx x xdx




 ; б) 

3

1 1 ln

e
dx

x x . 

9. а) 

1
3

3

2
3

xx e dx







 ; б) 
ln 2

2
0 1x x

dx

e e
 . 
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10. а) 
2

2
1

ln
e

x
dx

x
; б) 

5 2

2 ( 1) 1

x dx

x x  . 

11. а) 

2

1

ln
e

x x dx ; б) 
2

0

cos

4 sin

y
dy

y




. 

12. а) 
1

0

arctg x dx ; б) 
0

ln3

1

1

x

x

e
dx

e




. 

13. а) 
0

( 2) cos
2

x
x dx



  ; б) 
 

3

3
0 1 1

dx

x x  
 . 

14. а) 
8

2

0

sin 4x x dx



 ; б) 
5

0 1 3

x
dx

x . 

15. а) 
2

2

1

lny y dy ; б) 

3 7 2

3
0 9

z dz

z
 . 

16. а) 
 
 

2

2
1

ln 1

1

x
dx

x




 ; б) 

ln 2

0

x

x x

e
dx

e e . 

17. а) 
2

3
2

(2 3)arctg x dx ; б) 
0

3
11 1

dx

x   . 

18. а) 
2

0

( 3)sinx x dx



 ; б) 
 

1 2

4
0 1

x
dx

x
 . 

19. а) 2

1

ln
e

x x dx ; б) 
ln3

ln 2
x x

dx

e e  . 

20. а) 
0

3

3

( 2)
x

x e dx




 ; б) 

7
3

2
3

2 3

x
dx

x . 

21. а) 
9

2
0

cos 3

x
dx

x



 ; б) 
4

0 1 2 1

dx

x  . 

22. а) 
1

1
2

arcsin(1 )x dx ; б) 
5

0 4

x
dx

x  . 

23. а) 

3

1

1
arctg dx

x

 
 
 

 ; б) 
ln 2

0

1xe dx . 
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24. а) 
0

1

ln(1 )x x dx


 ; б)  

2ln2

2ln
1xe

dx
. 

25. а) 
1

0

arcsin
2

2

x

dx
x

 
 
 

 ; б) 
ln5

0

1

3

x x

x

e e
dx

e

 

 . 

26. а) 
2

1

ln(3 2)x dx ; б) 
8

3 1

x
dx

x  . 

27. а) 
4

3 2

0

9x x dx  ; б) 
8

3

1 1

1 1

x
dx

x

 

  . 

28. а) 
0

2

1

( 1) xx e dx



 ; б) 
5

0 2 3 1

dx

x x  . 

29. а) 
4

2

0

x tg x dx



 ; б) 
 

ln 2

0 3x x

dx

e e
 . 

30. а) 
1

0

x arctg x dx ; б) 
 

 

229 3

233

2

3 2

x
dx

x



 
 . 

 
 

Задание 3. Вычислить несобственные интегралы или доказать их 
рассходимость. 
 

1. а) 
4

0
16 1

x
dx

x



 ; б) 
1

3
0 2 4

dx

x . 

2. а) 
4

1

16

16 1

x
dx

x



 ; б) 
3

2
1 6 9

dx

x x 
 . 

3. а) 
2 2 2

dx

x x




  ; б) 

1 4

5
0 1

x
dx

x
 . 

4. а) 
4

1 16 1

x
dx

x




 ; б) 

 

3

231 3

dx

x
 . 

5. а) 

 

2

4330 8

x
dx

x




 ; б) 

1

2
1

4
20 9 1

dx

x x  . 
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6. а) 

 
5240 16

x
dx

x




 ; б) 

1

2
1

2

ln 2

(1 )ln (1 )
dx

x x  . 

7. а) 
2

4 4 1

x
dx

x x



 
 ; б) 

2
3 3

0

ln(2 3 )

2 3

x
dx

x



 . 

8. а) 
2

1
( 4 5)

dx

x x




  ; б) 

1

4
0

1

x
dx

x
. 

9. а) 
2

1
2 3

x
dx

x x




  ; б) 

 

6

560

cos3

1 sin3

x
dx

x




 . 

10. а) 
 2

0

2

1 4

arctg x
dx

x




 ; б) 

1

4
0 1

x dx

x
 . 

11. а) 
2

1
2

16

(4 4 5)
dx

x x



  ; б) 
0

3
1

3
1 3

dx

x


 . 

12. а) 
2

0
4 4 5

x
dx

x x



  ; б) 
1

5
3

4
3 4

dx

x . 

13. а) 

 
4230

2

4 1

x
dx

x x




 
 ; 

б) 
2

2
0

cos

tg xe
dx

x




 . 

14. а) 
2

2
0

3

4

x
dx

x




 ; б) 

2
1 arcsin1

2
0

2

1

x
e

dx
x








 
 . 

15. а) 
2

0

22

1 4

arctg x
dx

x




 ; б) 

2

2
1 4 4

dx

x x 
 . 

16. а) 
 2

1

4

1 ln
dx

x x




 ; б) 

7 2

2

sin

cos

x
dx

x




 . 

17. а) 
0

sinx x dx


 ; б) 
0

3
4

4 3

dx

x  . 
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18. а) 
 2 2

1
3

1 9 3
dx

x arctg x





 ; б) 

1
3

2
0

9 9 2

dx

x x  . 

19. 
а) 

 22 4
2

dx

x
x arctg



 
 ; 

б) 
32

0

3sin

cos

x
dx

x



 . 

20. а) 
2

1
2

dx

x x



 ; б) 
3 3

23
0

9

9

x
dx

x
 . 

21. а) 3

0

xxe dx




 ; б) 
1 4

53
0 1

x
dx

x
 . 

22. а) 
0 2

3 21 1

x x
dx

x x


 
 

  
 ; б) 

2 2

6
0 64

x
dx

x
 . 

23. а) 
2

0
2 2 1

dx

x x



  ; б) 
1

9
1

2
1 2

dx

x . 

24. а) 
2

1
( 1)

dx

x x



 ; б) 
5 2

3
1 31( 1)

x
dx

x 
 . 

25. а) 
 2

2
ln 1e

dx

x x




 ; б) 

3
2

2
1 3 2

dx

x x 
 . 

26. а) 
2

1
6 5 1

dx

x x



  ; б) 

 

4

3240

10

16

x
dx

x
 . 

27. а) 
2

1
9 9 2

dx

x x



  ; б) 

1
4

3
0 1 4

dx

x . 

28. а) 
2

1 1

dx

x x




 ; б) 

2

1

2

1

x
dx

x



 . 

29. а) 
2

2 1

dx

x x




 ; б) 

1 2

23
1

3 2x
dx

x


 . 

30. а) 
2

3
2

1

x
dx

x x



  ; б) 
1

0 (1 )

dx

x x . 
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Задание 4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной указанными 
линиями: 

 

1. а) 

1;

0;

ln 2.

yx e

x

y

  



 


 2. а) 

2

2

4 ( 1)

4 3.

x y

x y y

   

  

 

 б) 
4cos3 ;

2.

r

r





  б) 

2( sin );

2(1 cos );

0;

0 2 .

x t t

y t

y

t 

 
  



  

 

3. а) 

1

2
;

0;

1;

2.

xe
y

x

y

x

x






 



 

 4. а) 

2 cos ;

0;

0 .
2

y x x

y

x



  




  


 

 б) 3(1 cos ).r     б) .2sin4 r  

5. а) 

24 ;

0;

0;

1.

x y

x

y

y

  

 



 

 6. а) 

2

2

4 ;

2 .

x y

x y y

  

 

 

 б) 4 cos3 .r     б) 

3

3

6 cos ;

6 sin .

x t

y t

 



 

7. а) 

arccos ;

0;

0.

y x

y

x





 

 8. а) 
3( 2) ;

4 8.

y x

y x

  

 

 

 б) 7 sin 2r    б) 
2sin ;

4sin .

r

r









 

9. а) 2

ln ;

ln ;

y x

y x





 10. а) 

2 2

2

16;

12( 1).

x y

x y

  


 
 

 б) 
2cos ;

3cos .

r

r









  б) .cos
2

1
r  
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11. а) 

2

1
;

0;

1.

y
x

y

x







 



 12. а) 

2 2

2

8;

2 .

x y

x y

  



 

 б) 

2cos ;

6sin ;

3.

x t

y t

y





 

  б) 3 cos2 .r   

13. а) 
( 1)( 2);

0.

y x x x

y

  



 14. а) 

ln ;

0;

.

y x

y

x e





 

 

 б) 

3

3

13cos ;

13sin .

x t

y t

 



  б) 24sinr  . 

15. а) 

1;

cos ;

0.

y x

y x

y

 



 

 16. а) 

2

2

4 ;

8
.

4

x y

y
x

 






 

 б) 2 2sin 2r    б) 
2 cos ;

2 sin .

r

r





 



 

17. а) 
2

2 ;

2 ;

0;

2.

xy

y x x

x

x

 

  



 

 18. а) 

3;

1;

0.

y x

y

x

 



 

 

 б) 
2cos ;

4cos .

r

r









  б) 
3(1 sin );

3.

r

r

 



 

19. а) 
2 4 ;

0.

y x

x

  



 20. а) 

2 3;

4;

0.

y x

y

x

 



 

 

 б) 5(cos sin ).r      б) 
3sin ;

1 cos .

r

r





 

 
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21. а) 

2

2

1;

9 .

y x

y x

  


 
 22. а) 

2

2

1
;

1

.
2

y
x

x
y


 


 


 

 б) 

4
;

cos
6

.
6 3

r




 



  

  
 


  


  б) 
2(1 cos );

2.

r

r

 



 

23. а) 
3

;

.

y x

y x

 



 24. а) 
23 1;

3 7.

y x

y x

  

 

 

 б) 
2cos ;

1.

r

r





  б) 
24 ;

.

r e

  

  

  

 

25. а) 

2

2

4 ;

8
.

4

x y

y
x

 






 26. а) 

;

;

1.

x

x

y e

y e

x



 



 

 

 б) 
25 ;

0 2 .

r 

 

 

 

  б) 26(1 sin ).r    

27. а) 
2;

2 5 0.

x y

x y



  

 28. а) 
2 4;

8 0.

y x

x y

  

  

 

 б) 

cos ;

2 cos ;
4

.
4 2

r

r






 



 

  
   

 

  


  б) 

3cos ;

8sin ;

4.

x t

y t

y





 

 

29. а) 
2

1;

;

4.

x y

y x

y





 

 30. а) 
2 4;

2 1 0.

y x

x y

   


  
 

 б) 

sin ;

1 cos ;

1;

0 2

x t t

y t

y

x 

 
  



  

  б) cos sin .r     
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Задание 5. Вычислить длину дуги заданной линии 
 

1. 
2 ln

4 2

y y
x   , где (1 )y e  . 2. 2r  , где 

3
0

4


 
  

 
. 

3. 
2 ln

4 2

x x
y   , где (1 2)x  . 4. 3(1 sin )r   , где 0

6




 
   
 

. 

5. ln cos 2y x  , где 0
6

x
 

  
 

. 6. 2r e , где 
2


  . 

7. 
21 arcsiny x x   , где 

7
0

9
x

 
  

 
. 8. 2y  , где  0    . 

9. 
cos ,

sin ,

t

t

x e t

y e t

 



 где (0 ln )е   . 10. 2 x xy e e   , где (0 ln3)x  . 

11. 
1

3
y x x , где (0 12)x  . 12. lny x , где  3 8x  . 

13.  arcsin xy e , где (0 1)x  . 14. 2 2 9x y  . 

15. 1
2

2


x

y , отсеченной осью O x . 16.  ln 2cosy x , где 0
3

x
 

  
 

. 

17. 

2

3

3 ,

,

x t

y t t

 

 

, (петля). 18. 2(1 cos )   . 

19. 
9( sin ),

9(1 cos ),

x t t

y t

 

 

, где (0 2 )t   . 20. lnsiny x , где 
3 2

x
  
  

 
. 

21. 3 sinr  . 22. 
2 39 4(3 )y x  , между точками 

пересечения с осью O y . 

23. 

32 )1(  xy , от точки   1, 0A  до 

точки  6; 5 5B . 
24. 1 ln cosy x  , где 0

6
x
 

  
 

. 

25. 
2(cos sin ),

2(sin cos ),

x t t t

y t t t

 

 

, где (0 )t   . 26. 
3sin

3
r

 
  

 
, где 0

2




 
  

 
. 

27. 2 x xy e e   , где  0 ln 27x  . 28. 3(1 cos )r   . 

29. 

3

3

2cos ,

2sin .

x t

y t

 



 30. 2 3( 1)y x  , где  0 3x  . 
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Задание 6. Вычислить объем тела, полученного вращением фигуры   
вокруг соответствующей оси.  

 

1. 2 4 ;

0.

y x

x

  



  

Ось O y . 

2. 2;

0;

0.

x y

x

y

  



 


 

Ось O x . 

3. 2 2

1.
9 4

x y
   

Ось O y . 

4. 3 2;

1.

y x

y

 



 

Ось O x . 

5. 6( sin );

6(1 cos ).

x t t

y t

 

 

 

Ось O x . 

6. 
2

2

3cos ;

4sin ;

0 .
2

x t

y t

t









  


 

Ось O y . 

7. 2

2

;

.

y x

x y

 



 

Ось O x . 

8. 2 3( 1) ;

2.

y x

x

  



 

Ось O x . 

9. 21 ;

3
;

2

0.

x y

y x

y

  





 


 

Ось O x . 

10. sin ;

0;

0 .

y x

y

x 





  

  

Ось O x . 

11. 2

2

4 ;

4 .

y x

x y

 



 

Ось O x . 

12. 2cos ;

5sin .

x t

y t





 

Ось O x . 

13. 2

2

;

8 .

y x

x y

 



 

Ось O y . 

14. ;

0;

0;

1.

xy e

x

y

x

 






 

 

Ось O x . 

15. 2 4
;

3

3.

y x

x





 

 

Ось O x . 

16. 22 ;

0.

y x x

y

  



 

Ось O x . 

17. 21 2 ;

.

y x x

y x

   



 

Ось O y . 

18. 3

3

18cos ;

18sin .

x t

y t

 



 

Ось O y . 

19. 2 2

1.
16 1

x y
   

Ось O x . 

20. 3 2( 1) ;

0;

0.

x y

x

y

  



 

 

Ось O x . 

21. 4;

2 6 0.

x y

x y




  
 

Ось O x . 
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22. 3 cos ;

2sin .

x t

y t

 



 

Ось O y . 

23. 2

2

2 ;

.

y x

y x

  



 

Ось O x . 

24. 2

2

8;

.

y x

y x

   



 

Ось O x . 

25. 2 3( 4) ;

0.

y x

x

  



 

Ось O x . 

26. 3;

0;

8.

y x

x

y

 



 

 

Ось O y . 

27. 3

3

27cos ;

27sin .

x t

y t

 



 

Ось O x . 

28. 22 ;

2 2 3 0.

y x

x y

 


  
 

Ось O x . 

29. 2;

0.

y x x

y

  



 

Ось O x . 

30. 2

2 ;
2

2.

x
y

x y


 


  

 

Ось O x . 

 
 
Задание 7. Найти координаты центра масс плоской однородной 

фигуры    или однородной кривой  L . 
 

1.  

  : 

2;

3 .

y x

y x

 

 

 
2. 

  : 

2 2 2;

1.

y x

y x

  

 

 
3. 

  : 

2 4 16 0;

0.

x y

y

   



 

4.  

  : 

2 2 1;

2;

0;

1.

x y

y

x

x

  






 

 

5. 

  : 

2 2

1;
16 9

0;

0.

x y

x

y


 




 



 

6. 

  : 

2 2

2 2

16;

1;
16 4

0.

x y

x y

x

  



 





 

В 1-ом квадранте. 

7.  

  : 

2 4 ;

0.

y x

y

  



 
8. 

  : 

2 38 ;

8.

y x

x

 



 
9. 

  : 

 

1 cos .    

10.  

  : 

3
;

2

0;

12.

y x

y

x







 



 

11. 

  : 

2

.

y x

y x

 



 
12. 

  : 
3;

0;

0.

x y

x

y

  



 


 

13.  

  : 

2 213 ;

0.

y x

y

  



 
14. 

  : 

21 2 ;

0.

y x x

y

   



 
15. 

  : 

15( sin );

15(1 cos );

0.

x t t

y t

y

 

 

 
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16. 

  : 

2 2

1;
4 9

0;

0.

x y

x

y


 




 



 

17. 

  : 
треугольник, 
стороны 
которого лежат 
на прямых: 

17x y  , 0x  , 

0y  . 

18. 

 L : 3 33
;

2

3 3.

x x

y e e

x

  
   
   


  

 

19. 

 L : 

2

3

3 ;

;

0 1.

x t

y t t

t

 

 

  


 

20. 

 L : 
кривая 

2 3 cos ,   

заключенная 
между лучами 

0   и 
4


  . 

21. 

 L : 
кривая 2sin  , 

от точки  0; 0  до 

точки 2;
4

 
 
 

 

22. 

 L : 
 

).cos1(2    
23. 

 L : sin ;

cos ;

0 .
2

t

t

x e t

y e t

t









  


 

24. 

 L : 
3

3

2cos ;
4

2sin .
4

t
x

t
y

  
  

  


      

  

В 1-ом квадранте. 
25. 

 L : 
3( sin );

3(1 cos ).

x t t

y t

 

 

 

Первая арка. 

26. 

 L : 
7 ;

.
2

e


 

  


 



 

27. 

 L : 
(1 cos );

0 .

a 

 

 

 

 

28. 

 L : 
Дуга 
окружности 
радиусом 25, 
стягивающая 
центральный 
угол   в первом 
квадранте. 

29. 

 L : 

2 2 2
3 3 32x y   

В первом 
квадранте. 

30. 

 L : 
2( sin );

2(1 cos );

0 2 .

x t t

y t

t 

 

 

  

 

 
Задание 8.  
8.18.15. Вычислить работу, которую необходимо затратить на 

выкачивание воды из резервуара Р. Удельный вес воды принять равным 
39,81kH м  : 

 

1. Р – котел, имеющий форму сферического сегмента с высотой 1,5м и 
радиусом 1 м. 

2. Р – полуцилиндр, радиус основания которого 1м и длина 5м. 

3. Р – усеченный конус с радиусом верхнего основания равным 1м, 
нижнего 2м и высотой 3м. 
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4. Р – желоб, перпендикулярное сечение которого является параболой. 
Длина желоба 5м, ширина 4м, глубина 4м. 

5. Р – цилиндрическая цистерна, радиус основания которой 1м, длина 5м. 

6. Р – правильная треугольная пирамида с основанием 2м и высотой 5м. 

7. Р – правильная треугольная пирамида, обращенная вершиной вниз, 
сторона основания которой 4м, высота 6м. 

8. Р – конус, обращенный вершиной вниз, радиус основания которого 3м,  
высота 5м. 

9. Р – усеченный конус, радиус верхнего основания которого 3м, 
нижнего 1м, высота 5м. 

10. Р – конус, обращенный вершиной вниз, радиус основания которого 3м, 
высота 5м. 

11. Р – цилиндр с радиусом основания 1м и высотой 3м. 

12. Р – желоб, в перпендикулярном сечении которого лежит 
полуокружность радиусом 1м, длина желоба 10м. 

13. Р – полусфера радиусом 2м. 

14. Р – цилиндрическая цистерна, радиус основания которой 2м, длина 4м. 

15. Р – полуцилиндр, радиус основания которого 3м и длина 10м. 

 
8.16  8.30. Вычислить работу, затрачиваемую на преодоление силы 

тяжести при построении сооружения Q из некоторого материала. 
 

16. Q – правильная треугольная пирамида, со стороной основания 3м и 

высотой 6м. Удельный вес материала 320kH м  . 

17. Q – правильная треугольная пирамида, со стороной основания 4м и 

высотой 8м. Удельный вес материала 310kH м  . 

18. Q – правильная треугольная пирамида, со стороной основания 2м и 

высотой 3м. Удельный вес материала 325kH м  . 

19. Q – правильная треугольная пирамида, со стороной основания 5м и 

высотой 4м. Удельный вес материала 315kH м  . 
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20. Q – правильная треугольная пирамида, со стороной основания 6м и 

высотой 5м. Удельный вес материала 322kH м  . 

21. Q – правильная треугольная пирамида, со стороной основания 2м и 

высотой 1м. Удельный вес материала 324kH м  . 

22. Q – правильная треугольная пирамида, со стороной основания 4м и 

высотой 3м. Удельный вес материала 318kH м  . 

23. Q – конус, радиус основания которого 2м, высота 3м. Удельный вес 

материала 320kH м  . 

24. Q – конус, радиус основания которого 3м, высота 4м. Удельный вес 

материала 322kH м  . 

25. Q – конус, радиус основания которого 4м, высота 5м. Удельный вес 

материала 318kH м  . 

26. Q – конус, радиус основания которого 5м, высота 3м. Удельный вес 

материала 316kH м  . 

27. Q – конус, радиус основания которого 6м, высота 4м. Удельный вес 

материала 320kH м  . 

28. Q – конус, радиус основания которого 5м, высота 6м. Удельный вес 

материала 325kH м  . 

29. Q – конус, радиус основания которого 4м, высота 5м. Удельный вес 

материала 330kH м  . 

30. Q – конус, радиус основания которого 1м, высота 1м. Удельный вес 

материала 320kH м  . 
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Решение типового варианта аттестационной работы  
по теме «Интегралы» 

Задание 1. Найти неопределенные интегралы (результаты в случаях а), б) 
проверить дифференцированием): 
 

а) 
2cos (3 2)

dx

x tg x  ; б) arctg x dx ; в) 
3

2 2

6

( 2) ( 1)

x x
dx

x x



  ; г) 
3

22

x dx

x ; 

д) 
4sin 5cos 2

dx

x x  ; е) 
2

2 3

4 4 5

x
dx

x x



  ; ж) 
3 1 1

1 1

x
dx

x

 

  . 
 

 

Решение 

а) 
2cos (3 2)

dx

x tg x  . 

Так как  

2

3
(3 2)

cos

dx
d tg x

x
  , 

то  

2 2

1 3 1 (3 2) 1
ln 3 2

3 3 3 2 3cos (3 2) cos (3 2)

dx dx d tg x
tg x C

tg xx tg x x tg x


    

    . 

 

Результат проверим дифференцированием: 

2 2

1 1 1 3 1
ln 3 2

3 3 3 2 cos cos (3 2)
tg x C

tg x x x tg x

 
      

  
. 

б) arctg x dx . 

Сделав замену переменной 2x t  и применив метод интегрированием по 
частям, получим: 

2

2 2
2

x t
arctg x dx arctg t t dt t arctgt dt

dx t dt


     

    

 

2 2 22
2

2 22

1
,

1
2

2 2(1 ) 1
,

2

u arctg t du dt
t t dt t dtt

arctg t t arctg t
t tt

dv t dt v

 
 

        
    

   

 

2
2 2

2 2

1 1

1 1

t dt
t arctg t dt t arctg t dt

t t

 
       

     

 

2t arctg t t arctg t C xarctg x x arctg x C         . 
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Результат проверим дифференцированием: 

  1 1 1

1 2 2
xarctg x x arctg x C arctg x x

x x x


        


 

 

1 1 1 1

1 2 2 (1 )

x x
arctg x arctg x

x x x x

  
    
 

. 

в) 
3

2 2

6

( 2) ( 1)

x x
dx

x x



  . 

Подынтегральная функция является правильной рациональной дробью и 
может быть представлена в виде суммы простейших дробей: 

3

2 2 2 2

6

2( 2) ( 1) ( 2) 1

x x A B C x D

xx x x x

 
  

   
. 

Приводя, правую часть к общему знаменателю и приравнивая числители, 
получим: 

3 2 2 26 ( 1) ( 2)( 1) ( )( 2) .x x A x B x x Cx D x          

Приравнивая, коэффициенты при одинаковых степенях x  слева и справа 
от равенства, получаем систему линейных алгебраических уравнений, 
относительно неизвестных A, B , C , D : 

3

2

1

0

x

x

x

x

1

2 4 0

4 4 6

2 4 0

B C

A B D C

B C D

A B D

  
    


   
   

 

Решение системы: 

4A  , 
2

5
B  , 

3

5
C  , 

4

5
D   . 

И так, разложение рациональной дроби на простейшие имеет вид: 

3

2 2 2 2

2 3 4
6 4 5 5 5 .

2( 2) ( 1) ( 2) 1

x
x x

xx x x x




  
   

 

Следовательно, 

3

2 2 2 2

6 2 1 3 4 4 2
4 ln 2

5 2 5 2 5( 2) ( 1) ( 2) 1

x x dx dx x
dx dx x

x xx x x x

 
       

         

 

2
2 2

3 2 4 4 2 3 4
ln 2 ln 1

10 5 2 5 10 51 1

xdx dx
x x arctg x C

xx x
         

   . 
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г) 
3

22

x dx

x . 

Воспользуемся тригонометрической подстановкой 2 sinx t . 

 
3

33
3

2

2

2 sin ,
2 sin 2 cos

2 cos , 2 2 sin
2 cos2

2 2 cos

x t
t tx dx

dx t dt dt t dt
tx

x t




    


 

    

2 33
2 2 (2 )cos

2 2 (1 cos ) (cos ) 2 2 cos 2 2 .
3 3

xt
t d t t C x C

  
            

 


 

Второй способ решения. 
 

Подынтегральная функция представляет собой дифференциальный 
бином 

 
pm nx a b x , где 3m  , 2n  , 

1

2
p   . 

Так как 
1 3 1

2 ,
m

Z
n n

 
    то для нахождения интеграла применим 

подстановку 2 22 .x t   
 

2 2

3 2 3
2 2 2

2

2
(2 ) ( )

2 ( 2) 2
32

x t
x dx t t dt t

x t t dt t C
tx xdx t dt

 
  

         
  

    

 

   
3

322 2
3 2

22
2 2 2 2 .

3 3

xx
x C x C


         

 

д) 
4sin 5cos 2

dx

x x  . 

Так как подынтегральная функция является рациональной функцией от 
sin x  и cos x , то применим универсальную тригонометрическую подстановку 

2

x
tg t , тогда 

2

2
sin

1

t
x

t



, 
2

2

1
cos

1

t
x

t





, 
2

2

1

dt
dx

t



: 

2

2 2 2

2 2

2
21

4sin 5cos 2 2 1 8 5 5 2 2
4 5 2

1 1

dt
dx dtt

x x t t t t t

t t

  
      

  
 

    
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2 2
2

4 374
2 2 2 17 7 72 ln

8 37 7 77 8 3 37 3744 37
2

7 7 49 7 77 49

d t t
dt dt

C
t t t t tt

 
   

          
          

 

  

 

7 4 371 2ln
37 7 4 37

2

x
tg

C
x

tg

 
  

 
. 

 

е) 
2

2 3
.

4 4 5

x
dx

x x



   

Для нахождения этого интеграла выделим в числителе производную 
квадратного трехчлена, стоящего под знаком корня, и разложим интеграл на 
сумму двух интегралов: 
 

2 2 2

2 3 1 8 4 8 1 8 4

4 44 4 5 4 4 5 4 4 5

x x x
dx dx dx

x x x x x x

   
  

         

 

 2

2

2 2
2

4 4 51 1
2 2 4 4 5

4 454 4 5 4 4 5
4

d x xdx dx
x x

x x x x x x

 
       

     
    

 

2
2

2

1

1 1 12
4 4 5 ln 1

2 2 21
1

2

d x

x x x x C

x

 
 

             
  

  
 

  

 

2 21 1 5
4 4 5 ln

2 2 4
x x x x x C         . 

 

ж) 
3 1 1

.
1 1

x
dx

x

 

   

Данный интеграл от иррациональной функции приводится к интегралу от 

рациональной функции с помощью подстановки 61 .x t   
 

 
6

2 53 7 5
6

3 3

5

1
1 61 1

1 6 .
1 11 1

6

x t
t t dtx t t

dx x t dt I
t tx

dx t dt

 
   

     
  


    
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Так как в полученном интеграле подынтегральная функция является 
неправильной рациональной дробью, то выделим из нее целую частью. 
 

7 5 2
4 2

3 3
.

1 1

t t t t
t t t

t t

 
   

 
 

Представим полученную правильную рациональную дробь в виде суммы 
простейших дробей 

 

  
2 2

3 22
.

11 11 1

t t t t A Bt C

tt t tt t t

  
  

    
 

 

2 2 2 .At At A Bt C t Bt C t t         

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях t , имеем  
 

1;

1;

0.

A B

A C B

A C

 

  

  

 

 

и далее находим: 
2

3
A  , 

1

3
B  , 

2
.

3
C   

Тогда, 

 

7 5
4 2

3 2

2 1 2
.

3 1 31 1

t t t
t t t

tt t t

 
     

  
 

Следовательно,  
 

 

7 5
4 2 4 2

3 2

2 1 2
6 6 6 6

3 1 31 1

t t t
I dt t t t dt t dt t dt

tt t t

  
          

   
     

5
3 2

2 2

2 1 3 2 1
4 6 2 3 4ln 1

1 51 1

dt t t t
t dt dt t t t dt

t t t t t

  
         

         

5
3 2 2

2

6 2 1
3 2 3 4ln 1 ln 1 2 3

5 31 3

2 4

dt t t
t t t t t arctg C

t


           

 
  

 

  

 
56 3 6 3 66

1 2 1 3 1 4ln 1 1 ln 1 1 1
5

x x x x x x                  

62 1 1
2 3 .

3

x
arctg C

  
   
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Задание №2. Вычислить определенные интегралы. 

а) 
0

2
1

ln(1 )
;

(1 )

x
dx

x




  б) 

8
2

0

4 ;x cos x dx



 в) 
5

0
2 3 1

dx

x 
 ; г) 

ln 5

0

1

3

x x

x

e e
dx

e

 


 . 

 

Решение 
а) Применив метод интегрирования по частям, получим: 

0 00

2 2
11 1

2

ln(1 ),
1ln(1 ) ln(1 )

1 1(1 ) (1 ),
1(1 )

dx
u x du

xx x dx
dx

dx xx xdv v
xx

 


  

 
   

  


   

0

1

1 1 1 1 1
ln 2 ln 2 1 (1 ln 2) 0,153

2 1 2 2 2x 

         


. 

б) Дважды применив метод интегрирования по частям, получим: 

2
8 8

82 2

00 0

, 2
1 1

4 sin 4 sin 41 4 2cos4 , sin 4
4

u x du xdx
x cos xdx x x x xdx

dv xdx v x

 
   

 
 

 


82
8

0 0

,
1 1 1 1

cos4 cos41
4 64 2 4 4sin 4 , cos4

4

u x du dx

x x xdx
dv xdx v x

 
   

       
    

 
 







 

2 2 2
8

0

1 1 1 8
cos sin 4 0,0073

256 8 8 2 32 256 32 256
x



     
        . 

в) Данный интеграл от иррациональной функции приводится к интегралу 
от рациональной функции с помощью подстановки 3 1 .x t   Имеем:  

5 4
2

0 1

3 1 , 0 1 2
1 3( 1), 5 4
3 22 3 1
2

3

x t x t
t

dx
x t x t dt

tx

dx t dt

    

       
 



 

44 4 4 4

11 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 4
1 ln 2

3 2 3 2 3 2 3 3

t dt t
dt dt t t

t t t

   
           

   
    

8 2 4 4 4
ln 6 ln3 2 ln 2 2,924

3 3 3 3 3
         
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г) 

 

 2 2
ln 5 2 2

2
2

0 02

2
1 ,

21 1
1 41, 0 0

3 4
ln 1 , ln5 2

x

x x
x

x

tdt
e t dx

tt t t
e e tdx e t x t dt

e t
x t x t

  
   

        
 

    

   

22 2 2 22 2

2 2 2
00 0 0 0

4 4 4
2 2 2 1 2 4

24 4 4

t t t
dt dt dt t arctg

t t t

   
       

   
    

4 4 1 4 0 4 0,858arctg arctg       . 

Ответ. а) 0,153; б) 0,0073; в) 2,924; г) 0,858. 
 

Задание 3. Вычислить несобственные интегралы или доказать их 
рассходимость. 

а) 
 2

1

2

9 ln
dx

x x



 
 ; 

б) 
32

0

3 sin

cos

x
dx

x




; в) 
4

2
1 6 9

dx

x x 
 . 

 

Решение 

а) 
    22 2

1 1 1

2 2 2 (ln )
lim lim

9 ln9 ln 9 ln

b b

b b

d x
dx dx

xx x x x



 
  

   
    

 
1

1 2 2
lim 2 ln lim ( (ln ) (ln1)) .

3 3 3 2 3

b

b b
arctg x arctg b arctg

 
       

 
 

Следовательно, данный интеграл сходящийся. 

б) Поскольку подынтегральная функция терпит разрыв в точке ,
2

x


 то  

3 3 22 2 2

0 0
0 0 0

3 sin 3 sin 1 cos
lim 3 lim (cos )

cos cos cos

x x x
dx dx d x

x x x

 

 


     

  
 

 
 

2
32
2

0 0
0

0

5
2cos

1 23 lim cos (cos ) 3 lim 2 cos
5cos

x
x d x x

x




 

 
   
              

 









 
 

5 5

2 2

0

2 2
3 lim 2 cos cos 2 cos0 cos 0

2 5 2 5

    
                 



 
   

2 24
3 2 4,8

5 5

 
      

 
. 
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Интеграл сходящийся. 

в) 
4 4 3 4

2 2 2 2
1 1 1 3

;
6 9 ( 3) ( 3) ( 3)

dx dx dx dx

x x x x x
  

    
     

 

3 3

20 0 0
11

1 1 1
lim lim lim

3 3 3 1 3( 3)

dx

xx

 

   

 

  

 
      

     
  

0 0

1 1 1 1 1
lim lim

2 2 2   

   
            

    
; 

44

20 0 0
33

1 1 1
lim lim lim

3 4 3 3 3( 3)

dx

xx  
  



 
      

     
  

 

0 0

1 1
lim 1 1 lim 1
   

   
                

. 

 

Несобственный интеграл расходится, так как пределы равны 
бесконечности. 

Ответ. а) сходится; б) сходится; в) рассходится. 
 

Задание 4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной указанными 
линиями: 

а)  
2

2 ,

2 ,

0,

2;

xy

y x x

x

x

 

  



 

 б) 
3

3

2cos ,

2sin ;

x t

y t

 



 в)  
2cos3 ,

1.

r

r






 

Решение 

а) Фигура ограниченна графиками непрерывных функций 2 xy   и 
22y x x  , и двумя прямыми 0x   и 2x  . 

Найдем координаты точек пересечения кривых A , B , C  и O . 

2

0;

2 ;

x

y x x



 

 −  O 0; 0 , 

2 ;

2;

xy

x

 



 −  A 2; 4 ,  

22 ;

2;

y x x

x

  



 −  B 2; 0 , 

2 ;

0;

xy

x

 



 −  C 0; 1 . 

C  

O  
B  

A  

x  

y  

2x   

22y x x   

0x   

2 xy   Ре
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зи
то
ри
й Б
рГ
ТУ



 39

Площадь определяем по формуле: 

      
2 2

2 2
2 1

0 0

( ) ( ) 2 2 2 2
b

x x

a

S f x f x dx x x dx x x dx            

2 2322 2

0
0 0

2 4 1 8 3 4 9 4ln 2
4 2,995 ( . )

ln 2 3 ln 2 ln 2 3 ln 2 3 3ln 2

x x
x ед


            

 

б) 
3

3

2cos ,

2sin ,

x t

y t

 



 − кривая задана параметрически. Эти уравнения 

определяют астроиду. Так как фигура 
симметрична относительно координатных 
осей, то найдем площадь её четверти, 
лежащей в первом квадранте.  

Применим формулу: 
 

2

1

( ) ( ) .

t

t

S y t x t dt   

 
Вычислим ( )x t  и определим границы параметра t .  

 2 2( ) 2 3 cos sin 6 cos sinx t t t t t          . 

При  1 10
2

x t t  


, а при  2 22 0x t t   . 

Подставим полученные значения в формулу: 

 
0 2 2

3 2 4 2 2 2

0 0

2

2sin 6 cos sin 12 sin cos 3 sin 2 sinS t t t dt t t dt t t dt          

 



 

 

2 2 2
2 2 2

0 0 0

1 cos2 3 3
3 sin 2 sin 2 sin 2 cos2

2 2 2

t
t dt t dt t t dt


       

  

 

 

2 2
2 2 22 3

0 0 00 0

3 1 cos4 3 3 3 1 3
sin 2 (sin 2 ) sin 4 sin 2

2 2 4 4 16 4 8

t
dt t d t t t t


      

 
  


. 

 

Умножив полученную площадь на 4, получим площадь всей астроиды: 

 23 3
4 4 4,712 .

8 2
астроидыS S ед

 
       

x  

y  

2  

2  

2  

2  
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в)  
2cos3 ,

1.

r

r






 

Полярное уравнение 2 cos3r    определяет трехлепестковую розу, а 

уравнение 1r   определяет окружность. Как 
видно из рисунка, фигура состоит из трех 
одинаковых частей, и, в то же время, эти 
части имеют ось симметрии. Значит, 
достаточно найти площадь шестой части. 
Пусть эта часть лежит в первой четверти. 
Определим полярный угол точки 
пересечения окружности и трехлепестковой 
розы в первой четверти: 
 

2 cos3 , 1
2cos3 1 cos3 .

1; 2 9

r

r

 
  


     


 

   
9 9 9

2 2 2 2
2 1

0 0 0

1 1 1
( ) ( ) 4cos 3 1 2 cos 3

2 2 2
S r r d d d d         

  




         

 
9

9 9 9
0 0

00

1 1 1 3 3
1 cos6 sin 6 .

2 6 18 9 6 2 18 18 12
d           


  

   
      

Таким образом, площадь всей фигуры:  

23 3
6 6 1,913 ( . )

18 12 3 2
фS S ед

  
         

 
 

Ответ. а) 2,995 2ед ; б) 4,712 2ед ; в) 1,913 2ед . 
 

Задание 5. Вычислить длину дуги линии заданной уравнениями: 

а)  
  32 1 ,

1 0;

y x

x

  

  

 б) sin ,

cos

;

,

0 1

t

te t

x e t

y

t 

 






 в) 3(1 cos )r     

 

Решение 

а) 
  32 1 ,

1 0;

y x

x

  

  

 

Для вычисления длины дуги данной линии воспользуемся формулой:  

  2
1 .

b

a

l y dx   

x  

y  

2  

1 
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Из рисунка видно, что линия симметрична 
относительно оси абсцисс. Поэтому искать будем 
длину линии лежащей во второй четверти: 

 
3

21y x  . 

Вычислим производную:  
1

2
3

1 .
2

y x    

Подставляя данные в формулу, получим: 
 

   
20 0 01

2

1 1 1

3 9 1
1 1 1 1 9 13

2 4 2
l x dx x dx x dx

  

 
          

 
    

   
0

3

2 3

1

9 13 13 13 81 1 1
13 8

32 9 27 27

2

x



 
      . 

Следовательно, длина искомой линии равна: 

13 13 8 26 13 16
2 2 2,879

27 27
L l

 
       ед . 

б) sin ,

cos

;

,

0 1

t

te t

x e t

y

t 

 






 − кривая задана уравнениями в параметрической форме.  

Длина дуги кривой, соответствующая изменению параметра t  от 1t  до 

2t , выражается интегралом 

   
2

1

2 2
.

t

t t

t

l x y dt    

Вычислим производные  

cos sint t
tx e t e t     и  sin cost t

ty e t e t   . 

Подставляя их в формулу, имеем 

   
1

2 2

0

cos sin sin cost t t tl e t e t e t e t dt      

1
2 2 2 2

0

cos 2 cos sin sin sin 2 cos sin coste t t t t t t t t dt            

 
1

1

0
0

2 2 2 1 2,43t te dt e e       ед . 

x  

y  

1  

1 

1  

0  
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в) Кардиоида 3(1 cos )r     - кривая, симметричная относительна 

полярной оси. Вычислим длину дуги лежащей сверху от полярной оси.  
Длина дуги вычисляется по формуле  

  22 .l r r d 




  

Найдем производную 
3 sinr    . 

Подставляя в формулу данные, получаем 

 2 2

00 0 0

9 1 cos 9sin 3 2 2cos 6 cos 12sin 12.
2 2

l d d d         
  

 
     

 

Следовательно, длина всей кардиоиды равна 2 2 12 24L l      ед . 

Ответ. а) 2,879 ед ; б) 2,43 ед ; в) 24 ед . 
 

Задание 6. Вычислить объем тела, полученного вращением фигуры Ф  
вокруг указанной оси: 

а) 
22 ,

:
2 2 3 0,

y x
Ф

x y

 


  
 ось 0x ; б)  

2cos ,
:

3sin ,

x t
Ф

y t





 ось 0y . 

 

Решение 
а) Для нахождения пределов интегрирования найдем координаты точек 

пересечения данных линий A  и B . 
 Решая систему уравнений 

22 ,

2 2 3 0,

y x

x y

 


  
 

получим значения 
1

1;
2

 
 
 

 и 
9

3;
2

 
 
 

. 

 

Значит, точка A  имеет координаты 
1

1;
2

 
 
 

, а точка B  − 
9

3;
2

 
 
 

. 

Объем тела, образованного вращением фигуры, ограниченной кривыми 

1 1( )y f x  и 2 2 ( )y f x  и прямыми x a  и x b  вокруг оси Ox  можно 

вычислить по формуле:  

 2 2
2 1

b

x

a

V y y dx  . 

Подставим полученные данные в формулу: 

 
221 12

2 4

3 3

3 2
9 12 4

2 2 4
x

x x
V dx x x x dx



 

            
     
   

A  
6  

A  

B  

x  

y  
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1
5

2 3

3

4 4 1 243
9 6 9 6 27 54 36

4 3 5 4 3 5 5

x
x x x

 



   
               

  
 

272
18,133

15
   3ед . 

б)  
2cos ,

:
3sin ,

x t
Ф

y t





. 

 2; 0A  и  0; 3B . 

Воспользуемся формулой: 

2 . 
d

y

c

V x dy  

Фигура симметрична относительно оси Ox . Найдем объем тела, 
полученного вращением вокруг оси Oy , части фигуры лежащей в первой 

четверти. Определим данные, необходимые для вычисления объема тела 
вращения. Так как граница фигуры задана параметрическими уравнениями, 
то имеем: 

( ) 2cos x x t t ; 

 ( ) 3sin 3 cos
  dy y t d t t dt t dt ; 

  1 1 12;0 ( ) 0 3sin 0 0      c A y t t t ; 

  2 2 2 20; 3 ( ) 3 3sin 3 sin 1
2


        d B y t t t t . 

Подставляя полученные данные в формулу, получим: 

   
2 2

2 2

0 0

4cos 3 cos 4 3 1 sin sin

 

       yV t t dt t d t  

3 2

0

8 3sin 1
4 3 sin 4 3 1 .

3 3 3

t
t




 
   

       
  

 

Умножая полученный объем на 2, получим объем искомого тела: 

8 3 16 3
2 2 29,021

3 3
yV V

 
       3ед . 

Ответ. а) 18,133 3ед ; б) 29,021 3ед . 
 

Задание 7. Найти координаты центра масс однородной плоской:  

а) кривой L  − дуга первой арки циклоиды 
 

 

sin ,

1 cos .

 

 

x a t t

y a t
;  

A  x  

y  

B  
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б) фигуры Ф  − ограниченной линиями 4 x y  и 16 4 x y . 

Кривую L  и фигуру Ф  считать однородной ( ( , ) 1x y  ). 
 

Решение 
а) Точкам первой арки циклоиды, отвечают значения параметра t , 

изменяющиеся от 0 до 2 . 
Координаты центра масс плоской 

дуги (массы m ) вычисляются по 
формулам: 


y

c

M
x

m
 и 

x
c

M
y

m
, 

где xM  и yM  − статические моменты кривой.  

В случае однородной кривой, масса дуги m  вычисляется по формуле 
(кривая задана в параметрическом виде): 

   
2

1

2 2
t

t t

t

m x y dt     , 

а статические моменты: 

   
2

1

2 2
( )

t

x t t

t

M y t x y dt      и    
2

1

2 2
( )

t

y t t

t

M x t x y dt     . 

В силу симметрии первой арки циклоиды, абсцисса центра масс будет 
лежать на прямой cx a .  

Вычислим m  и xM . Для этого найдем производные tx  и ty : 

(1 cos )  tx a t  и sin ty t . 

Тогда,  

   
2 2 2 2 2 2 2(1 cos ) sin (2 2cos )      t tx y a t a t a t . 

Подставляя данные в формулы, получим: 
22 2 2

2

00 0 0

(2 2cos ) 2(1 cos ) 2 sin 4 cos 8 .
2 2

  

         
t t

m a t dt a t dt a dt a a  

2 2
2 2

0 0

(1 cos ) (2 2cos ) (1 cos ) 2(1 cos )
 

       xM a t a t dt a t t dt  

3
32 2 22

2 2 2 2 32

0 0 0

2 (1 cos ) 2 2sin 4 sin
2 2

  
    

        
    

  
t t

a t dt a dt a dt  

22
2 2 2 3 2

0 0

1 32
8 1 cos cos 8 cos cos

2 2 2 3 2 3

t t t t
a d a a


            

                  
            

 . 

2 a  a  0  
C  

2 a  

x  

y  
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Таким образом, имеем 
232 4

3 8 3
  



x
c

M a
y a

m a
. 

Следовательно, центр масс дуги первой арки циклоиды имеет 
координаты: 

4
;

3

 
 
 

C a a . 

б) 4 x y    4 y x  − прямая, 

16 4 x y    
2

4
4

 
x

y  − парабола 

направленная ветвями вниз с вершиной в 
точке  0; 4 . 

Координаты центра масс плоской фигуры 
(массы m ) вычисляются по формулам: 


y

c

M
x

m
 и 

x
c

M
y

m
, 

где xM  и yM  − статические моменты плоской фигуры. 

В случае однородной плоской фигуры, массу m  вычисляем по формуле: 

 2 1( ) ( )
b

a

m f x f x dx   , 

а статические моменты: 

 2 2
2 1

1
( ) ( )

2

b

x

a

M f x f x dx    и  2 1( ) ( )
b

y

a

M x f x f x dx   . 

В данном примере  
2

2 4
4

 
x

f x  и  1 4 f x x , а также 0a  и 4b . 

Подставляя в формулы и вычисляя соответствующие интегралы, 
получим: 

4 44 42 2 2 3

0 0 0 0

16 8
4 4 8

4 4 2 12 3 3

   
             
   
 

x x x x
m x dx x dx . 

 
24 42 4

2 2 2

0 0

1 1
4 4 16 2 16 8

2 4 2 16

    
              
     
 x

x x
M x dx x x x dx  

44 4 5
2 2 3

0 0

1 1 1 64 32
8 3 4 64 64

2 16 2 80 2 5 5

     
              

    


x x
x x dx x x . 

44 42 3 3 4
2

0 0 0

64 16
4 4 16

4 4 3 16 3 3

     
               

     
 y

x x x x
M x x dx x dx . 

C  

4  

4  

2  

2,4  

0  x 

y  
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Следовательно, координаты центра масс фигуры :Ф  

16 3
2

3 8


  



y
c

M
x

m
 и 

32 3 12
2,4

5 8 5


   


x

c

M
y

m
    2; 2,4C . 

Ответ. а) 
4

;
3

a a
 
 
 

; б)  2; 2,4 . 

 

Задание 8. Вычислить работу, которую необходимо затратить на 
выкачивание воды из резервуара P . Удельный вес воды принять равным 

39,81 /кН м  и 3,14  . P  − полуцилиндр (обращенный выпуклостью вниз), 

радиус основания которого 1R м  и длина образующей 5 .l м  
 

Решение 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Объем элементарного слоя воды, находящегося на глубине x  и 
имеющего длину l , ширину 2y  и толщину dx , равен: 

2 22 2      dV y l dx R x l dx  
 

Элементарная работа, совершаемая для поднятия этого слоя воды на 
высоту x , будет равна:  

 

2 22 dA l R x xdx , 
 

где   − удельный вес воды. 

Следовательно, 

 
 

3
2 2 2

2 2 2 2 2 2

0 0

0

2
2

3

R

R R R x
A l R x xdx l R x d R x l  


            

 32 2
9,81 5 32,7

3 3
     l R кДж . 

 

Ответ. 32,7 кДж.. 

x

l  

dx  
x  

x  

y  
R  

0  
y  
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Аттестационная работа по теме  
«Дифференциальные уравнения» 

 

Задание 1. Найти общий интеграл дифференциального уравнения (ДУ). 
 

1.  2 23 2 0   x y y dy y dx ; 2.  1  x xe y y e ; 

3.  2 24 5 0   x y y dy y dx ; 4. 2 2  xdx y dy y x dy x y dx ; 

5. 2 23 1 0   y x y y ; 6.  3  x xe y y e ; 

7.  1 ln 0  y y x y ; 8. 2 26 2 2 3  xdx y dy y x dy x y dx ; 

9. 2 21 0   x y x y x ; 10.  1  x xe y ye ; 

11. ln 0 y y x y ; 12. 2 26 3  xdx y dy yx dy x y dx ; 

13. 2 25 1 0   y y x y ; 14.  8 0  x xe dy ye dx ; 

15. 2 24 1 0   x y dx y x dy ; 16. 2 22 2 2  xdx y dy x y dy x y dx ; 

17. 2 24 0   x y x y x ; 18.  4 0  x xy e dy e dx ; 

19. 2 25 4 0   x y dx y x dy ; 20. 2 26 6 3 2  xdx y dy x y dy x y dx ; 

21. 
2

2

1
1 0

1


  



x
y y

y
; 22.  2 25 0  x xe dy ye dx ; 

23. 2 23 2 0   x y dx y x dy ; 24. 2 26 6 2 3  xdx y dy x y dy y xdx ; 

25. 2 23   y dx y dy x y dy ; 26. 2 24   y dx y dy x y dy ; 

27. 2 21 1 0   x y y y x ; 28. 2 24 3 3 2  xdx y dy x y dy x y dx ; 

29. 2 22 2  x y y y ; 30. 2 33 16 2  y y x x y . 

 
Задание 2. Найти общий интеграл ДУ. 

 

1. yyxyx  224 ; 2. 
xyx

yxyx
y

6

5
2

22




 ; 

3. 22

23

27

143

yx

yxy
yx




 ; 4. 5104

2

2


x

y

x

y
y ; 

5. yyxyx  2232 ; 6. 
xyx

yxyx
y

4

3
2

22




 ; 

7. 
22

23

62

123

xy

yxy
yx




 ; 8. 128

2

2


x

y

x

y
y ; 
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9. yyxyx  2223 ; 10. 
yxx

yyxx
y

23

3
2

22




 ; 

11. 22

23

52

103

xy

yxy
yx




 ; 12. 882

2

2


x

y

x

y
y ; 

13. yyxyx  223 ; 14. 
yxx

yyxx
y

22

2
2

22




 ; 

15. 22

23

42

83

xy

xyy
yx




 ; 16. 66

2

2


x

y

x

y
y ; 

17. yyxyx  222 ; 18. 
yxx

yyxx
y

22

22




 ; 

19. 22

23

32

63

xy

yxy
yx




 ; 20. 483

2

2


x

y

x

y
y ; 

21. yyxyx  222 ; 22. 
yx

yx
y






2

2
; 

23. 22

23

22

43

xy

xyy
yx




 ; 24. 362

2

2


x

y

x

y
y ; 

25. yyxyx  22 ; 26. 
yx

yx
y




 ; 

27. 22

23

2

23

xy

xyy
yx




 ; 28. 24

2

2


x

y

x

y
y ; 

29. yyxyx  22 ; 30. x

y

exyyx  . 

 
Задание 3. Найти решение задачи Коши. 

 

1. 
x

x

x

y
y

ln
 , 1)1( y ; 2. 344 xyxy  , 

2

1
)0( y ; 

3. xxyy 2sincos  , 3)0( y ; 4.  31
1

2



 x

x

y
y , 

2

1
)0( y ; 

5. 
2

2 sinxy xy xe x   , 1)0( y ; 6.  21
1

2



 xey

x
y x , 1)0( y ; 

7. 3xyxy  , 3)0( y ; 8.   212 2

x

x

yx
y 


 , 

3

2
)0( y ; 

9. 322 xyxy  , 1)1(  ey ; 10. 3

22

xx

y
y  , 1)1( y ; 
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11. 1
21
2




 y
x

x
y , 1)1( y ; 12. 

2

2
1

1

2
x

x

yx
y 


 , 3)1( y ; 

13.   02  dxydyyyx ,  
22

1
1 y ; 14. 

32
x

x

y
y  , 

6

5
)1( y ; 

15. 2

8

xx

y
y  , 4)1( y ; 16. 

x

x

x

y
y

ln
2 , 1)1( y ; 

17. 
xe

x

x

x

y
y

1
 , ey )1( ; 18. 5

52
2




 y
x

x
y , 4)2( y ; 

19. 2

2

2 1

2

1

2

x

x
y

x

x
y





 , 

3

2
)0( y ; 20. 

2

2
x

x

y
y  , 1)1( y ; 

21. x
x

y
y sin , 




1
)( y ; 22. xx

x

y
y sin , 1

2








y ; 

23.  1
1




 xe
x

y
y x , 1)0( y ; 24. xx

x

y
y 2

2
2 


 , 

2

3
)1( y ; 

25. 
2cos xxtgyy  , 

2

1

4








y ; 26. xxyy 2sin

2

1
cos  ,   00 y ; 

27. xxxctgyy sin2 , 0
2








y ; 28. 

2x
x

y
y  ,   01 y ; 

29. yyxxy 23  ,   11 y ; 30. 422 xyyx  ,   11 y . 

 
Задание 4. Решить задачу Коши. 

 

1.   dxdyxyyy 32 ,  2 0y   ; 

2.   02sinsin22 2  dxydyyyyx , 
42

3 








y ; 

3.   022 2  dxydyyyx , 1
2

1








y ; 

4.  
2

lnln 2 y
yyyx  ,   12 y ; 

5.     dydyyyxdxyy 2424 222  , 2
8








y ; 

6.   yyxy 413 3  ,   15 y ; 

7.  dyyshxdxych  1 ,   2ln1 y ; 

8.   yyxyy 2sin2coscos2 2  , 
4

5

2

3 








y ; 
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9.  dyxyydx 3cos3sin  , 
2

2


















ey ; 

10.   0762  dyyxdxyy ,   14 y ; 

11.   122  yxyy ,   02 y ; 

12.  dyxyydxy 2sin22sin2sin 22  , 
42

1 








y ; 

13.   02  dxydyyyx ,  
22

1
1 y ; 

14. 02

1

2 













 dyxedxy y ,  

2

1
0 y ; 

15.      dyydyyxydxyy 2131 23  , 2
4

1








y ; 

16.   yyyx  42 ,   12 y ; 

17.   dyxdxydyyy  2lnln2 ,   24 ey  ; 

18.   148 3  yyyxy ,  
2

1
1 y ; 

19.   yyxyyyy  22sin22cos3 2 ,  
4

16


y ; 

20.   03  dyyyxdx ,   01 y ; 

21.   yyxy 4104 3  ,   18 y ; 

22.   dyydyyxdxe y  2
2

,   00 y ; 

23.   yyyyyx 222 coscos  ,  
4


 y ; 

24.   yyyxyy cossincos2cos 2  , 
34

1 








y ; 

25.   1442 2  yxyy ,   00 y ; 

26.   012  dyyxdxy ,   ey 1 ; 

27.   yyxey y  24 ,   10 y ; 

28. 02

2















 dxydyxe y ,   2ey ; 

29. 23 yx

y
y


 ,   11 y ; 
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30.    121  yyyyx ,   21 y ; 

 
Задание 5. Найти общее решение ДУ. 

 

1. yxxy  ln ; 2. 1 yyx ; 

3. yyx 2 ; 4.   xyyx cossin1  ; 

5.   11  xyyx ; 6. 0
1


xch
yyxcth ; 

7. xyxyx  23 ; 8. yxthy  77 ; 

9. yxthy  55 ; 10. 1 yxtgy ; 

11. xyyx  ; 12. yyxth  ; 

13. 0 xyyx ; 14. 0
1


x
yyx ; 

15. 145  yxyx ; 16.   32 21 xyxyx  ; 

17. 02  yyx ; 18. 134  yxyx ; 

19. yyxcth  22 ; 20. yyxtg  2 ; 

21. 123  yxyx ; 22. 022  yxctgy ; 

23. 12  yxyx ; 24. 0
sin

1


x
yyxtg ; 

25. 1 xyyx ; 26. yyx 2 ; 

27. 1 yyx ; 28. yxxy  ln ; 

29. yxyyx  ; 30.   xctgyy 12  . 

 
Задание 6. Найти общее решение ДУ. 

 

1. )cos(sin42 xxeyy x  ; 2. xeyyy x 6sin44 2 ; 

3. xexyy 2cos  ; 4. xxyy 7cos27sin3  ; 

5. xyyy 2sin52  ; 6. )cos3sin5(84 xxeyyy x  ; 

7. )cos(sin2 xxeyy x  ; 8. xeyyy x 3sin44 2 ; 

9. xeyyy x 4cos136 3 ; 10. xxyy 3cos23sin3  ; 

11. xyyy sin252  ; 12. )cos4sin3(84 xxeyyy x  ; 

13. )cos(sin102 xxeyy x  ; 14. xeyyy x 5sin44 2 ; 

15. 3sin5 2cos5y y x x    ; 16. xyyy 2sin1752  ; 

17. xeyyy x cos136 3 ; 18. )cos5sin3(84 xxeyyy x  ; 

19. )cos(sin62 xxeyy x  ; 20. xeyyy x 4sin44 2 ; 

Ре
по
зи
то
ри
й Б
рГ
ТУ



 52

21. 36 13 cos5xy y y e x    ; 22. xxyy 7cos27sin3  ; 

23. xyyy cos52  ; 24. )cossin2(84 xxeyyy x  ; 

25. )cos(sin32 xxeyy x  ; 26. xeyyy x 4sin44 2 ; 

27. xeyyy x 8cos136 3 ; 28. 2 5 10cosy y y x    ; 

29. xxyy 4cos24sin3  ; 30. )cos2sin(84 xxeyyy x  . 

 
Задание 7. Найти общее решение ДУ. 

 

1. xchyy 222  ; 

2. xexxyy 2cos6sin2  ; 

3. xexyy 2cos  ; 

4. xchyy 323  ; 

5. xexxyy 242cos322sin84  ; 

6. xexxyy 4cossin10  ; 

7. xchyy 4164  ; 

8. xexyy 3183sin189  ; 

9. xxeyy x 2sin82cos4244 2  ; 

10. xchyy 5505  ; 

11. xexyy 4164cos1616  ; 

12. xxeyy x 3cos93sin1899 3  ; 

13. xchyy 2 ; 

14. xexxyy 5505sin105cos2025  ; 

15. xxeyy x 4sin644cos644816 4  ; 

16. xshyy 222  ; 

17. xexxyy 366cos126sin2436  ; 

18. xexxyy 550)5cos5(sin2525  ; 

19. xshyy 323  ; 

20. xexxyy 7987cos77sin1449  ; 

21. )6cos6(sin723636 6 xxeyy x  ; 

22. xshyy 4164  ; 

23. xexxyy 8648cos168sin1664  ; 

24. )7cos7(sin491449 7 xxeyy x  ; 

25. xshyy 5505  ; 
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26. xxeyy x 9cos39sin916281 9  ; 

27. xexy 8648cos12864  ; 

28. xshyy 2 ; 

29. 100 200 20sin10 30cos10xy y e x x      ; 

30. 10100 20 100cos10xy y e x    . 

 
Задание 8. Найти решение задачи Коши. 

 

1. 
x

yy





cos

2
2  , 3)0( y , 0)0( y ; 

2. 
x

x

e

e
yy

3

3

1

9
3


 , 4ln)0( y , )2ln1(3)0( y ; 

3. xctgyy 284  , 5
4








y , 4

4










y ; 

4. xe
yyy

21

4
86


 , 2ln21)0( y , (0) 6ln 2y  ; 

5. 
x

x

e

e
yyy

3

3

1

9
189


 , 0)0( y , 0)0( y ; 

6. 
x

yy





sin

2
2  , 1

2

1








y , 

22

1 2







y ; 

7. 













 x
yy

cos

11

2
2

, 
  20 y ,   00 y ; 

8. 
x

x

e

e
yy

3

3

3

9
3






 ,   4ln40 y ,   )14ln3(30 y ; 

9. xctgyy 4 ,  4
2








y , 4

2










y ; 

10. xe
yyy

22

4
86


 ,    3ln310 y ,   3ln100 y ; 

11. 
x

x

e

e
yyy

2

2

2

4
86






,    00 y ,   00 y ; 

12. 
x

yy
3sin

9
9  , 4

6








y , 

2

3

6









y ; 

13. 
x

yy
3cos

9
9  ,    10 y ,   00 y ; 
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14. 
x

x

e

e
yy








2
,    27ln0 y ,   19ln0 y ; 

15. xctgyy 244  , 3
4








y , 2

4










y ; 

16. xe
yyy




3

1
23 ,   2ln810 y ,   2ln140 y ; 

17. 
x

x

e

e
yyy

2

2

1

4
86


 ,    00 y ,   00 y ; 

18. 
x

yy
4sin

16
16  , 3

8








y , 


2

8







y ; 

19. 
x

yy
4cos

16
16  ,    30 y ,   00 y ; 

20. 
x

x

e

e
yy

2

2

1

4
2






 ,   4ln0 y ,   24ln0 y ; 

21. 









24

1

4

x
ctg

y
y ,   2y ,  

2

1
 y ; 

22. xe
yyy




2

1
23 ,   3ln310 y ,   3ln50 y ; 

23. 
x

x

e

e
yyy






2
23 ,   00 y ,   00 y ; 

24. 
x

yy
2sin

4
4  ,  2

4








y , 










4

y ; 

25. 
x

yy
2cos

4
4  ,    20 y ,   00 y ; 

26. 
x

x

e

e
yy




2
,    27ln0 y ,   9ln10 y ; 

27. xctgyy 2 ,  1
2








y , 2

2










y ; 

28. xe
yyy




1

1
23 ,    2ln210 y ,   2ln30 y ; 

29. 
x

x

e

e
yyy




1
23 ,    00 y ,   00 y ; 

30. 
x

yy
sin

1
 ,  1

2








y , 

22









y ; 
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Задание №9. Решить систему ДУ. 
 

1. 








.48

;84

yxy

yxx




 2. 









.3

;5

yxy

yxx




 

3. 








.4

;82

yxy

yxx




 4. 









.32

;4

yxy

yxx




 

5. 








.34

;2

yxy

yxx




 6. 









.45

;32

yxy

yxx




 

7. 








.64

;24

yxy

yxx




 8. 









.

;

xy

yx




 

9. 








.23

;2

yxy

yxx




 10. 









.

;8

yxy

yxx




 

11. 








.4

;

yxy

yxx




 12. 









.44

;

yxy

yxx




 

13. 








.36

;2

yxy

yxx




 14. 

2 ;

.

x y

y x

 






 

15. 








.3

;3

yxy

yxx




 16. 









.54

;45

yxy

yxx




 

17. 








.82

;23

yxy

yxx




 18. 









.4

;4

yxy

yxx




 

19. 








.8

;3

yxy

yxx




 20. 









.58

;36

yxy

yxx




 

21. 








.6

;25

yxy

yxx




 22. 









.33

;85

yxy

yxx




 

23. 








.5

;37

yxy

yxx




 24. 









.

;4

yxy

yxx




 

25. 








.63

;2

yxy

yxx




 26. 









.2

;38

yxy

yxx




 

27. 








.43

;2

yxy

yxx




 28. 









.23

;6

yxy

yxx




 

29. 








.

;32

xy

yxx




 30. 









.43

;2

yxy

yxx




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Решение типового варианта аттестационной работы  
по теме «Дифференциальные уравнения»: 

 

Задание 1. Найти общий интеграл ДУ: 
2 220 3 3 5xdx ydy x ydy xy dx    

 

Решение 
Группируя вместе слагаемые с общими множителями dx и dy, приводим 

уравнение к виду: 

   2 220 5 3 3x xy dx x y y dy   , 

что равносильно 

   2 25 4 3 1x y dx y x dx   . 

Видно, что дифференциальное уравнение представляет собой уравнение 
с разделяющимися переменными. Для его интегрирования разделим обе части 

на   2 24 1 0y x   , что приводит к 

2 2

5 3

1 4

xdx ydy

x y


 
. 

Интегрируя обе части полученного равенства, находим 

   2 25ln 1 3ln 4 lnx y C    , 

или 

    5 32 2ln 1 ln 4x y C   , 

откуда окончательно получим 

   
5 32 21 4x C y   . 

Ответ.    
5 32 21 4x C y   . 

 
Задание 2. Найти общий интеграл ДУ: 

2 2

2

2 5

2 6

x xy y
y

x xy

 
 


. 

 

Решение 

Покажем, что функция  
2 2

2

2 5
,

2 6

x xy y
f x y

x xy

 



 является однородной 

нулевого порядка относительно переменных x и y. 

 
   

 
 

2 2 2 2

2 2

2 5 2 5
, ,

2 62 6

tx tx ty ty x xy y
f tx ty f x y

x xytx tx ty

     
  

  
. 

Таким образом, делаем вывод, что предлагаемое дифференциальное 
уравнение является однородным. Для его решения введем замену u y x , 
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откуда y ux  и y u xu   . Подставляя в исходное уравнение, получим 

 
22

2

2 5

2 6

x x ux ux
u xu

x x ux

  
 

 
, 

или 
21 2 5

2 6

u u
u xu

u

 
 


. 

Перенося слагаемое u в левую часть, и приводя к общему знаменателю, 
получим уравнение с разделяющимися переменными: 

2 1

2 6

u
xu

u


 


, 

Разделив переменные, имеем 

 
2

2 6

1

u du dx

u x





. 

Интегрируя обе части полученного равенства, найдем  
 

   22 3ln 1 lnarctg u u C x    . 
 

Интеграл от стоящего слева выражения вычислялся как 
 

 
 

 2

2 2 2 2

12 6 2
2 3 2 3

1 1 1 1

d uu du du udu
arctg u

u u u u


    

      
 

 

   22 3ln 1arctg u u C    . 
 

Делая обратную замену u y x , окончательно получим 
2

2 3ln 1 ln
y y

arctg C x
x x

    
            

. 

 

Ответ. 
2

2 3ln 1 ln
y y

arctg C x
x x

    
            

. 

 
Задание 3. Найти решение задачи Коши: 

2

2y
y

x x
    ,    1 1y  . 

 

Решение 
Данное уравнение является линейным дифференциальным уравнением 

первого порядка. Проинтегрируем его, используя метод И. Бернулли. Для 
этого сделаем замену y uv  и y u v uv    . Таким образом, получим 

2

2uv
u v uv

x x
     , 

или 
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2

2v
u v u v

x x

      
 

. 

Так как одну из функций u или v можно выбирать произвольно, то в 
качестве v возьмем любое частное решение уравнения 0v v x   . При таком 

выборе наше уравнение сведется к системе  
22 ;

0.

u v x

dv v

dx x

  



 


 

Находим функцию v: 

0
dv v

dx x
  . 

Разделив переменные, имеем 
dv dx

v x
 , 

откуда ln lnv x C  . 
Так как нам необходимо найти любое частное решение, то можно 

положить 0C  . В этом случае − v x . 

Для нахождения u подставляем v в уравнение 22u v x   . Получаем 

2

2
u x

x
   . 

Разделив переменные 

3

2
du dx

x
  , 

и интегрируя, найдем 

2

1
u C

x
  . 

Таким образом, получили общее решение исходного уравнения в виде 

2

1
y uv C x

x

 
   

 
. 

Для решения задачи Коши определим постоянную интегрирование C, 
удовлетворяющую данному условию  1 1y  . Подставляя в общее решение 

1x   и 1y  , имеем 

1
1 1 0

1
C C

 
     
 

. 

И окончательно можно записать 

2

1 1
0y x y

x x

 
    
 

. 

Ответ. 
1

y
x

 . 
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Задание №4. Решить задачу Коши: 

 22 sin 2 2cos 0dx x y y dy    ,    1 0y    
 

Решение 
Данное уравнение сводится к линейному, если х считать функцией, а у – 

аргументом:  x x y . Тогда 
1

x

y

y
x

 


. В нашем случае, разделив обе части 

уравнения на dy , имеем 
22 sin 2 2cos 0yx x y y     , 

или  
22 2cos sin 2yx x y y    . 

Данное линейное уравнение решим с использованием замены x uv  и 

yx u v uv    . При этом получим: 
22 2cos sin 2u v uv uv y y     , 

или 

  22 2cos sin 2u v u v v y y     . 

Это уравнение равносильно системе  
22cos sin 2 ;

2 0

u v y y

v v

   

  

 

Функцию v найдем как произвольное частное решение уравнения 
2 0v v   , 

22 2 ln 2 ydv dv
v dy v y v e

dy v
          . 

Для нахождения функции u решаем уравнение 2 22cos sin 2yu e y y   . 

После разделения переменных получим 

 2 2 22 cos sin 2y ydu e y e y dy  . 

Тогда 

 2 2 2 2 21 cos2
2 sin 2 cos2 sin 2

2
y y y y yy

u e e y dy e e y e y dy
 

      
 
   

   2 2
2 cos2 sin 2 sin 2 cos21

2 4 4

y y
y e y y e y y

e C
 

      

 
2

2 21 cos2 cos
2

y
ye

y C e y C     . 

Для вычисления интегралов 2 cos2ye ydy , 2 sin 2ye ydy  использовался 

метод интегрирования по частям. 
Таким образом, общее решение ДУ получим в виде 

 2 2 2 2 2cos cosy y yx uv e y C e y Ce      . 
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Для нахождение решения задачи Коши воспользуемся условием 

 1 0y   . Подставляя 1x    и 0y   в общее решение, найдем С: 
2 2 01 cos 0 1 1 2Ce C C           . 

Окончательно получим 
2 2cos 2 yx y e  . 

Ответ. 2 2cos 2 yx y e  . 

 
Задание 5. Найти общее решение ДУ: 

2

2
2

1

x
y y x

x
  


. 

 

Решение 

Данное уравнение является уравнением вида  ( ) ( 1) ( ), , ,..., 0k k nF x y y y  , 

допускающее понижения порядка до  n k  заменой  ( )ky p x . В нашем 

случае -  , , 0F x y y   . Поэтому, применяя замену  y p x  , получим 

уравнение: 

2

2
2

1

x
p p x

x
  


, 

которое является линейным уравнением первого порядка относительно р.  
Для его решения сделаем замену p uv , p u v uv    : 

2 2

2 2
2 2

1 1

x x
u v uv uv x u v u v v x

x x

           
  

   
2

2 ,

2
0.

1

u v x

x
v v

x

 


   

 

В качестве v возьмем произвольное частное решение уравнения  

 2

2 2 2

2 2 1
0 ln ln 1

1 1 1

dv x dv xdx
v v x v

dx x v x x
          

  
. 

Функцию u найдем из уравнения 

 
4

3 2
12

1
2 2 2

1 2

x
u x du x x dx u x C

x
         


. 

Тогда 
4 4 2

2 21 1
1 2 2 2 2 2

1 1 2 1 1
1

2 1 2 1 1 2 1 1

x x x C C
p uv x C x

x x x x x

    
                

      
 

 2 1
2

1 2 1 1
1

2 2 1

C
x

x


   


. 

Таким образом, получили уравнение  2 1
2

1 2 1 1
1

2 2 1

C
y x

x


    


. Это 

уравнение вида  y f x  , решаемое двукратным интегрированием правой 

части. 
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 2 1
2

2 11 1
1

2 2 1

C
y x dx

x

      
 

 , 

 
3

1
2

2 11

2 3 2

Cx
y x arctg x C

  
     

 
. 

Отсюда окончательно находим 

 
3

1
2

2 11

2 3 2

Cx
y x arctg x C dx

   
     

  
 , 

   
4 2

21
2 3

2 11 1
ln 1

2 12 2 2 2

Cx x
y x arctg x x C x C

    
          

  
ю 

Интеграл      21
ln 1

2
arctg x dx x arctg x x C      вычислялся с 

помощью формулы интегрирования по частям. 

Ответ.    
4 2

21
2 3

2 11 1
ln 1

2 12 2 2 2

Cx x
y x arctg x x C x C

    
          

  
. 

 
Задание 6. Найти общее решение ДУ: 

6 9 39 cos3xy y y e x     . 
 

Решение 
Для решения данного неоднородного дифференциального уравнения с 

постоянными коэффициентами найдем сначала решение соответствующего 
ему однородного уравнения 6 9 0y y y    . Для этого составим 

характеристическое уравнение и найдем его корни: 
2

1 26 9 0 3         . 

Значит, решением соответствующего однородного уравнения будет 

являться функция 3 3
1 2

x xy C e C xe  . 

Для нахождения общего решения данного неоднородного уравнения 
найдем его частное решение y . Будем искать его в виде 

 3 cos3 sin3xy e A x B x   . Найдем первую и вторую производные: 

   3 33 cos3 sin3 3 sin3 3 cos3x xy e A x B x e A x B x
      , 

   3 39 cos3 sin3 4 3 sin3 3 cos3x xy e A x B x e A x B x
        

 3 9 cos3 9 sin3xe A x B x   . 

В соответствии с методом неопределенных коэффициентов, имеем 

   3 39 cos3 sin3 4 3 sin3 3 cos3x xe A x B x e A x B x      

   3 39 cos3 9 sin3 18 cos3 sin3x xe A x B x e A x B x       

   3 36 3 sin3 3 cos3 9 cos3 sin3 39 cos3x x xe A x B x e A x B x e x       . 
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Получаем 

   9 6 cos3 9 6 sin3 39cos3A B x B A x x       , 

Откуда 

9 6 39 3

9 6 0 2

A B A

B A B

     
 

    
. 

Т.е.  3 3cos3 2sin3xy e x x   . Таким образом, общее решение 

неоднородного линейного дифференциального уравнения равно сумме 

общего решения соответствующего однородного уравнения y  и частного 

решения y : 

 3 3 3
1 2 3cos3 2sin3x x xy C e C xe e x x    . 

Ответ.  3 3 3
1 2 3cos3 2sin3x x xy C e C xe e x x    . 

 
Задание 7. Найти общее решение ДУ: 

5 4 36 2y y ch x    . 
 

Решение 
Найдем общее решение соответствующего однородного уравнения 
5 4 0y y    . Для этого найдем корни характеристического уравнения  

2 1
5 4 0

4


 



 
      

. 

Таким образом, получим  
4

1 2
x xy C e C e   . 

Т.к.  
2 2

2 236 2 36 18 18
2

x x
x xe e

ch x e e



    , 

то найдем частные решения двух следующих неоднородных уравнений: 
25 4 18 xy y e     и 25 4 18 xy y e    . 

Для первого из уравнений частное решение будем искать в виде 
2

1
xy Ae  . Тогда 2

1 2 xy Ae
   и 2

1 4 xy Ae
  . Подставляя их в соответствующее 

уравнение, имеем: 2 2 2 24 10 4 18x x x xAe Ae Ae e    или 2 218 18x xAe e , откуда 
А=1.  

Значит,  
2

1
xy e  . 

Аналогично, для второго уравнения находим  
2

2 9 xy e   . 

Тогда искомое общее решение имеет вид  
4 2 2

1 2 1 2 9x x x xy y y y C e C e e e  
        . 

Ответ. 4 2 2
1 2 9x x x xy C e C e e e      . 
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Задание 8. Найти решение задачи Коши: 
1

cos
y y

x
   ,   0 1y  ,  0 0y  . 

 

Решение 
Решая соответствующее однородное уравнение 0y y    (корнями 

характеристического уравнения 2 1 0    являются комплексные числа 

1,2 i   ) находим  

1 2cos siny C x C x  . 

Воспользовавшись методом вариации постоянных (метод Лагранжа), 
будем искать решение исходного уравнения в виде 

   1 2cos siny C x x C x x  . Система для определения  1C x ,  2C x  имеет вид: 

   

   

1 2

1 2

cos sin 0

1
sin cos

cos

C x x C x x

C x x C x x
x

  



   

. 

Решая эту систему по формулам Крамера, относительно  1C x ,  2C x  

получим: 

 1 2 2

0 sin

1 sin
cos

sincos cos
cos sin cos sin cos

sin cos

x

x
x

xx xC x
x x x x x

x x


    





, 

 

 1 2 2

cos 0

1
sin

1cos 1
cos sin cos sin

sin cos

x

x
xC x

x x x x

x x


   





. 

Отсюда находим 

 
 

1 1

cossin
ln cos

cos cos

d xx
C x dx x C

x x
      , 

 

 2 2C x dx x C   . 

Значит, общее решение имеет вид: 

   1 2ln cos cos siny x C x x C x    , 

а его производная  
 

   1 2

sin
cos ln cos sin sin cos

cos

x
y x x C x x x C x

x

         
 

. 
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Для решения задачи Коши найдем значения 1C  и 2C  из системы: 

 
 

1 1

2 2

0 1 1 1

0 0 1 0 1

y C C

y C C

    
   

     
. 

Таким образом, искомое решение задачи Коши имеет вид: 
 

   ln cos 1 cos 1 siny x x x x    . 
 

Ответ.    ln cos 1 cos 1 siny x x x x    . 

 
Задание 9. Решить систему ДУ: 

2

2

x x y

y x y

  


 




. 

 

Решение 
Воспользуемся методом исключения. Продифференцировав первое 

уравнение по t, получим  
2x x y     , 

где, заменив y  из второго уравнения системы, будем иметь  

4 2x x x y     . 

Для исключения y выразим его из первого уравнения  

2

x x
y





. 

Окончательно получим 
4 2 3 0x x x x x x x x             . 

Данное уравнение является линейным однородным дифференциальным 
уравнением с постоянными коэффициентами. Для его решения найдем корни 
соответствующего характеристического уравнения: 

2 1
2 3 0

3


 




      

. 

Следовательно, 
3

1 2
t tx C e C e  , а 3

1 23t tx C e C e  . 

Тогда  
3 3

31 2 1 2
1 2

3

2 2

t t t t
t tx x C e C e C e C e

y C e C e
 

   
   


. 

Таким образом, решение системы 
3

1 2

3
1 2

t t

t t

x C e C e

y C e C e





  

 

. 

Ответ. 
3

1 2

3
1 2

t t

t t

x C e C e

y C e C e





  

 

. 
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