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Аннотация. В предлагаемой работе получила дальнейшее развитие теория 

нелинейных расчетов фундаментных конструкций на произвольном упругом ос-
новании, таких, как железобетонные балка и плита, лежащие без трения и сколь-
жения на упругом изотропном слое, жестко соединенным с недеформируемым 
основанием. Выполнены упругий и нелинейный расчеты этих конструкций под 
действием внешней статической нагрузки с учетом их собственного веса. В не-
линейном расчете исследуемой конструкции учитывается изменение ее жестко-
сти в момент трещинообразования и дальнейшего активного раскрытия трещин.   

Расчет железобетонной балки выполняется вариационно-разностным мето-
дом при использовании конечных разностей повышенной точности. Вначале 
балка разбивается на одинаковые прямоугольные участки и для упругого осно-
вания строится матрица жесткости как обратная матрице податливости. Состав-
ляется функционал полной потенциальной энергии как суммы энергий изгиба 
балки, деформации упругого основания и работы внешней нагрузки в виде квад-
ратичной функции перемещений центров участков на балке. Дифференцирова-
нием последней по каждому перемещению образуется система линейных алгеб-
раических уравнений, решением которой являются перемещения центров участ-
ков на балке. Организуется итерационный алгоритм, где на каждой итерации по 
зависимости «жесткость-кривизна» уточняется изгибная жесткость на каждом 
участке балки.  

Расчет ортотропной плиты на упругом основании в нелинейной постановке 
выполняется итерационным путем метода Б.Н. Жемочкина. Для определения ко-
эффициентов канонических уравнений и свободных членов использован сме-
шанный метод строительной механики. На первой итерации плита рассчитыва-
ется как линейно-упругая, однородная и ортотропная, на после-дующих - как ли-
нейно-упругая, ортотропная и неоднородная на каждом участке Жемочкина. 
Прогибы плиты с защемленной нормалью в основной системе смешанного ме-
тода от действия сосредоточенной силы определяются методом Ритца при пред-
ставлении прогибов в виде степенного полинома в новом оригинальном выраже-
нии, которое предлагает автор впервые в проводимых ниже исследованиях.  
Это выражение удовлетворяет не только граничным условиям защемленной 
плиты по перемещениям, но и бигармоническому уравнению.  

В нелинейных расчетах плиты при нахождении переменной (секущей) жест-
кости для участка Жемочкина на каждой итерации используется зависимость 
"жесткость - кривизна" для каждого из направлений Х и У, аппроксимированная 
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нелинейной функцией, характер зависимости которой графически свидетель-
ствует о нелинейно-упругой работе ортотропной плиты и ее деформировании с 
учетом трещинообразования и раскрытия трещин.  

Приводятся примеры нелинейных расчетов железобетонных балок и орто-
тропных плит на упругом слое и основании Винклера. Алгоритмы приводимых 
выше решений реализованы при помощи компьютерной программы Wolfram 
Mathematica 11.3. 

 
Ключевые слова: упругое основание, железобетонная балка, вариационно-

разностный метод, зависимость «жесткость-кривизна», гибкая ортотропная 
плита, метод Жемочкина, упругий слой, нелинейный расчет, метод Ритца, тре-
щинообразование, дорожная железобетонная плита, осадки, контактные напря-
жения, изгибающие моменты. 

 
Учет нелинейного деформирования железобетона и грунта. Обзор публи-

каций. Полученные ранее В.И. Мурашевым [1], А.А. Гвоздевым [2, 3] физиче-
ские уравнения железобетонных балок и плит учитывают трещинообразование и 
другие нелинейные деформации, возникающие в этих конструкциях, и нашед-
шие свое описание в монографии Н.И. Карпенко [4]. Моделирование грунтов в 
фундаментных конструкциях на упругом основании также неоднозначно и раз-
нообразно, что достаточно полно отразили в своих монографиях отечественные 
ученые М.И. Горбунов-Посадов и др.[5], С.Д. Семенюк [6], и в настоящее время 
интенсивно разрабатываются модели, учитывающие остаточные деформации, 
зоны пластического течения и другие нелинейные проявления упругого основа-
ния под эксплуатационной нагрузкой. 

Следует отметить, что в фазе уплотнения осадку жесткого фундамента и ре-
активные давления следует считать линейно-зависящими от нагрузки на фунда-
мент, поэтому нормы проектирования фундаментов и оснований [7] допускают 
рассчитывать основания по деформациям, используя линейные модели, если 
среднее давление на основание не превышает некоторой величины, называемой 
расчётным сопротивлением основания. Гораздо сложнее взаимодействие с осно-
ванием гибких железобетонных фундаментов. В этом случае изменение эпюры 
реактивных давлений с ростом нагрузки происходит не только за счет особенно-
стей деформирования грунта, но также за счет уменьшения жесткости фунда-
мента, которое начинается с образования и раскрытия в нем трещин. 

Фундаментные конструкции могут рассчитываться как линейно-упругие, если 
действующие нагрузки не вызывают в них трещин. При высоких нагрузках и для 
гибких конструкций на упругом основании погрешности линейных расчетов мо-
гут быть значительными. Учет нелинейных деформаций в сочетании с приемами 
оптимального проектирования позволяет проектировать фундаментные кон-
струкции в соответствии с требованиями первой и второй групп предельных со-
стояний, повысить адекватность расчетов и добиться существенной экономии 
бетона и арматуры. 

Первые задачи о расчете фундаментных конструкций с учетом физической 
нелинейности были решены Б.Г. Кореневым [8]. Деформирование элемента 
балки (в координатах «момент-кривизна») он описывал диаграммой Прандтля. 



31 

При расчете осесимметрично-деформируемых плит эта предпосылка прини-ма-
лась для радиального направления. Рассматривая балки и плиты большой протя-
женности, Б.Г. Коренев использовал для оснований линейные модели, полагая 
что в таких конструкциях значительные напряжения возникают при малых дав-
лениях на основание, вызывающих в грунтах преимущественно линейные де-
формации. 

Аналогичные гипотезы были приняты Р.В. Серебрянным [9] для определения 
несущей способности бесконечных плит на упругом полупространстве, нагру-
женных по кругу малого радиуса. Теоретическая разрушающая нагрузка хорошо 
совпала с полученной в опытах В.Д. Попова и И.Н. Толмачева. В тоже время по 
линейному расчету разрушающая нагрузка оказалась почти с пять раз меньше. 

Уже эти первые попытки учета нелинейности деформаций железобетона при 
расчете фундаментных конструкций показали перспективность такого направле-
ния. Усилия в конструкциях получались не только более близкими к действи-
тельным, но и существенно меньшими, чем при расчете в линейной постановке. 
Это открывало возможность уменьшить расход бетона и арматуры при проекти-
ровании фундаментов. 

Методы расчета фундаментов, учитывающие нелинейные деформации, 
возникающие в железобетоне до образования пластических шарниров, разраба-
тывались несколькими авторами, обзор которых освещается в работе В.И. Соло-
мина, С.Б. Шматкова [10]. 

Прежде всего авторы отмечают работу Я.М. Немировского [11], который 
предложил, определив изгибающие моменты из линейного расчета, вычислять 
по ним жёсткость конструкции. Эта жесткость определялась для отдельных се-
чений по формулам В.И. Мурашева [1], а затем усреднялись по площади плиты. 
Окончательные усилия находились по этой новой жесткости, они были меньше 
начальных, полученных по линейному расчету. В рассмотренных Я.М. Немиров-
ским примерах максимальные изгибающие моменты уменьшились на 30-40%. 

Способ расчета, предложенный Я.М. Немировским, был включен в ряд нор-
мативных документов, таких как Инструкция [12]. Модель Я.М. Немировского 
была значительным шагом в развитии нелинейных методов расчета железобе-
тонных конструкций, однако она имела ярко выраженный недостаток, так как из-
за расчета «вручную» была построена на некорректных и довольно грубых пред-
посылках, а именно: усреднение жесткости по площади фундамента, что при-
водило к существенным погрешностям в определении усилий, особенно для фун-
даментных плит переменной толщины. При применении ЭВМ необходимость в 
этой предпосылке отпала. 

Способ расчета железобетонной балки на упругом полупространстве с по-
мощью ЭВМ был предложен В.И. Соломиным, В.П. Чирковым и В.Ф. Тутыни-
ным [13]. В этом решении балка разбивалась на достаточно большое количество 
участков, для каждого из которых по формулам СНиП [14] вычислялась своя 
жесткость. Результаты решения показали, что жесткость балки по длине суще-
ственно меняется, а изгибающие моменты, найденные из линейного и нелиней-
ного расчетов, могут отличаться в несколько раз.  

Способ расчета балок, разработанный С.Н. Клепиковым [15], отличается от 
решения по В.И. Соломину [13] тем, что жесткости участков балки вычисляются 
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по формулам СНиП, аппроксимированных квадратичной функцией. Кроме того, 
С.Н. Клепиковым было принято упругое основание нелинейно-деформируемым 
винклерова типа. 

Хотелось бы отметить работу В.М. Бондаренко [16], в которой приведен рас-
чет балки на упругом полупространстве с учетом трещинообразования и пол-
зучести бетона. Деформирование балки описывалось разработанной В.М. Бон-
даренко теорией интегрального модуля деформации. 

Широкие экспериментальные и теоретические исследования, выполненные 
учеными главным образом НИИЖБ, такими, как А.А. Гвоздев, Н.И. Карпенко, 
С.М. Крылов [17, 18], позволили сформулировать физические уравнения для же-
лезобетонных плит. Разработка теории деформирования железобетонных плит  
в рамках принятых допущений того времени была завершена Н.И. Карпенко [4] 
в 70-х годах прошлого века и включена в Руководство [19]. 

Зависимости кривизны элемента балки от момента и жесткости. В при-
водимых авторами [10] исследованиях используется переменная (секущая) кри-
визна в зависимости «момент-кривизна», аппроксимированной нелинейной 
функцией, график которой для элемента балки прямоугольного сечения из бе-
тона класса С20/25 (В25) приведен на рисунке 1  

 
а) 

 
б) в) 

 
 

Рисунок 1 – Зависимость кривизны элемента балки (а) и коэффициента жесткости  
(б) от момента; зависимость коэффициента жесткости от кривизны (в) 

 
На рис. 1, а участок 0-1 зависимости «момент-кривизна» – линейный, и соот-

ветствует упругой стадии работы железобетонных балок без трещин (M<Mcrc), 
где Mcrc – изгибающий момент, соответствующий образованию трещин, который 
при коэффициенте армирования ≤0,01 допускается вычислять по формуле [10] 

1 

2 3 
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 Mcrc=0,292 bh2 Rbt, (1) 
где Rbs и Rbt – расчетные сопротивления бетона осевому сжатию и осевому 

растяжению второй группы. 
В стадии с трещинами на рис.1,а показаны два графика:  
 штриховой линией по формулам СНиП [14] через тангенс угол наклона се-

кущей к оси кривизн  
Mtg B


 

, (2) 
когда арматура работает упруго, а напряжения в бетоне не превосходят 

0,6 Rbs;  
 сплошной (участок 1-2) – участок микротрещинообразования при M=Mcrc, 

где точка 1 соответствует ее началу, а точка 2 – концу и началу раскрытия тре-
щин при упругой работе арматуры, причем длина этого участка зависит от проч-
ности бетона и арматуры.  

Экспериментально установлено и отражено в СНиПе [14] то, в точках 1,2 диа-
граммы «момент - кривизна» в бетоне скачкообразно уменьшается жесткость 
конструкции при постоянном моменте, из-за падения модуля упругости бетона  
в момент образования трещины более, чем в два раза (Eb

(1)=Eb; Eb
(2)=0,495 Eb).  

Хотелось бы отметить, что в статически неопределимых балках кривизна  
в момент появления трещин не может возрастать скачком, поскольку этому пре-
пятствуют соседние участки, поэтому было принято, что моменту Mcrc  соответ-
ствуют все кривизны в диапазоне между т.1 и т.2, т. е. график зависимости «мо-
мент-кривизна» между точками 1 и 2 на рис. 1,а есть горизонтальная прямая [20]. 
Принятие такой предпосылки равносильно устранению разрывов между M=Mcrc, 
поскольку жесткость В становится непрерывной функцией кривизны. 

 сплошной (участок 2-3) – нелинейно - упругое деформирование железобе-
тонной балки с учетом пластических деформаций в арматуре, с уточненными 
формулами для непереармированных элементов [10], предложенными О.А. Ко-
ковиным и включенными в Руководство [19].  

Для балок любого поперечного сечения или при других классах бетона и ар-
матуры зависимости между моментами, жесткостью и кривизной качественно 
будут такими же, как на рисунке1. 

Алгоритм нелинейного расчета балки с трещиной по В. И. Соломину.  
Основы современной теории деформирования железобетонных балок с трещи-
нами, как сказано ранее, были заложены В. И. Мурашевым [1]. Основные пред-
посылки, введенные им, сводятся к следующему: 

- в сечениях с трещинами все растя-
гивающие напряжения воспринима-
ются арматурой;  

- эпюра напряжений в сжатой зоне 
бетона прямоугольная (рисунок 2);  

- средние деформации линейно ме-
няются по высоте балки (рисунок 3). 

В монографии В. И. Соломина,  
С. Б. Шматкова [10] физическое 
уравнение деформирования балки 
записывается в виде соотношения 
между изгибающим моментом и кривизной: 

Рисунок 2 – Напряжения в сечении балки с трещиной: 
 1 – арматура; 2 – трещины 
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B
M


, (3) 

где B – жесткость балки при изгибе, которая после преобразования выраже-
ний для средних деформаций (2.1) - (2.3) [10], может быть представлена следую-
щим образом 
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где 0
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  относительная высота сжатой зоны в сечении с трещиной (см. ри-
сунок 3).  

 

 
 

Рисунок 3 – Определение кривизны балки с трещиной 
          
Кривизну элемента балки   можно выразить через средние деформации 

,sm bm   арматуры и бетона, из физического уравнения деформирования балки (3), 
используя соотношение (4) следующим образом 
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E A bh E

h h

 

  




 
 

   
  (5) 

где s  коэффициент, учитывающий работу бетона растянутой зоны и пред-
ставляющий собой отношение средних деформаций растянутой арматуры на 
участке с трещиной к деформации арматуры в сечении с трещиной;  

b  коэффициент, учитывающий неравномерность деформаций крайнего 
сжатого волокна по длине участка с трещинами; 

  коэффициент, учитывающий пластические деформации бетона, и пред-
ставляющий собой отношение упругих деформаций бетона к его полным дефор-
мациям. 

Приведенные выше формулы определяют деформации элементов с трещи-
нами. Когда элемент работает без трещин, то есть выполняется условие  

 
M<M crc, (6) 
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и зависимость между изгибающим моментом и кривизной может быть при-
нята линейной (см. рисунок 1а).  

Она описывается уравнением (1), в котором жесткость вычисляется по фор-
муле [10] 

0
2

0,85 ,b red

b

E IB B


 

 (7) 
где 0,85 – коэффициент, учитывающий влияние кратковременной ползучести 

бетона;  
2b  – коэффициент, учитывающий влияние длительной ползучести бетона, 

при кратковременном нагружении принимается равным 1, а при длительном –  
в зависимости от влажности окружающей среды;  

 redI  – момент инерции приведенного поперечного сечения относительно его 
центра тяжести. 

Приведенные ранее формулы позволяют выделить две стадии деформирова-
ния элементов балок: без трещин и с трещинами. В обоих случаях физическим 
уравнением балки является зависимость (1), в которой жесткость В вычисляется 
либо по формуле (4), либо по формуле (7). 

Хотелось бы обратить внимание на то, что при работе в первой стадии де-
формации элементов с необходимой точностью могут быть определены как для 
однородного элемента, с учетом или без учета арматуры. При работе в стадии  
I а и во второй стадии вплоть до образования пластического шарнира вопросы 
расчета деформаций (прогибов, углов поворота, раскрытия трещин и пр.) желе-
зобетонных элементов наименее изучены из всего комплекса вопросов сопротив-
ления железобетона. Жесткость железобетонных сечений при работе во второй 
стадии до настоящего времени определяют, как и для первой стадии работы, счи-
тая элемент однородным (без трещин), причем влияние арматуры иногда учиты-
вается, иногда нет. 

Последовательность нелинейного расчета железобетонных балок со-
гласно ТНПА. Значения нелинейных жесткостей железобетонных элементов 
следует устанавливать в зависимости от стадии расчета, требований к расчету  
и характера напряженно-деформированного состояния элемента. 

На первой стадии расчета конструктивной системы, характеризуемой тем, 
что армирование железобетонных элементов неизвестно, нелинейную работу 
элементов рекомендуется учитывать путем понижения их жесткостей с по-
мощью условных обобщенных коэффициентов (см. п.6.2.5) [21]. На последую-
щих стадиях расчета конструктивной системы, когда известно армирование же-
лезобетонных элементов, в расчет следует вводить уточненные значения жест-
костей элементов, определяемые с учетом армирования, образования трещин и 
развития неупругих деформаций в бетоне и арматуре согласно указаниям дей-
ствующих ТНПА по проектированию железобетонных конструкций (см. главы 
5.3, 5.4, п.5.5.3) [22]. 

В Методическом пособии Плоские безбалочные ж/б перекрытия. Правила 
проектирования, Москва 2017 г. [23] модель в линейной постановке выполняется 
для решения задач, характеризующих работу материала несущих конструкций 
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до достижения предела упругости (величина напряжений, при которых не возни-
кает остаточных деформаций), а также в качестве первой стадии расчета для по-
лучения данных для дальнейшего нелинейного расчета. 

Учет неупругой работы (физическая нелинейность) рекомендуется здесь 
учитывать косвенно, с помощью пониженных значений модуля упругости мате-
риалов в соответствии с СП 52-103-2007 [21]. Модуль упругости для КЭ плит 
принимается пониженным с коэффициентом 0,3 (0,2), учитывающим ползучесть 
бетона и наличие трещин.  

Хотелось бы отметить, что в модуле упругости при построении точки 3 на 
диаграммах «момент-кривизна», «жесткость-кривизна» по В. И. Соломину  
(см. рисунок 1) использовался понижающий коэффициент 0,3, и точки 4 – 0,2. 

Постановка задачи. Рассмотрим железобетонную балку, лежащую без тре-
ния на произвольном упругом основании под действием вертикальной внешней 
нагрузки (рисунок 4). Требуется определить ее вертикальные перемещения, из-
гибающие моменты и поперечные силы в ее сечениях.  

 

 
 

Рисунок 4 - Железобетонная балка на упругом основании 
 
В линейной постановке эта задача решалась ранее неоднократно и многими 

авторами, обзор работ которых можно найти в [5]. На рисунке 5 показана расчет-
ная модель железобетонной прямоугольной балки на произвольном упругом ос-
новании под действием системы сосредоточенных сил, расположенных на одной 
прямой. 

 
 

Рисунок 5 – Расчетная модель балки на упругом основании (в общем виде) 
 

Алгоритм нелинейного расчета балки с трещиной ВРМ. Сформулирован-
ную задачу в нелинейной постановке будем решать вариационно-разностным 
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методом (ВРМ) с помощью зависимости «жесткость – кривизна» [10]. Надо от-
метить, что обычно при подобных расчетах используется зависимость «момент- 
кривизна», однако, как будет показано ниже, использование зависимости «жест-
кость – кривизна» помогает сократить промежуточные вычисления и эта зависи-
мость легче аппроксимируется, чем зависимость «момент- кривизна» [24].  

Разобьем контактную поверхность стержня с упругим основанием на равные 
прямоугольные участки и определим перемещения центра каждого участка от 
единичной силы, равномерно распределенной по площади участка (см. рисунок 5). 
Таким образом мы получим матрицу податливости упругого основания. Обратив 
ее, получим матрицу жесткости упругого основания для расчета балки [10]. 

Если обозначить отдельный элемент матрицы жесткости упругого основания 

R  через ,i kr , то энергия деформации основания выразится формулой [25] 

,
1 1

1
2

NX NX

i k i k
i k

A r w w
 

 
,   (4) 

где iW вертикальное перемещение узла с номером i  балки; 
NX - число участков на балке;  

,i kr реактивное усилие в узле с номером i  упругого основания при единич-
ном смещении узла с номером k при условии закрепления всех остальных узлов. 

Энергия изгиба балки с NX участками и изгибной жесткостью каждого k-того 
участка kF   при использовании конечных разностей повышенной точности [26] 
и выполнении граничных условий для изгибающих моментов запишется в сле-
дующем виде 

 
2

1 2 1 2 3 4
2

22
2 1 1 2

2
3

2
1 1 1 2 3

2

2
2 16 30 16

12

16 30 16 .
2 12

2 16 30 16
2

2

1

1

2

NX
k k k k k k

k

NX NX NX NX NX NX NX

BJ

U

W W W W W W
x

BJ W W W W W x
x

BJ W W W W W W
x


   



    

      
 

 

     
  

 

   

 
 
 
 
  




  
  




 
 
 
 



 (5) 
Внешнюю нагрузку на балку приведем к узловой. Тогда полная потенциаль-

ная энергия балки, упругого основания и действующей на балку нагрузки [27] 
будет равна 

1
,

NX

k k
k

U А F W


   
  (6) 

где kF внешняя нагрузка на узел с номером k . 
Дифференцированием (6) по каждому из узловых перемещений балки и при-

равняв производную нулю, получаем систему линейных алгебраических уравне-
ний, решением которой являются перемещения узлов балки. Это является упру-
гим решением.  

Численным дифференцированием повышенной точности узловых перемеще-
ний [26] находим кривизны в каждом узле. По построенной зависимости «Жест-
кость-кривизна» определяем для найденных значений кривизн новые значения 



38 

изгибных жесткостей для каждого участка балки. Далее по формулам (5), (6) 
находим новые значения узловых перемещений и повторяем итерационный про-
цесс до получения приемлемого решения [27]. По известным перемещениям ме-
тодами сопротивления материалов [28] определяются контактные напряжения и 
внутренние усилия. 

Пример 1. Рассмотрим пример нелинейного расчета железобетонной балки раз-
мерами 11м х 1.2м х 0.6м из бетона С20/25 с модулем упругости Еb=27500000 кПа 
на упругом слое, сцепленным с недеформируемым основанием (несжимаемый 
слой) [29]. Характеристики упругого слоя: толщина H=7м, упругие параметры 
Е0=25000кПа и ѵ0.= 0.33 (рисунок 6). 

 

 
 

Рисунок 6 – Расчетная модель железобетонной балки на упругом слое 
 
Железобетонная балка нагружена равномерно распределенной нагрузкой от 

собственного веса и симметричной системой сосредоточенных сил по краям  
F1 = F3 =100 кН и F2 = 250 кН - в середине. При расчете балка по длине разбива-
лась на 11 одинаковых участков вариационно-разностного метода и имеет 11 уз-
ловых точек в центре каждого участка с шагом z.  

 

 
 
 

Рисунок 7 – Зависимость «жесткость-кривизна» для железобетонной балки 
на упругом основании (упругий слой или основание Винклера) 
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Зависимость «жесткость-кривизна» (рисунок 7) построена по нормативным 
документам [21-23,30], имеет одинаковый вид и для упругого слоя на недефор-
мируемом основании, и для основания Винклера. 

В процессе расчета было получено упругое решение и выполнены 4 итерации 
нелинейного решения. На рисунках 8 и 9 приводятся графики вертикальных пе-
ремещений и изгибающих моментов для упругого решения и четвертой итерации 
нелинейного решения. Из графиков видно, что максимальное перемещение 
балки увеличивается, а максимальный изгибающий момент уменьшается при 
учете физической нелинейности материала железобетонной балки. 

 

 
 

Рисунок 8 – Графики вертикальных перемещений узлов балки  
(красный цвет – упругое решение; синий цвет – 4-я итерация ). 

 

 
 

Рисунок 9 – Графики изгибающих моментов в сечениях балки  
(красный цвет – упругое решение; синий цвет – 4-я итерация). 

 
О методах нелинейного расчета и моделировании упругого основания 

под гибкой плитой. С механической точки зрения расчет плитных конструкций 
на упругом основании есть решение контактной задачи соприкасающихся тел [27]. 
Данные задачи сводятся к решению интегральных уравнений, решение которых 
зависит от ядра интегрального уравнения и формы соприкасающихся тел [31].   
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При простых формах контактирующих тел основная трудность состоит в 
определении ядра интегрального уравнения, которое еще называют функцией 
Грина контактирующих тел [32,27,31], которая представляет собой функцию пе-
ремещений точек поверхности упругого основания от действия единичной со-
средоточенной силы [32]. 

В инженерной практике нецелесообразно решать каждую контактную задачу 
через интегральные уравнения в связи с трудоемкими математическими вычис-
лениями. Поэтому на практике успешно используют метод Б.Н. Жемочкина [33], 
который сводит контактную задачу к задаче строительной механики. 

Вопросы расчета фундаментных и дорожных плит на упругом основании  
с учетом анизотропии (в частности ортотропии) плит и их трещинообразова-
ния в силу неоднозначности и неопределенности исходных данных неоднород-
ных и композиционных упругих тел (железобетона и грунтов), и в связи с этим 
большого математической сложности реализации постановок и алгоритмов ре-
шаемых задач до настоящего времени не исследованы в полной мере. Известны 
работы М.И. Горбунова-Посадова [5], И.А. Симвулиди [34], Г.Я. Попова [35], 
С.Д. Семенюка [6], С.Н. Клепикова [36], С.В. Босакова [32], в которых различ-
ными подходами проведены исследования по расчету фундаментных изотроп-
ных плит и пространственных монолитных фундаментов, как системы пере-
крестных лент на упругом основании. 

О новой модели трехслойного упругого основания. Конструкцию неодно-
родного (слоистого) основания предполагается моделировать в виде поверхност-
ного слоя щебня, расположенного на слое песка, который, в свою очередь, нахо-
дится на естественном грунтовом полупространстве (рисунок 6). Модель слои-
стого основания представим в виде основания Винклера (слой щебня), располо-
женного на двухслойном основании Когана (песок + естественный грунт) [36]. 

 

 
 

Рисунок 6 – Модель трехслойного (слоистого) упругого основания 
 
Авторами [37] приведено выражение для определения перемещений точки 
 ,i iM x y  поверхности трехслойного основания от действия равномерно распре-

деленной по прямоугольному участку размером 
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где         безразмерная функция, которая определяется по формулам, полу-
ченным авторами [10] с учетом соотношений [32],[36],[25], а именно 
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В приведенных выше формулах:  1n  Гамма-функция [38];  nP z  поли-

ном Лежандра [38]; К  коэффициент постели верхнего слоя трехслойного ос-
нования, который определяется по формуле [5] 
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    (10) 
где 2 2, νE  модуль упругости и коэффициент Пуассона верхнего слоя трех-

слойного основания (щебня, см. рис. 6). Хотелось бы отметить, что формула (10) 
справедлива в практическом применении исследованиями [5] при рекомендуе-

мой толщине упругого слоя 2 .
2
bh    

К вопросу о напряженно-деформированном состоянии ортотропных пла-
стин в приближенной теории изгиба. Потенциальная энергия изгиба. При-
ближенная теория изгиба анизотропных пластинок достаточно полно и основа-
тельно освещена в монографии С.Г. Лехницкого [39]. Основы теории изгиба анизо-
тропных пластинок ранее были заложены в работах Геринга [40] и Буссинеска [41]. 
В начале 20 века главным образом в трудах Губера [42-44] была предложена  
и в силу математических возможностей того времени разработана приближенная 
теория изгиба анизотропных пластинок. 

В работе [39] рассмотрено упругое равновесие плоской однородной анизо-
тропной пластинки постоянной толщины, закрепленной по всему краю или по 
части его и деформируемой изгибающей нагрузкой, распределенной по плоским 
поверхностям и нормальной к срединной поверхности в недеформи-рованном ее 
состоянии (рисунок 7). Объемными силами пренебрегают. В силу сделанного 
предположения относительно упругих свойств считается справедливыми для ор-
тотропной пластинки уравнения обобщенного закона Гука [39].  

,i kF
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Рисунок 7  Общий вид гибкой пластинки под нагрузкой 
 
Цилиндрические жесткости изгиба пластинки определяются для главных 

направлений упругости, и имеют название главных жесткостей 
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Приведем здесь же выражение для потенциальной энергии изгиба ортотроп-
ной пластинки [39], при пренебрежении некоторыми компонентами тензора 
напряжений z, yz и xz, 
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Хотелось бы отметить, что для железобетонных гибких пластин с возмож-
ными трещинообразованием ТНПА в статических расчетах рекомендует исполь-
зовать приведенный модуль упругости (деформации) для нахождения соответ-
ствующих жесткостей. Алгоритм такого расчета приводится автором в дальней-
шем изложении данной статьи. 

Учет нелинейного деформирования железобетона в гибких пластинах. 
Следует отметить, что в фазе уплотнения осадку жесткого фундамента и реак-
тивные давления следует считать линейно-зависящими от нагрузки на фунда-
мент, поэтому нормы проектирования фундаментов и оснований [45] допускают 
рассчитывать основания по деформациям, используя линейные модели, если 
среднее давление на основание не превышает некоторой величины, называемой 
расчётным сопротивлением основания. Гораздо сложнее взаимодействие с осно-
ванием гибких железобетонных фундаментов. В этом случае изменение эпюры 
реактивных давлений с ростом нагрузки происходит не только за счет особенно-
стей деформирования грунта, но также за счет уменьшения жесткости фунда-
мента, которое начинается с образования и раскрытия в нем трещин. 

Первые задачи о расчете фундаментных конструкций с учетом физической 
нелинейности были решены Б.Г. Кореневым [8]. Деформирование элемента 
балки (в координатах «момент-кривизна») он описывал диаграммой Прандтля. 
При расчете осесимметрично-деформируемых плит эта предпосылка принима-
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лась для радиального направления. Рассматривая балки и плиты большой протя-
женности, Б.Г. Коренев использовал для оснований линейные модели, полагая 
что в таких конструкциях значительные напряжения возникают при малых дав-
лениях на основание, вызывающих в грунтах преимущественно линейные де-
формации. 

Аналогичные гипотезы были приняты Р.В. Серебрянным [9] для определения 
несущей способности бесконечных плит на упругом полупространстве, нагру-
женных по кругу малого радиуса. Теоретическая разрушающая нагрузка хорошо 
совпала с полученной в опытах В.Д. Попова и И.Н. Толмачева. В тоже время по 
линейному расчету разрушающая нагрузка оказалась почти с пять раз меньше. 

Постановка задачи. Граничные условия. В работе рассматривается прямо-
угольная гибкая ортотропная плита под действием внешней нагрузки размерами 
2а  2b, толщиной h, опирающаяся на упругое основание (рисунок 8), с цилин-
дрическими жесткостями в соответствующих плоскостях Dx, Dy. В приводимых 
ниже расчетах учитывается крутильная жесткость изолированной ортотропной 
плиты, которая вычисляется по формуле [46] 

,
2

x y
k x yD D D

 
 

. (9) 
где xD , yD  определяются по формулам (7). 

 

Рисунок 8 – Расчетная модель плиты 
 
В ходе упругого и нелинейного расчетов требуется определить: осадки плиты, 

распределение контактных напряжений под ней, внутренние усилия в плите (из-
гибающие моменты), а также выполнить анализ полученных результатов.  

Упругое основание в данных исследованиях моделируется в виде упругого 
однородного изотропного слоя, жестко соединенного с недеформируемым осно-
ванием (несжимаемым слоем).  

Принимается, что в контактной зоне отсутствуют касательные напряжения и 
для плиты справедливы гипотезы технической теории изгиба [27]. 

Расчет прямоугольной ортотропной плиты выполняется методом Б.Н. Же-
мочкина [35]. Плита разбивается на одинаковые прямоугольные участки разме-
рами yx   и в центре каждого участка размещается вертикальная связь для 
описания контакта плиты с упругим основанием. Считается, что усилие в связи 
вызывает равномерное распределение контактных напряжений при определении 
перемещений центра участка.  
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Полученная статически неопределимая система решается смешанным мето-
дом строительной механики [25], приняв за неизвестные силы в контактных свя-
зях Жемочкина, а также два угловых и линейное перемещения введенного за-
щемления нормали в центре плиты.  

Канонические уравнения смешанного метода для решения поставленной за-
дачи имеют следующий вид: 
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где m – число участков Жемочкина на плите; u1, x , y  – неизвестные линей-
ное и угловые перемещения введенного защемления в центре плиты; R, Mx, My – 
равнодействующая внешних сил и моменты равнодействующей относительно 
координатных осей, расположенных в плоскости плиты и проходящих через 
центр плиты; Xk – усилие в связи Жемочкина с номером k. 

Алгоритм нелинейного расчета ортотропной плиты с трещиной методом 
БНЖ. Сформулированную задачу в нелинейной постановке автор предлагает ре-
шать итерационным путем метода Б.Н. Жемочкина через зависимость «жест-
кость – кривизна» [10]. Надо отметить, что обычно при подобных расчетах ис-
пользуется зависимость «момент- кривизна», однако, как будет показано ниже, 
использование зависимости «жесткость – кривизна» помогает сократить проме-
жуточные вычисления и эта зависимость легче аппроксимируется, чем зависи-
мость «момент- кривизна» [47,48]. На первой итерации плита рассчитывается как 
линейно-упругая, однородная и ортотропная (см. выше), на последующих - как 
линейно-упругая, ортотропная неоднородная на каждом участке Жемочкина.  

Для упругого однородного изотропного слоя, шарнирно соединенного с не-
деформируемым основанием (несжимаемым слоем), вертикальные перемещения 
поверхности упругого слоя от сосредоточенной силы P определяются через со-
отношение (2.13) из монографии Босакова С.В. [32]  
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где 
2 2( ) ( )R x y     − радиус-вектор перемещающихся точек с коорди-

натами (x, y) исследуемой поверхности упругого слоя от силы, приложенной  
в точке с координатами (, );    
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h – мощность (толщина) упругого слоя, м;  
( 1)Г n − гамма-функция [38]; 

2 2

2
4

n
hP

R h

 
 

 − полином Лежандра [38];  
na − неопределенные коэффициенты разложения в ряд.  

В монографии Босакова С.В. [32] определены коэффициенты na  в следую-
щих значениях a0 = -1; a1 = - 3/2; a2 = -1; a3 = -1/3; a4 = 1/18; … 

После интегрирования (11) по площади прямоугольного участка размерами 
x∙y получаем выражения для определения перемещений центра участка Же-
мочкина с номером i от действия сосредоточенной силы, равной 1, приложенной 
к центру участка с номером k.  

Первое слагаемое в формуле (11) определяет функцию вертикальных переме-
щений для упругого однородного изотропного полупространства (решение Бус-
синеска), интегрируется точно (оно сингулярное), остальные – не сингулярные и 
не интегрируются. Для практических расчетов в формуле (11) можно ограни-
читься пятью членами ряда [8]. 

В монографии [32] получено соотношение (3.3) для перемещения точки М (xi, 
yi) поверхности упругого полупространства при загружении участка прямоуголь-
ной формы на этой поверхности равномерно-распределенной нагрузкой с равно-
действующей, равной 1.  

Перемещения точки поверхности основания М (xi, yi) запишем в следующем 
виде 

2
0

0

1 ν( , ) ,
πi i ikW x y F
E x


 
    (12) 

где kiF ,  - безразмерная функция, которую определяем из формулы (12) через 
соотношение (3.3) [32]. 

Прогибы плиты с защемленной нормалью в основной системе смешанного 
метода от действия сосредоточенной силы (рисунок 5) определяются методом 
Ритца [49] при представлении прогибов в виде степенного полинома в новом 
оригинальном выражении, которое автор предлагает впервые в проводимых 
ниже исследованиях.  

 

 
 

Рисунок 9  Гибкая плита с защемленной нормалью  
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Общий вид нового решения имеет следующее представление 
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  ,   (13) 
где ,i ix y – координаты точки i, в которой определяются прогибы плиты 

( )
( ) ( ),n
i i ix yW  с защемленной нормалью в основной системе смешанного метода; 

( )
,
n

m kА  – постоянные коэффициенты метода Ритца [49] при координатных функ-

циях, базисной из которых является функция , ( , )
m

km k

k

i i
i i
mf x yy
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b


, где чередующиеся 
индексы m,k = 0,1,2. 

Выражение (13) удовлетворяет не только граничным условиям защемленной 
плиты по перемещениям, но и бигармоническому уравнению [27]. 

Далее определяется функционал полной энергии ортотропной пластинки с за-
щемленной нормалью и действующей на нее сосредоточенной единичной силы 
как квадратичную функцию коэффициентов Ai,k, что позволяет из системы ли-
нейных алгебраических уравнений (СЛАУ) найти эти коэффициенты и, таким 
образом, вычислить прогибы плиты с защемленной нормалью. Так формируется 
система уравнений способа Жемочкина на каждой итерации. 

Выводы и заключения. В работе предложены в развитии две методики не-
линейных расчетов железобетонных конструкций на произвольном упругом ос-
новании, а именно: 

1) несложная последовательность нелинейного итерационного расчета вари-
ационно-разностным методом железобетонной балки на упругом основании, 
моделируемом упругим слоем конечной толщины или основанием Винклера.  
В работе используется матрица жесткости упругого основания и конечные раз-
ности повышенной точности для вычисления энергии деформаций упругого ос-
нования и изгиба балки; 

2) методика и последовательность нелинейного итерационного расчета мето-
дом Б.Н. Жемочкина железобетонной ортотропной плиты на упругом основании, 
моделируемом упругим слоем конечной толщины. Прогибы плиты с защемленной 
нормалью в основной системе смешанного метода от действия сосредоточенной 
силы определяются методом Ритца при представлении прогибов в виде степенного 
полинома в новом оригинальном выражении, которое автор предлагает впервые в 
проводимых исследованиях. Кроме того, в отличие от традиционных подходов, ос-
нованных на применении зависимости «момент-кривизна», используется зависи-
мость «жесткость-кривизна», что сокращает объем вычислений. 

Моделированию работы фундаментной балки с трещинами посвящены ра-
боты Соломина В.И., Мурашева В.И. и др. Как следует из данных работ, предпо-
лагается, что фундаменты будут работать с трещинами. В этом случае необхо-
димо учитывать нелинейные свойства железобетона через переменную кривизну 
элемента балки. Проведенный выше анализ по данной тематике показал, что дан-
ный вопрос изучен не в неполной мере. Таким образом, изучаемая отрасль ис-
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следований нелинейных задач требует дальнейшей разработки, как в плане со-
здания общей методики решения данного вида задач, так и в плане создания чис-
ленных методов расчета.  
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