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I. Практические задания по разделу 
«Элементы линейной и векторной алгебры» 

 

№1. Вычислить определитель. 

1. 

3 3 5 4

1 2 1 3

1 5 0 4

2 1 3 1

  

 
 6. 

2 3 5 3

3 0 1 2

1 2 1 5

2 1 4 1





 
 

2. 

1 0 5 4

2 3 1 5

3 4 5 2

2 2 2 1


 7. 

0 5 3 2

3 2 1 2

4 3 4 3

5 1 0 4



 

3. 

4 3 5 4

1 2 1 0

1 2 0 1

2 1 3 1

 


 8. 

1 0 2 5

3 2 1 2

4 3 4 3

0 1 3 2

 

4. 

1 2 5 0

2 0 4 2

4 5 3 3

3 1 1 3


 9. 

1 3 4 0

2 0 4 2

4 5 2 3

3 1 3 3

 

5. 

1 3 0 1

2 0 4 2

1 5 2 3

3 1 5 3


 10. 

1 3 2 5

2 2 4 1

1 3 2 3

0 1 1 4





 

 

№2. Решить систему линейных уравнений методом обратной матри-
цы. 

1. 

3 5 2 7

5 6

2 4 8

;

;

.

x y z

x y z

x y z

   


   
    

 6. 

2 5 5 9

4

3 2 4 1

;

;

.

x y z

x y z

x y z

   


  
    

 

2. 

3 4 5 2

4 3 7

4 4 0

;

;

.

x y z

x y z

x y z

  


  
   

 7. 

3 5 7

2 2 9

4 3 5

;

;

.

x y z

x y z

x y z

   


  
   

 

3. 

5 3 4

2 10

2 3 1

;

;

.

x y z

x y z

x y z

  


  
   

 8. 

2 5 7

2 4 5

2 4 8

;

;

.

x y z

x y z

x y z
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4. 

4 5 6

2 2 4

2 3 2 4

   


   
   

;

;

.

x y z

x y z

x y z

 9. 

5 2 4

2 2 2

3 2 2 6

;

;

.

x y z

x y z

x y z

  


  
   

 

5. 

4 5 3 1

2 5

3 4 8

;

;

.

x y z

x y z

x y z

   


   
    

 10. 

2 3 3

4 2 4 2

2 7

;

;

.

x y z

x y z

x y z

   


  
   

 

 
№3. Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера. 

1. 

3 2 2

2 6 3 5

3 4 2 5

  


  
   

;

;

.

x y z

x y z

x y z

 6. 

2 6 1

3 2 8 1

4 5 2

  


  
    

;

;

.

x y z

x y z

x y z

 

2. 

7 2 9 2

2 3 7 4

5 4 8 7

   


   
    

;

;

.

x y z

x y z

x y z

 7. 

3 4 7

4 2 2 6

5 5 2

   


   
   

;

;

.

x y z

x y z

x y z

 

3. 

2 3 4

4 3 7

2 3 5 4

   


   
   

;

;

.

x y z

x y z

x y z

 8. 

5 3 2 5

4 2 3 1

2 4 8

  


   
    

;

;

.

x y z

x y z

x y z

 

4. 

2 3 4

3 5 2 1

2 3 4 2

  


  
   

;

;

.

x y z

x y z

x y z

 9. 

3 3 2 3

4 8

3 2 5 8

   


   
   

;

;

.

x y z

x y z

x y z

 

5. 

5 4 3 10

4 2 6

3 4 5 2

  


  
    

;

;

.

x y z

x y z

x y z

 10. 

3 2 4

3 5 9

2 4 10

   


  
   

;

;

.

x y z

x y z

x y z

 

 
№4. Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 

1. 

2 3 2 8

2 8 7 13

3 2 1

  


  
   

;

;

.

x y z

x y z

x y z

 6. 

3 9 4 10

2 6 7

4 5 3 1

  


   
    

;

;

.

x y z

x y z

x y z

 

2. 

2 2 1

2 3 9 11

3 5 3 4

  


  
   

;

;

.

x y z

x y z

x y z

 7. 

3 4 5

2 2 2

4 5 3

   


   
   

;

;

.

x y z

x y z

x y z

 

3. 

3 3 9

2 8 6 8

5 2 1

   


   
    

;

;

.

x y z

x y z

x y z

 8. 

2 3 1

2 2 2

5 5 4

;

;

.

x y z

x y z

x y z
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4. 

2 2 4

2 3 7 11

7 5 6 9

  


  
   

;

;

.

x y z

x y z

x y z

 9. 

3 5

2 4 6

5 2 3 8

  


  
   

;

;

.

x y z

x y z

x y z

 

5. 

3 9 7 2

2 3 2 5

4 5 6 7

   


  
    

;

;

.

x y z

x y z

x y z

 10. 

3 2 5 4

2 3 4 7

2 3 8

   


  
    

;

;

.

x y z

x y z

x y z

 

 
 

№5. Найти собственные значения и собственные векторы матрицы. 

1. 
1 1

3 5

 
  
 

A . 6. 
1 1

6 2

 
   

A . 

2. 
4 1

5 0

 
  
 

A . 7. 
2 4

1 3

 
    

A . 

3. 
2 5

1 6

 
   

A . 8. 
2 8

0 3

 
  
 

A . 

4. 
1 2

2 4

 
  
 

A . 9. 
8 2

3 3

 
   

A . 

5. 
4 0

1 3

 
  
 

A . 10. 
9 1

3 5

 
  
 

A . 

 
 

II. Практические задания по разделу  
«Основы аналитической геометрии» 

№1. Даны векторы a


 и b


. Вычислить ( 2 ) ( 2 )a b b a  
  

: 

1. a = (1;4;5);


 b = (3;4;-2).


 

2. a = (2;-4;1);


 b = (1;2;-4).


 

3. a = (3;5;1);


 b = (-2;4;-3).


 

4. a = (1;2;3);


 b = (3;4;5).


 

5. a = (2;4;-5);


 b = (-3;1;5).


 

6. a = (5;-3;2);


 b = (1;4;3).


 

7. a = (-1;-3;5);


 b = (2;5;-2).


 

8. a = (3;-1;1);


 b = (2;3;-3).


 

9. a = (5;-2;1);


 b = (-4;1;3).


 

10. a = (3;-1;5);


 b = (5;4;-3).
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№2. Найти угловой коэффициент прямой, проходящей через точки A  и B :  

1. A(-2;4), B(3;2) . 6. A(-4;3), B(1;2) . 

2. A(3;1), B(4;-5) . 7. A(2;3), B(-5;-2) . 

3. A(4;5), B(1;-2) . 8. A(1;1), B(5;3) . 

4. A(1;3), B(-2;4) . 9. A(2;-3), B(4;3) . 

5. A(5;1), B(1;-1) . 10. A(-3;4), B(-5;2) . 
 

№3. Даны координаты вершин треугольника ABC . Найти площадь 
треугольника, если: 

1. A(2;-1), B(3;2), C(6;1) . 6. A(1;2), B(-1;1), C(1;-1) . 

2. A(1;4), B(3;2), C(2;1) . 7. A(-2;1), B(4;5), C(3;2) . 

3. A(4;3), B(2;-4), C(2;1) . 8. A(3;3), B(4;-2), C(2;4) . 

4. A(-3;1), B(4;2), C(1;3) . 9. A(1;3), B(-2;-2), C(1;1) . 

5. A(5;-3), B(-4;2), C(1;1) . 10. A(4;5), B(-2;3), C(1;2) . 
 

№4. Найти расстояние от точки D  до плоскости, проходящей через 
точки A , B  и C : 

1. A(-9;8;-5), B(-7;9;-6), C(-8;6;-4), D(1;2;0) . 

2. A(3;-1;2), B(4;2;3), C(4;-3;-2), D(-1;1;2) . 

3. A(1;2;3), B(2;2;4), C(3;1;-2), D(2;3;2) . 

4. A(4;-2;1), B(-5;1;4), C(3;1;2), D(1;3;4) . 

5. A(4;-2;5), B(3;1;4), C(2;-3;2), D(1;2;1) . 

6. A(6;-1;4), B(4;1;2), C(5;-3;5), D(4;2;3) . 

7. A(3;4;-5), B(5;5;-6), C(2;2;-4), D(5;1;-4) . 

8. A(6;-3;4), B(4;-6;3), C(8;-4;1), D(6;-4;1) . 

9. A(3;7;-4), B(4;5;-3), C(2;3;1), D(5;-4;1) . 

10. A(-2;1;-4), B(-4;5;-3), C(1;2;-2), D(1;7;1) . 
 

№5. Установить взаимное расположение прямой L  и плоскости  : 

1. 
1 5 1

2 3 5 0
5 1 4

: ; :
x y z

L x y z
  

      . 

2. 
6 2 3

2 3 4 1 0
4 3 2

: ; :
x y z

L x y z
  

     


. 

3. 
2 3 4

3 2 5 0
5 1 4

: ; :
x y z

L x y z
  

      . 

4. 
3 2 4

2 5 4 3 0
2 3 4

: ; :
x y z

L x y z
  

      . 

5. 
5 2 3

3 4 3 10 0
2 3 4

: ; :
x y z

L x y z
  

      . 

6. 
2 4 1

5 2 3 7 0
4 2 3

: ; : .
x y z

L x y z
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7. 
5 1 4

2 4 3 2 0
3 1 2

: ; : .
x y z

L x y z
  

     


 

8. 
4 2 1

2 5 7 0
1 2 3

: ; : .
x y z

L x y z
  

     


 

9. 
3 4 5

3 2 2 3 0
4 2 5

: ; : .
x y z

L x y z
  

     


 

10. 
2 5 3

2 3 4 4 0
4 3 2

: ; : .
x y z

L x y z
  

     


 

 

III. Практические задания по разделу  
«Предел и непрерывность» 

№1. Вычислить предел: 
a) 

1. 
2

21

2 5 7

3 2
lim
x

x x

x x

 

 
. 6. 

2

24

2 8

2 7 4
lim
x

x x

x x

 

 
. 

2. 
2

22

3 2

2 5 2
lim
x

x x

x x

 

 
. 7. 

2

21

4 7 3

2 1
lim
x

x x

x x

 

 
. 

3. 
2

23

2 9 9

5 6
lim
x

x x

x x

 

 
. 8. 

2

25

2 15

2 7 15
lim
x

x x

x x

 

 
. 

4. 
2

24

5 4

2 8
lim
x

x x

x x

 

 
. 9. 

2

2

2 9 10

4 8
lim
x

x x

x

 


. 

5. 
2

24

3 4

7 12
lim
x

x x

x x

 

 
. 10. 

2

22

6

7 10
lim
x

x x

x x

 

 
. 

б) 

1. 
3

3 2

4 2 1

2 3 2
lim
x

x x

x x

 

 
. 6. 

6

2

3

3 4
lim
x

x x

x x



 
. 

2. 
4

3

4 5

4 8 1
lim
x

x x

x x

 

 
. 7. 

2

7

2 8 1

2
lim
x

x x

x x

 

 
. 

3. 
7 3

2

5 9

3 11 2
lim
x

x x x

x x

 

 
. 8. 

4

2 4

1 4

3 2
lim
x

x x

x x x

 

 
. 

4. 
3 2

3

5 7 3

2 2
lim
x

x x

x x

 

 
. 9. 

3

4

2 7 1

3 2 2
lim
x

x x

x x

 

 
. 

5. 
2

8 2

6 5 2

6 3
lim
x

x x

x x x

 

 
. 10. 

4 3

4

3 2 7

3 3 10
lim
x

x x

x x

 

 
. 

 

№2. Вычислить предел: 

1. 
5

4 3

1 2
lim
x

x

x

 

 
. 6. 

3

3

27

3
lim
x

x

x x




. 

2. 
7

3 2

2 3
lim
x

x

x

 

 
. 7. 

34

20 4

64
lim
x

x

x

 


. 
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3. 
1

5 2

8 3
lim
x

x

x

 

 
. 8. 

0

3

1 1
lim
x

x

x x   
. 

4. 
4

2

6 1 5
lim
x

x

x



 
. 9. 

4

2 1 3

2 2
lim
x

x

x

 

 
. 

5. 
2

2

3 2

5 1
lim
x

x x

x x

 

  
. 10. 

20

9 3
lim
x

x

x x

 


. 

 
№3. Вычислить предел: 

1. 
3

20 4

cos cos
lim
x

x x

x


. 6. 

0

1 3

2

cos
lim

sinx

x

x x


. 

2. 23

3

9

sin( )
lim
x

x

x




. 7. 

0

1 1
lim

tg sinx x x

 
 

 
. 

3. 
20

2 2tg sin
lim
x

x x

x


. 8. 25

5

25

tg( )
lim
x

x

x




. 

4. 
0

7 3sin sin
lim

sinx

x x

x x


. 9. 

2 2

20

3sin sin
lim
x

x x

x


. 

5. 
2 2

20

2cos cos
lim
x

x x

x


. 10. 

0

1 4

1 8

cos
lim

cosx

x

x




. 

 
№4. Вычислить предел, используя эквивалентные бесконечно малые 

функции: 

1. 20

6

2 3

arctg
lim
x

x

x x 
. 6. 

20

1 8

4

cos
lim
x

x

x


. 

2. 
2

3 20

1 6

3

ln( )
lim
x

x

x x




. 7. 

3

3

27

3
lim

tg( )x

x

x




. 

3. 32

2

8

sin( )
lim
x

x

x




. 8. 

2

0

1e
lim

tg

x

x x

 
 
 

. 

4. 
6

0

1

3

e
lim

sin

x

x x

 
 
 

. 9. 
0

1 3

5

ln( )
lim

sinx

x

x


. 

5. 26

6

36

tg( )
lim
x

x

x




. 10. 

0

7

4

sin
lim

arctgx

x

x
. 

 
№5. Исследовать функцию на непрерывность и построить её график: 
 

1. 
2

1 1

1 1 1

1

, ;

( ) , ;

, .

x при x

f x x при x

x при x

   


    
 

 6. 
2

1

1 1 1

1 1

, ;

( ) , ;

, .

x при x

f x x при x

x при x
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2. 
2

5 2

2 2

2 3 2

  


    
  

, ;

( ) , ;

, .

при x

f x x при x

x при x

 7. 

21 0

1 0 3

3 3

  


   
 

, ;

( ) , ;

, .

x при x

f x x при x

при x

 

3. 

3 4

0 4 0

0

   


   




, ;

( ) , ;

, .

x при x

f x при x

x при x

 8. 

1 1

0 1 4

3 4

  


  
  

, ;

( ) , ;

, .

x при x

f x при x

x при x

 

4. 
2

1 1

3 1 5

1
7 5

3





   

  


, ;

( ) ( ) , ;

( ), .

при x

f x x при x

x при x

 9. 
2

1 0

2 0 2

2 2

, ;

( ) , ;

, .

x при x

f x при x

x при x

 


  
  

 

5. 
2

1 0

1 0 1

5 1

 


   
 

, ;

( ) ( ) , ;

, .

x при x

f x x при x

при x

. 10. 
2

6 2

1 2 2

7 2

, ;

( ) , ;

, .

x при x

f x x при x

x при x

  


     
  

. 

 
IV. Практические задания по разделу  

«Дифференциальное исчисление функций одной переменной» 
 

№1. Найти производную функции: 

1. 
73 5

4

6 4
8   y x x

xx
. 6. 

33 4
4

2 1
3   y x x

xx
. 

2. 
93 5 22

3 5   y x x x
x

. 7. 
35 4 8 4

2 3   y x x x
x

. 

3. 
54 2 1

4 5 2   y x x
x

. 8. 
53 4 4

3 2 7   y x x
x

. 

4. 
32 7

6

2 5
4 6   y x x

xx
. 9. 

4 3 2
5

1 4
3 5   y x x

xx
. 

5. 
3 5 7

2

8
2 3   y x x

x
. 10. 

3 3 4
4

7
5    y x x

x
. 

 
№2. Найти производную функции: 

1. 2 33 5 4 ( ) arcsiny x x . 6. 4 3
5 2 5  log ( ) cosy x x x . 

2. 52 5  lg( ) arcsiny x x . 7. 6 32 5tg cosy x x  . 

3. 2 37arccos ctgy x x  . 8. 4 2 4 2ln ( ) arcctgy x x   . 

4. 
22 3( )cos e xy x   . 9. 8 23 3 4 5  ( ) siny x x . 

5. 4 23 7tg arctgy x x  . 10. 
3

6 cossin e xy x   . 
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№3. Найти производную функции: 

1. 
5

4

3 7

7

log ( )

ctg

x
y

x


 . 6. 

2 2

3 3

2 1
cos

( )

e x

x x
y

 
 . 

2. 
 5

3

4

5 1


 

sin

lg( )

x
y

x x
. 7. 

4
2

7 5 3

3 2






log ( )

( )

x
y

x
. 

3. 
2 3 7

2ctg

x x
y

x

 
 . 8. 2

5

4


log ( )

cos

x
y

x
. 

4. 
5

5 3

2 5

2






ln( )x
y

x x
. 9. 

 

2

3
2 5 2 2

sine x

y
x x


 

. 

5. 

3

5 6 2

cose

sin

x

y
x x




. 10. 
4

3

3 2 1

5 2

tg ( )

lg

x
y

x





. 

 

№4. Найти предел, используя правило Лопиталя: 

1. 4

5

3





ln( )
lim
x

x

x
. 6. 

2

2 20

1







cos
lim

sinx

x

x x
. 

2. 
1

1


 lim ln ln( )
x

x x . 7. 3

ln
lim
x

x

x
. 

3.  2

0
1lim e ctgx

x
x


  . 8. 

0

tg
lim

sinx

x x

x x




. 

4. 
2

0

1

1

e
lim

cos

x

x x




. 9. 

0

lncos
lim
x

x

x
. 

5. 30

cos sin
lim
x

x x x

x
. 10. 

0
1lim ( cos ) ctg

x
x x


  . 

 

№5. Найти промежутки возрастания и убывания, точки максимума и 
минимума функции, максимум и минимум функции, промежутки вогнуто-
сти, выпуклости, точки перегиба графика функции: 

1. 
3 21 1

6 1
3 2

   y x x x . 6. 
3 22

8 30 6
3

   y x x x . 

2. 3 29 15 3   y x x x . 7. 3 29
3 18 10

2
   y x x x . 

3. 
3 22

9 28 5
3

   y x x x . 8. 3 22 21 36 7   y x x x . 

4. 
3 24

6 16 9
3

   y x x x . 9. 3 212 36 4   y x x x . 

5. 3 22 15 36 8   y x x x . 10. 
3 21 3

4 2
3 2

   y x x x . 

Ре
по
зи
то
ри
й Б
рГ
ТУ



 11

V. Решение практических заданий по разделу  
«Элементы линейной и векторной алгебры» 

№1. Вычислить определитель  

1 3 0 4

2 5 1 1

1 1 1 3

2 2 2 0



  



. 

Решение 

1) 2) 3)

11 11 12 12 13 13 14 14

4) 5) 6)
1 1

11 11

7) 8)

12 12 22 22 32 32 12 12

1 3 0 4 1 0 0 0

2 5 1 1 2 11 1 7
a a a a

1 1 1 3 1 4 1 1

2 2 2 0 2 4 2 8

11 1 7 11 1 7 11 1 7

a 1 ( 1) 4 1 1 4 1 1 7 0 6

4 2 8 4 2 8 26 0 22

a a a a

A A A A

A

A A A A



  
         

    

   

     

            

       

        

 

1 2

9)

7 6
1 ( 1)

26 22

7 6
( 7) ( 22) ( 6) ( 26) (154 156) ( 2) 2

26 22

  
   

 

 
                 

 

 

1) Получим нули в первой строке с помощью элементов первого 
столбца. Первый столбец переписываем без изменений. На месте эле-
мента 12a 3  получим нуль. Для этого каждый элемент первого столбца 

умножим на  3  и прибавим к соответствующим элементам второго 

столбца. Третий столбец переписываем без изменений, так как элемент 

13a 0 . На месте элемента 14a 4  получим нуль, умножая каждый эле-

мент первого столбца на  4  и прибавляя к соответствующим элемен-

там четвёртого столбца. 
2) Разложим полученный определитель по элементам первой строки.  
3) Так как элементы 12 13 14a , a , a  – нулевые, то и произведения 

12 12 13 13 14 14a , a , aA A A    тоже будут равны нулю. 

4) 11a  - элемент на пересечении 1-ой строки и 1-го столбца, а 11A  - его 

алгебраическое дополнение.  
5) Получим нули во втором столбце с помощью элементов первой 

строки. Первую строку переписываем без изменений. На месте элемен-
та 22a 1   получим нуль, для чего каждый элемент первой строки умно-

жим на 1 и прибавим к соответствующим элементам второй строки. На 
месте элемента 32a 2   получим нуль, умножая каждый элемент пер-

вой строки на 2  и прибавляя к соответствующим элементам третьей 
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строки. 
6) Разложим полученный таким образом определитель по элементам 

второго столбца.  
7) Так как элементы 22 32a , a  – нулевые, то и произведения 

22 22 32 32a è  aA A   тоже будут равны нулю. 

8) 12a  - элемент на пересечении 1-ой строки и 2-го столбца, а 12A  - его 

алгебраическое дополнение.  
9) Полученный определитель второго порядка вычисляем следующим 

образом: из произведения элементов, стоящих на главной диагонали, 
вычитаем  произведение элементов, стоящих на побочной диагонали. 

Ответ: 2 . 
 

№2. Решить систему линейных уравнений матричным методом. 

3 4 1;

2 5 4 2;

3 3 5.

x y z

x y z

x y z

  


   
   

 

Решение 
Запишем систему уравнений в виде матричного уравнения: 

A X B  ,       1( )  

где 

1 3 4

2 5 4

3 1 3

A

 
   
  

, 

 
   
  

x

X y

z

и 

1

2

5

B

 
   
  

.  

Из уравнения (1) следует, что 
1X A B  .      2( )  

Матрицу 1A  найдём по формуле:  

11 21 31
1

12 22 32

13 23 33

1

det

À A A

A À A A
À

À A A



 
 

   
 
  

. 

Вычислим определитель матрицы A : 

   
1 3 4

det 2 5 4 1 5 ( 3) 3 4 3 2 1 4 3 5 4 1 1 4 2 3 ( 3)

3 1 3

A                      



 

15 36 8 (60 4 18) 29 46 17 0.             

Найдём алгебраические дополнения элементов матрицы A : 

1 1
11

5 4 5 4
( 1) 5 ( 3) 1 4 15 4 19

1 3 1 3
A             

 
; 
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     1 2
12

2 4 2 4
( 1) 2 ( 3) 3 4 6 12 18 18

3 3 3 3
A                 

 
; 

1 3
13

2 5 2 5
( 1) 2 1 3 5 2 15 13

3 1 3 1
A            ; 

     2 1
21

3 4 3 4
( 1) 3 ( 3) 1 4 9 4 13 13

1 3 1 3
A                 

 
; 

2 2
22

1 4 1 4
( 1) 1 ( 3) 3 4 3 12 15

3 3 3 3
A             

 
; 

     2 3
23

1 3 1 3
( 1) 1 1 3 3 1 9 8 8

3 1 3 1
A                ; 

3 1
31

3 4 3 4
( 1) 3 4 5 4 12 20 8

5 4 5 4
A            ; 

     3 2
32

1 4 1 4
( 1) 1 4 2 4 4 8 4 4

2 4 2 4
A                ; 

3 3
33

1 3 1 3
( 1) 1 5 2 3 5 6 1

2 5 2 5
A            . 

Таким образом,  

1

19 13 8
1

18 15 4
17

13 8 1

A

  
    
   

. 

Подставляя 1A  и B  в формулу (2), найдем вектор неизвестных: 

19 13 8 1 ( 19) 1 13 ( 2) ( 8) 5
1 1

18 15 4 2 18 1 ( 15) ( 2) 4 5
17 17

13 8 1 5 ( 13) 1 8 ( 2) ( 1) 5

X

              
                         
                   

 

19 26 40 85 5
1 1

18 30 20 68 4 .
17 17

13 16 5 34 2

        
                  
            

 

Ответ:  5; 4; 2 . 

 
№3. Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера. 

3 4 1;

2 5 4 2;

3 3 5.

x y z

x y z

x y z
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Решение 
Запишем систему уравнений в виде матричного уравнения:  

 A X B , 

где 

1 3 4

2 5 4

3 1 3

A

 
   
  

, 

x

X y

z

 
   
  

и 

1

2

5

B

 
   
  

.  

Если определитель основной матрицы системы отличен от нуля, то 
решение системы можно найти по формулам Крамера: 

2 31 ; ;x y z
 

  
  

, 

где – определитель матрицы A ; 1 – определитель, полученный из   

заменой первого столбца столбцом свободных членов; 2 – определи-

тель, полученный из   заменой второго столбца столбцом свободных 
членов; 3  – определитель, полученный из   заменой третьего столбца 

столбцом свободных членов. 

 
1 3 4

2 5 4 1 5 ( 3) 3 4 3 2 1 4 3 5 4 1 1 4 2 3 ( 3)

3 1 3

                      



 

15 36 8 (60 4 18) 29 46 17 0.             

 1

1 3 4

2 5 4 1 5 ( 3) 3 4 5 ( 2) 1 4 5 5 4 1 1 4 ( 2) 3 ( 3)

5 1 3

                         



 

15 60 8 (100 4 18) 37 122 85.            

 2

1 1 4

2 2 4 1 ( 2) ( 3) 1 4 3 2 5 4 3 ( 2) 4 5 1 4 2 1 ( 3)

3 5 3

                         



 

6 12 40 ( 24 20 6) 58 10 68.           

 3

1 3 1

2 5 2 1 5 5 1 2 1 ( 2) 3 3 3 5 1 2 3 5 ( 2) 1 1

3 1 5

                         

25 2 18 (15 30 2) 9 43 34.           

Отсюда: 
85 68 34

5; 4; 2
17 17 17

x y z
 

      
  

. 

Ответ:  5; 4; 2 . 
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№4. Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 

3 4 1;

2 5 4 2;

3 3 5.

x y z

x y z

x y z

  


   
   

 

 
Решение 

Запишем расширенную матрицу 

1 3 4 1

2 5 4 2

3 1 3 5

 
 

 
  

. Приведём матрицу к 

ступенчатому виду: 

     
     

           
            

1) 2)
1 3 4 1 1 3 4 1 1 3 4 1

2 5 4 2 0 1 4 4 0 1 4 4

3 1 3 5 0 8 15 2 0 0 17 34

  . 

 
1) Первую строку матрицы переписываем без изменений. Элементы 

первой строки матрицы умножим на  2  и прибавим ко второй строке. 

Затем элементы первой строки матрицы умножим на  3  и прибавим к 

третьей строке.  
2) Первую и вторую строку матрицы переписываем без изменений. 

Элементы второй строки матрицы умножим на  8  и прибавим к треть-

ей строке.  
Получаем систему уравнений:  

3 4 1;

4 4;

17 34.

x y z

y z

z

  


   
 

 

Из последнего уравнения системы получаем:  
34

2
17

z   . 

Подставив найденное значение во второе уравнение, получим:  
4 4 4 4 2 4y z       . 

Из первого уравнения системы найдем:  
1 4 3 1 4 2 3 ( 4) 1 8 12 5x z y             . 

Ответ:  5; 4; 2 . 

 
№5. Найти собственные значения и собственные векторы матрицы. 

4 3

1 2
A

 
  
 

. 
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Решение 
Для нахождения собственных значений матрицы А составим характе-

ристическое уравнение 

0A E  . 

Запишем матрицу A E :  

4 3 1 0 4 3

1 2 0 1 1 2
A E


 



     
             

. 

Найдем ее определитель: 

4 3
0

1 2
A E







  


.       3  

2(4 ) (2 ) 1 3 0 6 5 0             . 

Решая это уравнение, найдем корни: 1 21; 5   . 

Для определения собственных векторов запишем уравнение (3) в ви-
де системы уравнений: 

1 2

1 2

(4 ) 3 0,

(2 ) 0.

x x

x x





  


  
 

Найдём собственный вектор, соответствующий собственному значе-
нию 1 1  , для этого вместо   подставим в систему 1 : 

1 2
1 2

1 2

3 3 0,
0.

0.

x x
x x

x x

 
  

 
 

Пусть 1x  – базисная переменная, 2x  – свободная переменная. Поло-

жим 1 , , 0x t t R t   , тогда 2x t  . Значит, собственным вектором мат-

рицы А, соответствующим собственному значению 1 1  , будет вектор 

1

t
x

t

 
   


, , 0t R t  . 

Найдём собственный вектор, соответствующий собственному значе-
нию 2 5  . Для этого вместо   подставим в систему 2 : 

1 2
1 2

1 2

3 0,
3 0.

3 0.

x x
x x

x x

  
  

 
 

Пусть 1x  – базисная переменная, 2x  – свободная переменная. Поло-

жим 1 , , 0x c c R c   , тогда 2 3x c . Значит, собственным вектором 

матрицы А, соответствующим собственному значению 2 5  , будет век-

тор 2
3

c
x

c

 
  
 


, , 0c R c  . 

Ответ: 1 1  , 1

t
x

t

 
   


; 2 5  , 2

3

c
x

c

 
  
 


, , , 0, 0t c R t c   . 
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VI. Решение практических заданий по разделу  
«Основы аналитической геометрии» 

№1. Даны векторы a = (3; 2; 5) 


 и b = (1;2; 2)


. Вычислить 

( 2 ) ( 2 )a b b a  
  

. 
Решение 

Так как линейные операции над векторами сводятся к соответствую-
щим линейным операциям над их координатами, то: 

2( ) (3; 2; 5) 2  (1;2; 2) (3; 2; 5)  (2;4; 4) (1; 6; 1)a b              


. 

( 2 )  (1;2; 2) 2 (3; 2; 5) (1;2; 2) (6; 4; 10) (7; 2; 12)b a              
 

. 

Если  , ,a a aa x y z


 и  , ,b b bb x y z


, то их скалярное произведение 

находят по формуле:  

.a b a b a ba b x x y y z z      


 

Тогда: 

( 2 ) ( 2 ) (1; 6; 1) (7; 2; 12) 1 7 ( 6) ( 2) ( 1) ( 12)

7 12 12 31.

a b b a                   

   

  
 

Ответ: 31. 
 

№2. Найти угловой коэффициент прямой, проходящей через точки 
A(-5;1)  и B(-3;4) . 

Решение 
Уравнение прямой AB найдем по формуле: 

a a

b a b a

x x y y

x x y y

 


 
, 

где a a b bA(x ;y ), B(x ;y ) .  

Подставляя координаты точек A  и B , получим 
( 5) 1 5 1

3 ( 5) 2 ( 1) 3 13 2
3 5 4 1 2 3

x y x y
x y x y

    
           

  
. 

Из последнего уравнения выразим y : 

3 13
1,5 6,5

2 2
y x x    . 

Откуда получим, что угловой коэффициент прямой AB равен  
1,5ABk  . 

Ответ: 1,5 . 
 

№3. Даны координаты вершин треугольника A( 3;5), B( 4;2), C(3; 1)   . 

Найти площадь треугольника ABC . 
Решение 

Площадь треугольника АВС найдём по формуле: 
1

2
ABCS AB CH    , 

где AB  – длина стороны треугольника, CH  – длина высоты, проведен-
ной к стороне AB . 
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Найдём длину стороны AB: 

 2 2 2 2AB = 4  ( 3) (2 5) ( 1) ( 3) 10          . 

Длина высоты СН есть расстояние от точки С до прямой АВ. 
Составим уравнение прямой AB, как уравнение прямой, проходящей 

через заданные точки: 
( 3) 5 3 5

: ( 3) ( 3) ( 1) ( 5)
4 ( 3) 2 5 1 3

x y x y
AB x y

    
           

     
 

3 14 0.x y     

Расстояние от точки 0 0 0M (x ;y ) до прямой Ax By C 0    найдем по 

формуле:  

2

0 0

2

Ax By C
d

A B

 



. 

Тогда длина высоты СН равна: 

2 2

3 3 1 ( 1) 14 9 1 14 24
CH .

9 1 103 ( 1)

      
  

 
 

Отсюда: 
1 24 24

10 12.
2 210

ABCS       

Ответ: 12 . 
 
№4. Найти расстояние от точки (1;7;1)D  до плоскости, проходящей че-

рез точки (2;5;3)A , ( 1;4;2)B   и ( 2;3;2)C  . 

Решение 
Уравнение плоскости, проходящей через три заданные точки, имеет 

вид: 

1 1 1

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

x - x y - y z - z

x - x y - y z - z 0.

x - x y - y z - z

  

Тогда уравнение плоскости ABC будет:  

x 2 y 5 z 3 x 2 y 5 z 3

1 2 4 5 2 3 0 3 1 1 0.

2 2 3 5 2 3 4 2 1

     

         

      

 

Вычислим определитель, разложив его по элементам первой строки:  

x 2 y 5 z 3
1 1 3 1 3 1

3 1 1 ( 2) ( 5) ( 3)
2 1 4 1 4 2

4 2 1

x y z

  
     

            
     

  

 

( 2) ( 5) 2( 3) 2 9.x y z x y z             
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Таким образом, уравнение плоскости запишется в виде: 
2 9 0.x y z     

Расстояние от точки 0 0, 0( , )D x y z  до плоскости 

: 0ABÑ Ax By Cz D     найдем по формуле: 

0 0 0

2 2 2
.

Ax By Cz D
d

A B C

  


 
 

Имеем:  

2 2 2

1 1 1 7 2 1 9 1 7 2 9 1
.

1 1 4 61 ( 1) ( 2)
d

        
  

    
 

Ответ: 
1

.
6

 

 

№5. Установить взаимное расположение прямой 
3 4 6

:
3 6 4

x y z
L

  
 


 и плоскости : 4 5 4 0x y z     . 

Решение 
Для того, чтобы установить взаимное расположение прямой L  и плос-

кости  , решим систему: 

3 4 6

3 6 4

4 5 4 0.

x y z

x y z

  
 


    

 

Запишем уравнение прямой L  в параметрическом виде: 

3 3 ,

4 6 ,

6 4 .

x t

y t

z t

 


 
   

 

Полученные выражения для , ,x y z  подставим в уравнение плоско-

сти  : 

4(3 3 ) 5(4 6 ) ( 6 4 ) 4 0 22 22 0 1.t t t t t               

Так как система имеет единственное решение, то прямая пересекает 
плоскость. Найдем координаты точки пересечения. Для этого подставим 
найденное значение t  в параметрическое уравнение прямой:  

3 3 ( 1) 6,

4 6 ( 1) 2,

6 4 ( 1) 10.

x

y

z

    


     
       

 

Таким образом, координаты точки пересечения прямой и плоскости 

 6; 2; 10  . 

Ответ: Прямая пересекает плоскость в точке  6; 2; 10   
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VII. Решение практических заданий по разделу 
«Предел и непрерывность» 

 
№1. Вычислить предел: 

а) 
2

21

5 6
lim

2 1x

x x

x x

 

 
;    б) 

3

5 2

3 6 5
lim

2 4 8x

x x

x x

 

 
. 

Решение 
а) При 1x    числитель и знаменатель дроби обращаются в нуль, то 

есть мы имеем неопределённость вида 
0

0

 
  

.  

Разложим числитель и знаменатель на множители. 

Квадратное уравнение 2 5 6 0x x    имеет корни  1  и 6 . Значит,  

2 5 6 ( 1)( 6)x x x x     . 

Квадратное уравнение 22 1 0x x    имеет корни  1  и 0,5 . Значит, 

22 1 2( 1)( 0,5) ( 1)(2 1)x x x x x x        . 

Тогда: 
2

21 1 1

5 6 0 ( 1)( 6) 6 1 6 7 7
lim lim lim

0 ( 1)(2 1) 2 1 2 1 3 32 1x x x

x x x x x

x x xx x  

        
               

. 

Ответ: 
7

.
3

 

 
б) При x   числитель и знаменатель дроби стремятся к бесконеч-

ности, то есть мы имеем неопределённость вида 
 
  

. 

5
3 2 4 5 2 4 5

5 2
5

3 5 3 5

3 6 5 3 6 5
lim

3 6 5 0
lim lim 0

4 8 4 8 22 4 8 2 lim 2

x

x x

x

x
x x x x x x x x

x x x
x x x x



 



   
              

           
   

, 

так как 
2 4 5 3 5

3 6 5 4 8
, , , ,

x x x x x

   
    
   

 стремятся к нулю при x  . 

Ответ: 0. 
 

№2. Вычислить предел 
23

4 3 3
lim

9x

x

x

 


. 

Решение 
При 3x   числитель и знаменатель дроби обращаются в нуль, то есть 

мы имеем неопределённость вида 
0

0

 
  

. Для раскрытия этой неопреде-

лённости умножим числитель и знаменатель на выражение, сопряжён-
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ное числителю: 

   
   2 23 3

4 3 3 4 3 34 3 3 0
lim lim

09 9 4 3 3x x

x xx

x x x 

       
         

 

 
           

2
2

3 3

4 3 3 4 12
lim lim

3 3 4 3 3 3 3 4 3 3x x

x x

x x x x x x 

  
  

           
 

         3 3

4( 3) 4
lim lim

3 3 4 3 3 3 4 3 3x x

x

x x x x x 


  

         
 

   
4 4 4 1

.
6 6 36 93 3 4 3 3 3

   
    

 

Ответ: 
1

9
. 

 

№3. Вычислить предел 
20

3 tg
lim

sinx

x x

x
. 

Решение 

2 20 0 0 0

sin
3

3 tg 0 3 3coslim lim lim lim
sin0 cos sinsin sin cos

x x x x

x
x

x x x xx
xx xx x x x

x

   


 

           
 

 

0

3 3
lim 3,

cos 1x x
    

так как 
0

sin
lim 1
x

x

x
  (первый замечательный предел), 

0
lim cos 1
x

x


 . 

Ответ: 3 . 
 

№4. Вычислить предел 
20

ln(1 sin )
lim

e 1xx

x






, используя эквивалентные бес-

конечно малые функции. 
Решение 

20 0 0 0

ln(1 sin ) sin 1 1
lim lim lim lim 0,5,

2 2 2 2e 1xx x x x

x x x

x x   


    


 

так как ln(1 sin ) sinx x , 2e 1 2x x , sin x x  при 0x  . 

Ответ: 0,5 . 
 

№5. Исследовать функцию на непрерывность и построить её график: 

2

2 , 2;

( ) , 2 2;

5, 2.

x ï ðè x

f x x ï ðè x

ï ðè x
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Решение 
Функция ( )f x  определена и непрерывна на интервалах ( ; 2),   ( 2;2),  

(2; ) , где она задана непрерывными элементарными функциями. Сле-

довательно, разрыв возможен только в точках 1 2x    и 2 2x  . 

Для точки 1 2x    имеем: 

2 0 2 0
( 2 0) lim ( ) lim (2 ) 4

x x
f f x x

   
      , 

2

2 0 2 0
( 2 0) lim ( ) lim 4

x x
f f x x

   
     , 

1 2( ) ( 2) 2 4xf x f x      . 

Так как ( 2 0) ( 2 0) ( 2)f f f       , то функция ( )f x  в точке 1 2x    яв-

ляется непрерывной. 
Для точки 2 2x   имеем: 

2

2 0 2 0
(2 0) lim ( ) lim 4

x x
f f x x

   
    , 

2 0 2 0
(2 0) lim ( ) lim 5 5

x x
f f x

   
    , 

2
2 2( ) (2) 4xf x f x    . 

Так как 
2 0 2 0

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
   

 , но оба существуют и конечны, то функ-

ция ( )f x  в точке 2 2x   имеет разрыв первого рода со скачком функции: 

 4 5 1. 

График функции имеет вид: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

VIII. Решение практических заданий по разделу 
«Дифференциальное исчисление функций одной переменной» 
 

№1. Найти производную функции 55 4 4
3 5 2y x x x

x
     . 

-1  
 

y  

x  
-2  
-3  
-4  

-1  -2  -3  -4  
1  
2  
3  
4  
5  
6  
7  
8  
9  

1  2  3  4  5  
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Решение 

 

     

41
55 4 1 5 152

4 11 1
5 1 4 25 52 2

11
4 2 452

25

3 5 4 2 3 5 4 2

1 4
3 5 4 2 3 5 5 4 ( 1)

2 5

5 4 5 4 4
15 4 15 .

2 5 2 5

y x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x x
xx x

 


 




 
            

 
 

                    
   
   

       

 

№2. Найти производную функции 3 2sin (3 ) ln( 3 )y x x x   . 

Решение 

   3 2 3 2sin (3 ) ln( 3 ) sin (3 ) ln( 3 )y x x x x x x
          

   2 2 3 2
2

1
3sin (3 ) sin(3 ) ln( 3 ) sin (3 ) 3

3
x x x x x x x

x x

        


 

     2 2 3
2

1
9sin (3 ) cos 3 ln 3 sin (3 ) 1 6

3
x x x x x x

x x
        


 

 2 2 3
2

1 6
9sin (3 ) cos 3 ln( 3 ) sin (3 ) .

3

x
x x x x x

x x


     


 

 

№3. Найти производную функции 
2

tg(ln2 )

9

x
y

x x



. 

Решение 

   
 

2 2

22 2

tg(ln2 ) 9 tg(ln2 ) 9
tg(ln2 )

9 9

x x x x x x
x

y
x x x x

      
     

  

   

 

2 2
2 2

2
2

1 1
ln2 9 tg(ln2 ) 9

cos (ln2 ) 2 9

9

x x x x x x
x x x

x x

      
 



 

   

 

2
2 2

2
2

1 1 1
2 9 tg(ln2 ) 2 9

2cos (ln2 ) 2 9

9

x x x x x
xx x x

x x
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2

2 2

2
2

2 9 tg(ln2 ) (2 9)

2 cos (ln2 ) 2 9 .

9

x x x x

x x x x

x x

  


 



 

 

№4. Найти предел, используя правило Лопиталя: 
0

1 cos8
lim .

sinx

x

x x




 

Решение 

 

 0 0 0

1 cos81 cos8 0 8sin8 0
lim lim lim

sin 0 1 cos 0sinx x x

xx x

x x xx x  

    
           

 

 

 0 0

8sin8 64cos8
lim lim .

sin1 cosx x

x x

xx 


   


 

Ответ:  . 
 
№5. Найти промежутки возрастания и убывания, точки максимума и 

минимума функции, максимум и минимум функции, промежутки вогнуто-
сти и выпуклости, точки перегиба графика функции 

3 21
15 12

3
y x x x    . 

Решение 

Функция 3 21
15 12

3
y x x x     определена на всей числовой прямой. 

Найдём критические точки функции из равенства 0y  : 

3 2 21
15 12 2 15

3
y x x x x x

 
        

 
, 

2 2 15 0x x   . 
Откуда получим, что 1 3x   и 2 5x    – критические точки функции y . 

Эти точки разбивают область определения функции y  на промежутки 

 ; 5  ,  5;3 ,  3; . Определим знак производной y   на каждом из 

этих промежутков: 
 

 
 

Т.о., функция y  возрастает на промежутках  ; 5   и  3;  и убыва-

ет на промежутке  5;3 . При этом точка 5x    является точкой макси-

мума функции, а точка 3x   – её точкой минимума. 
Максимум и минимум функции: 

+
 – -5 3 

+
 – x 
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3 2
max

1 211
( 5) ( 5) ( 5) 15 ( 5) 12

3 3
y y            , 

3 2
min

1
(3) 3 3 15 3 12 15

3
y y         . 

Для определения промежутков выпуклости и вогнутости функции 
находим вторую производную и приравниваем её к нулю: 

 2 2 15 2 2y x x x
      . 

2 2 0 1x x     . 

Точка 1x    разбивает область определения функции y  на проме-

жутки  ; 1   и  1;  . Определим знак второй производной y   на 

каждом из этих промежутков: 
 
 
 

Т.о., график функции y  является выпуклым на промежутке  ; 1   и 

вогнутым на промежутке  1;  . 

3 21 1 83
( 1) ( 1) ( 1) 15 ( 1) 12 1 15 12

3 3 3
y                , 

точка 
83

1;
3

M
 
 
 

 является точкой перегиба графика функции. 

 

-1 
+
 – 

–
 – x 
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