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УВОДЗІНЫ У МАТЭМАТЫЧНЫ АНАЛІЗ

I .  ЛІКАВЫЯ МНОСТВЫ. ДУНШШШЬНАЯ ЗАЛЕЖІАСІІЬ

І . І .  АСНОУНЫЯ АЗНАЧЭННІ I ПАНЯШІ

Пераменнай (эменнай) называецца велічыня, якая прымае хаіт.я 
б два розных значэнні.

Велічыня, якая прымае ці можа прымаць тольк! адно значэнне, 
называецца пастаяннай (сталай або нязменнай).

Мноства значэнняу, як ія  можа прымаць пераменная велічыня, 
будзем абазначапь вял!к!мІ літараы і, а самі значэнні, так зва- 
ныя элементы мноства -  малымі літарам і. ^

КалІ ддя усякага элемента d  з мноства А  вынікае, што 
CL належыць мноству В  , то мноства Д  змянгчаецца у мност- 

ве В  .
(■¥&g  A = >  <z£ В  )  =£*• 4  с  В .

У гэтым выпадку А  з ’яуляецца падмноствам мноства В  .
Для абазначэння канкрэтных мноствау вьікарыстоуваюцца фігур- 

ныя дужкі, у якіх  указваецца правіла, па якому знаходзяцца эле- 
менты дадзенага мноства.

Разглядзім канкрэтныя прыклады лікавых мноствау:
Ц= § 1,3., 3, , П , j  -  мноства натуральных л ікау;
Z -  0, 1 , 2 , )  ~ мноства цэлых лРкау;
q  = { tn/n. } ,  ЬФО, Фт, 3? -  мноства рацыянальных лікау.

Няцяжка паказаць, што усякі рацыянальны л ік  можна прадста- 
віць у выглядзе бясконцага перкядычнага дзесятковага дробу.

УсякІ л ік , які прадстауляецца бясконцым неперыядычным дзе- 
сятковым дробам, называецца ірацыянальным. Напрыклад: X, ІЛ, {?>е.

Аб’яднанне мноствау рацыянальных I Iрацыянальных лікау ут- 
варае мноства рэчаісных (сапраудных) л ік ау , якое абазначаецца 
R  . ВІдавочна, што N  с  &  с  С? с  R .

Калі кожнаму рэчаіснаму ліку X. паставіць у адпаведнасць 
пункт на лікавай прамой, то яна такеама абазначаецца /? .

R :  —  о о  <• с с  < о о .
Укажам яшчэ некаторыя мноствы, як ія  мы будзем разглядаць:

[a ,  f \  «{л-в-Я-і а б х < ё } ;
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JQ , ( 0 , 6 ) =  {  x e  #  i a  < * • < £ } ;

J ( - 00, 00) =  {  Z  €  iR j -  00 * x  < <?° } •

Абсалютная велічыня ці модуль рэчаіднага ліку X  абазнача- 
ецца Іх\ I азначаецца наступнай роунасцю

Відавочна, што

I х \ ? 0  ; ¥  х  £  R ̂  X & lx  I .

Справядлівы наступныя у л а с ц ів а с ц і:

і . >| *  І х І -  і / І ;

і . | 9  \ х
' - ' у і і

3.
І Х -ЦІ

=  і х /
■

Ч I V , 1 -  І ХІ / І у І ,  І Я І Ф

1 .2 . АБМЗЖАВАНЫН МНССТВЫ
Мноства Sb С R  называюцца абмежаваным зверху (зк Ізу ) , 

калі існуе рэчаісны л!к £ (а )  т э к і , штс выконнаецпа няроу- 
насць х  < ё  ( х  ZCL ) для - ¥ х  <Е X).

Мноства %' , якое змяшчаецца у R  , называецца абмежа-
заньім. кал! яно аднасачова абмежавана і ззерху, I зн ізу , г . зн. 

3 а, ё  : а в ,  ¥  х  е  <2>-
Найменшая (найбольшая) сярод верхніх (ніжніх) граніц мно- 

ства называецца дакладнай зерхняй (кіжняй) гранніо або мя-
жой мноства I абазначаешда



ictf> j %)}— M in# f  JO J - /7 7  )  . 
*x£Sd

Адзначым, што дакладная зерхняя ! дакладная ніжняя грані 
могуць I не належаць мноству % . Няхай 2> — to, 6)>
М = х і р % = ё  > /п-і//^Х) = а. у М=в ¢ 2 ) , т=афЯ) .

Справядліва наступнае сцвярджэнне, якое мы прымем у якасці 
аксіёмы:

Для Усякага абмежаванага мноства Існуюць-дакладная верхняя 
! дакладная ніжняя гран! (ыежы).

Увядзем паняцце аб £ -  ваколлі пункта X.—CL. Гэта Ін- 
тэрвал даужыні 2<? з цэнтрам у пункцв CL .

--------(---------------- ----------------- )----------- .
а -і а+е

\ Х ~ а , і < £  <«=£> - £  < х - 4  < £  <s=^>

a  -  £ < т < а + £  о , £. е  R , £  ? D.

1.3. ЗУНКШЯНАЛЬНАЯ ЗАДЕШАСЦЬ

КалІ кожнаму значэнню % с  R  па некатораму правілу 
ставіцца у адпаведнасць вызначаны лік у €  F  с  R  , то ка- 
жуць, што на мностве Я) зададзена функцыя <f =■■?&?)•

Кал! пары лікау (х , у  = ф/т)) на плоскасці ХОУ паста- 
віць у адпаведнасць пункт з такімі каардынатамі, то атрымаем гра- 
фік функцыянальнай залежнаеці.

Функцыянальнуго залежнасць можна таксама разглядайь як ад- 
лтостраванне мноства 2Э на мноства ZT . jf £- £ .

-  мноства дапушчальных значэнняу 
х  » Е(4) -  мноства прымаемых значэнняу й .

КалІ у  =  i f ( x ) , а = 4 ( у )  <=5> -г -  , то такая
функцыя наэываецца складанай.
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Споеабы задання функцый:

1. Аналітычны (з дапамогай формулы);
2. Графічны;
3. ТаблІчны;
4. Праграма на ЭВМ для вылічэння значэнняу фуннцыі.

1 .4 . АСНОУНЫЯ ЭЛЕМЕНТАГНЫЯ ФУНКПЫІ
1. Ступеневая ^ =  ы .££..
2. Паказнікавая $ = а х , аФО, 0<а-Фі • Q * ■&=&■ - e x p ^ x
3. Лагарыфмічная /  - еод$ г  , о < о Ф 1 .
4. Трыганаметрычная у  -  j in x , у  -  cofsc, у  — -6ўт,
5. Адваротныя трыганаметрычныя ў  - a w i i t i r ,  у. = (Ш-c a fr ,  
у=г а м - іў г ,  у  - O /u c t fy z  .
Тэарэтычнае практыкаванне. Паутарыць самастойна уласцівас- 

ці ! графікі элементарных функцый.

1 .5 . ГІ1ІЕРБАЛ1ЧНЫЯ ДУНКНКІ 
Існув канцоуны лім іт

±XL
Гэта ірацыянальны л ік . Графікі М ~ ^  маюць выгляд 

(рыс. I . 1 ) .

- 1 0  1

Рыс. I . I



1. ГІпербалІчны сінус ih x  =  ..,f_ (рыс. 1 .2), функцыя
няцотная. t(*h.)=R., ЕТ*й)*£ x
2. Гіпербалічны косінуе ejix=. (рыс 1 .3), функцыя
цотная, %(ck)*8l, E(ch)=-lu*>) ^
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Рыс. 1 .2
3. Гіпербалічны тангенс 4А. х =  
В —С~̂  > 1)-

jhx .
сАх.

4. Гіпербалічны катангенс c tfix - ^LJL
0 )0 ( 0,0°) & +

Рыс. 1.3
(рыс. 1.4) } *>i-kti) «■ £ ,

(рыс. 1 .5 ) ,
E(dh) = (-0о,~і)

Рыс. 1 .4
, Справядлівы наступныя формулы:

jAlx+y) -  *fiz-о/гц ч-сАт'

ск(т+у) =■ Ж х-ску і-
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cAs X x — tA3' a? +■ a'k '2 ^  -.

1 .6 . КЛАСІФІКАШЯ ФУНКЦЫЙ

$ункцыІ, як ія  атрымліваюцца з асноуных элементарных функцый 
з дапамогай канцоунага ліку алгебраічных аперацый над ІмІ I ут- 
варэн?РяУуад^фіу нкцы 1 называюцца элементарнымі. Кагтрыклад,

I
=  аміпп. * X  +■ f

Элементарныя функцыі падзяляюцца на алгебраічныя I трасцэнт- 
дэнтныя.

Элементарныя функцыі, у як!х над аргументам праводэіцца кан-  
цо?ны л ік  алгебраічных аперацый I падвышэння да ступені з ра- 
цыянальным паказн і кам называгоцца алгебраічным!. Напрыклад 7

 ̂ хл + Зх - £

Астатнія функцыі называюцца трансцэнтдэнтнымі. Напрыклад:

3 = е9 т' Г  1 1  • г * " ’ *-
Алгебраічныя функцыі, у як іх  адсутнічае аперацыя здабывання 

кораня, называюцца рацыянальным?. а тыя, у якіх  гэта аперацыя 
прысутнічае -  ірапыянальнымі.

Усякую рацыянальную функцьпо можна прадставіць як адносіну 
двух мнагаскладау адносна аргумента х  .

Функцыянальная залежнасць віда ^ =■\ і х )  называецца яУ-
най. КалІ ж есць толькі судачыненне T (x ,f t )= 0  , якое звяз-
вав х  I ft , нявырашанае адносна f t  , то гэта судачыненне 
вызначае н як функцыю х . няяУна.



2. ЛІМІТЫ ПАСЛЯДОУНАСНЕЙ 1 $УШШЫЙ
2 .1 . ДІМІТ ЛІКАВАй ПАСЛЯДОУНАСДІ

Няхай кожнаму э натуральньгх лікау 1 , 2 , 3 , . . .  . . . .
адпавядае вызначаны л ік  ...........  , . . .  Тады кажуць,
што на мностве натуральных лікау ¢ 6 / /  зададзена пасля- 
доунасць $хп] , дзе ¥ п .€ М -
Пры гэтым Тп, называецца агульным членам лікавай паслядоунас- 
ц і .  3 апошняй роунаеці відаць, што паслядоунасць можна разгля- 
даць, як дЫскрэтную функцыго, якая зададзена пры цэлалікавых 
значэннях аргумента.

Азначэнне. Л ікй. называецца лімітам паслядоунасці *
пры уэрастанні / і  да бясконцасці, калі для усякага, як хочаш 
малога дадатнага ліку g  ,. знойдзепца такі нумар W (t)  
залежны ад £ , што для усіх  нумароу п, >>V будзе выконвац-
ца няроунасць I л , -  a / < £  .

Шшуць гэта так:

limtL Хп =  &
■ Vi/

( Ч і> 0  3  N=NCt) ~ ^ /К п ,> л /Се) I х* ~ л  I < I  )

[- і <  Zn-a < £ <=ь. о - £ <  хп < а  + £ , -v-n >  N fe)) .

Такім чынам, калі Існуе &'mZti=CL , гэта азначае, што 
для ¥  £ >0  можна указаць нумар Ы -  М(£) ,пачынаючы з
якога Усе члены паслядоунасц! будут належаць_£ __-  ваколлю_____
пункта .

Няхай { хп } -  { -fc J - f  1> £ ,  f  > ■" >

Дакажам, што £  *  0 -
tr-5>oo

- K f r P  l T . - e l - l - j r - ° l ‘ i c  <  6  *-*■ n > f

Ы -  l j - 1 -  цэлая чаетка ад ±
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Напрыклад, пры £ =  0 ,1 , ЬІ(€)~ 10; пры <? ~  0,01

U (i)  ~  100.
Адзначым, што не усякая паслядоунасць мае л ім іт . Напрыклад, 

паслядоунасць fz* jr =  {f-O *}  -  { -£ , і ,  1,
лім іта не мае.

Калі паслядоунасць {х„ }  мае л ім іт , то яна называецца 
збежнай. а калі гэты л ім іт не Існуе, ці роуны бясконцасці, то -  
разбежнай.

Паслядоунасць называеіша абмежаванай. калі Існуе л!к
С > 0  , што /х п I .< С -  ccnsi , ¥ п  6 / / .

Справядліва тэарэма Бальцана-Веерштраса:
3 любой абмежаванай паслядоунасці можна вылучыць збежную 

падпаслядоунасць.
Дакажам наступнуто тэарэму:
Калі паслядоУнасць мае л ім іт , то ён адзіны.
Доказ. Дапусцім, што паслядоунасць j # ,}  пры узрастанні П/ 

мае 2 розных лнміты: л-у<х> Э Хп =  Л, 7  8 , О Ф І
Гэта значыць, што для ¥  £  z v  3  { / = / / { £ ) ,
што для

насцей адначасова выконвацца не будзе. Атрыманае супярэчнасць 
паказвае, што наша умова аб Існаванн! двух розных лім ітау не- 
магчыма. Так5м чынам, калі паслядоунасць мае л ім іт , то ён а д з і-  
ны.

Справядліва наетупная тэарэма, якую прыводзім без доказу:
Усякая манатонна нарастальная (спадальная) паслядоунасць, 

абмежованая зварху (зн ізу ) . мае л ім іт .
3 дадзенай тэарэмы вынІкае, што паслядоунасць

I - &  I < €  l І Zn— ё I < £

КалІ узяць S z  і в~о I /&  _, то такая с'Істэма няроу-

мае л ім іт , таму што:
1- У Н €  U -  нарастальная;



I x „ l  < 3 -  паслядоунасць
.- I I  -

2. -Y-/г  £  N  ( 2 3 х » < з )  =#>
абмежаваная. На аснове тэарэмы Існуе

( u -  - jr T  =  2 , 4 * 3 2 # . . .
»-* «Э

Адзначым, што л ік  G  з ’яуляецпа Iрацыянальным I
шырока выкарыстоуваецца у матэматыцы I яе прымяненнях, у пры- 
ватнасц! л ік  е  служыць асновай натуральных лагарыфмау.

£оде  х  = f a x ,
I ' ■ -

Паміж ДзесятковымІ I натуральнымі лагарыфмамі існуе наступ- 
нве судачыненне

f a x  -  **—  х  О, 4 3 4 3  f a x .  
v f a  ю

2 .2 . ДІМІТ ДУНКШІ
Ад паняцця ліміта: паслядоунаеці няцяжка перайсці да л ім іта 

функцыі. Няхай функшя аададэена на некаторым Ін -
тэрвале, які змяшчае пункт Х —&.

Аэначэнне I . КалІ для значэнняу аргумента X  , бл ізкІх  да 
пункта х = х  , адпаведныя значзнн! функцыі -f-Sx) як хочаш ма- 
ла адрозніваюцца ад ліку 6  , то кажуць, што ё> есць ліміт 
■ffx) , калі х  Імкневда да cl , і пішуць

& т  4  М  =  ё.
-Рх-ь-а.

Зараз дадзім строга матэматьгчнае азначэнне л ім іта функцыі.
Азначэнне 2 . КалІ для - f  і  хО  можна знайсці дадатны 

л ік  F , заяежны ад £ , 3 = 3 (1 )  т а к і , што як толькі значэнні
аргумента здазальняюць няроунасці / х - а і ^  3  , то адпа-
ведныя значэнні функцыі будуць адрознівацца ад £  менш, чым на 

£ , г . зн. | $ (х )  - 8  I < £ . Тадн кажуць, што В есць л і-
МІТ jfrx) , калі х  —V a. I пішуць
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Pt/П. (2)
Vx-*a

3 Існавяння л ім іта (2) вкнікае, што функцыя <f=4 M  
азначана у некаторым ваколлі пункта х —А. , за выключэн- 
нем, мабыць, самога пункта х - в -  . Зось чаму Існаванне 
л ім іта  функхші у некаторым пункце есць лакальная уласцівасць 
гэтай функйыі у ваколлі дадзенага пункта.

КалІ х^>-&, , заставаючыся увесь час менш чым & , ! пры 
гэтым !снуе лім іт функцыі -f-fx) , то ен называецца лімітам 
злева ці левабаковым лімітам I азначаецца -J fa -O ).
(рыс. 2 .1 ) .  х-*в-о

Калі х - * а  г застаючыся увесь час больш за Q* , і пры 
гэтым існуе л ім іт функцыі -f-M , то ен называецца лімітам 
справа ці правабаковым лімітам j! /z )=  ёл  —
(рыс. 2 .1 ) .  х*»*о

Да гэтай пары мк лічым, што л ік і Л. 1 £, канцоуныя. Раз- 
гледзім  выпадкі, калі гэтыя л ік і могуць быць бясконцымі.

Удакладнім, што значыць в  (рыс. 2 .2)
Т-*- оо

Рыс. 2 .2
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Азначэнне 3. Калі для ¥ 8 x 0  ыожна энайсці такі дадатны 

л ік  М = М ( £ )  , што як толькі І х і х М  , to l-f (х) - в  I < £ }
г . зн. існуе & т f(r )=  в,

Удакладнім, што значыць рыс. 2 .3 ) .
Азначэнне 4 . КалІ для А/ х  О можна знайсці такі лік 

-  F(n) , што як толькі /т-а I < S ' , то І£(т)І >М  
г .  зн. існуе brrr f  (2:)=00

Тэарэтычнае практыкаванне. Сфармуляваць самастойна, што эна- 
чыць 3 -  00 ,  х -* я о .

Азначэнне 5 . Функцыя $=■£(*) , , называецца
абмежаванай на мностве 2> , калі Існуе л ік  С хО  , што для 

¥■ х  ё  S& l-f M l  ^  С . У адваротным выпадку f /x )  -неабме-  
жавана.

Напрыклад: — ■—1— ------------- ——  -------—------- —̂
$ = Н ітя: -  абмежавана для хеС -ю і& і) : I < (•
<•/ = е д х  _ неабмежавана для х й  (о,+<х>) : I едх |<  х>-

У ~  ^ 3' -  абмежавана для х е  (0,1 уЮ ) : / С^х I £  /•

КалІ 'Існуе канцоуны л ім іт &гл frx )  — € t r-*Q , фо функцыя у 
ваколлі пункта т —tZ- будзе абмежаванай. Калі М/я -f-/x) =&? , 
то~у ваколл! гтункта х —а. функцыя неабмежавана.

3. ЕЯСКОНПА МАЛЫЯ ЙУНКЦЫІ. АСНОУШЯ ТЭАРЗМЫ АБ 
ДІМІТАХ.

- 3 . 1 .  ШСКОНПА МАДЫЯ ФУНКШІ I IX УЛАСШВАСІІІ. 
Азначэнне I . Функцыя U— d fx )  называецца бясконца малрй



f  j j . cp-) , y ваколлі пункта X —<я, , калі яе л ім іт
пры х-ь-о . роуны нулю. .

Гэта значыць, што для ^  ® ^  ~  >
што для І х - а І <  £  =$» / х / ’х )  -  О I — l ° < f x ) l < € .

Аэначзнне 2 . Зункцыя -f-fx) назыввецца бясконца вялікай 
у ваколлі пункта x=^CL , калі frm.

Тэарзма I . Для таго , каб пры х ^ о  функцыя -fix) мела 
сваім  лімітам л ік  в  , г .з н . 0trrL-ffc)*r і ,  fx ^ r tL -h ) , неабход- 
на I дастаткова, каб яна была пададзена у выглядзе -р /х ) S+<t/z)
(2 ) , дзе З/х) -  бясконца малая функцыя у ваколл! пункта

Локаз. Неабходнасш». Вядома, што Існуе лім іт ( I ) .  Гэта 
значыць, што

¥- ? у О 3  S'— [пто як толькі іх -л .1 * -  £Г , то
I f f r )  -  £ І < £ .

Абазначым *[Сх)~£ — ot/x) (3 ) , тады (для ■¥ £  х о  9  О Ю  \ 
! х - а  І -2 F  —> U (x )  /<  f  oifx) -  бясконца малая функ-

цыя для х  ^  (о -  а+ & ) ■
3 формулы (3) —а». //¾.J -  4  fz )  ♦ што I трэба было да-

каэаць.
Даетатковасць. Вядома, што -{-(х) пададзена у выглядзе (2 ).

3 роунасці (2) вынікае, што -f-£x)-€  — Ы /х) . ПаколькІ * / x J -  
-  б. м. ф. у ваколлі пункта x  — (L , то гэта значыць, што 
для УХхО 3 хо  Іх-йІ < Г  =»• U/r)l<£
р  l f - ( z ) - S ( < £  Адсюль вынікае, што д  S u n  ■
Дастатковасць (2) даказана.

Тэарэма даказана цалкам.
Тэарэма 2 : Сума канцоунага ліку бясконца малых функцый 

есць функцыя бясконца малая у ваколлі разглядаемага пункта.
ЗаУвага. Сума бясконцавага ліку б.м.ф. можа быць, а можа I 

не быць бясконца малой фуняцыяй.
Тэарэма 3. Здабытак канцоУнага ліку бясконца малых функ- 

цый есць функцкя бясконца малая у ваколлі разглядаемага пункта.
Тэарэма 4 . Няхай <2/т) -  бясконца малая функцыя у ваколлі 

пункта r = cl , функцыя г(х )  , абмежаваная у ваколлі гэтага 
пункта, г .зн . іг(х)І<: С — cenft для -Ух€ fo-S,Oi-S),
Тады іх здабытак будзе бесконцы малой функцыяй у ваколлі пунк- 
та x = cl , г .зн . jtlr)=r xfx) . i f z )  — ■£x6(o~f,e-bT).
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Вынікі:
1. Здабытак двух бясконца малых функцый есць функцыя бяс- 

конца малая.
2. Здабытак бясконца малой функцыі на л!к есць бясконца 

малая функцыя, « '/ ^ .Г ^ б .м .ф . , калі С — ¥  c o n s t •
3. Функцыя, зваротная да бясконца малой функцыі, будзе 

бясконца вялікай.

( -& т  оі /х )  — О  )  4=£> { б  т . • — о о  ) ,
х-+а

3 .2 . АСНОУНЫЯ ТЭАРЭШ АБ ЛІМІТАХ.
Тэарэма I . Калі функцыі u(t) I гг(х) пры маюць

канцоуныя ліміты frm  u f o ) = A ,  trtСг)=в, -Рт-тгг.} І І )

то л ім іт алгебраічнай сумы функцый роуны алгебраічнай суме лімітау 
складнікау, г. эн.

( u f x ) ± r M )  -  ton , u f x ) ±  &/П vr/x) — & ± 8 -

Доказ. 3 Існавання л 'м ітау  ( I )  функцый u /x )  і i r f x )  
вынікае, што у заколлі пункта х —а. яны могуць бытдь пада- 
дзены у выглядэе

r f r )  ~  В  - t - ' / f r ) .u f x )  -  d  t- <■(/?) ,

ы / х )  і  f f r )  —
тзт

Саставім алгебраічную суму функцый, атрымаем 

U Сх) ±  r f r )  =  (y f+ o lM ) ±  ( В  + f M )  =  f c ± 8 ) + f r / x ) ± f { * ) ) .

Пераходзім да лім іту пры х  а.

■Ь'т, (й{х)±гг/т)) =  J  ± 3  =• &т х/х) ±  &sn trfr).
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Тэарэма 2 - КалI функцыі й/т) і і г М  пры х  

маюць канцоуныя ліміты ( I ) ,  то іх  здабытак мае л ім іт , прычым

&/TL (йМ - гг/х)) ~  6/п, t/fx) • £ m  r fr ) — • в .
far-* а Yx-za -Y*-*a\

Доказ. 3 Існавання лім ітау функцый ( I)  вынікае уяуленне (3 ). 
Таму i/fjT)- t r f x ) -  { £ + х /х ) ) >  / в +  f / x ) )  -  Л - в  +

+ ( A ' j & f x )  +  В -х /т )  + • e - t - f / x ) , ў р  f f c ) -

-  бясконца малая функцыя на аснове уласцівасцей б.м.ф.
Пераходзім да лім іту пры

&т, (u fz)' tx(x)J — d r & — fa/n tf f z )  • A m  ix fe)’ 
■Yt -z q  Yx ^ q

Вынік. Пастаянны множнік можна выносіць за  энак л ім іта .

■&Ш ( С • t / f x ) )  — Q . fam - U fx ) -
fX -^ 4

Тэарэма-3...Няхай існуюць канцоуныя ліміты ( I ) ,  пры гэтым 
g  Ф О  , тады л ім іт дзелі роуны дэелі ад л ім ітау , г .зн .

fa m
-bc-ro

tefx) _  £
rfx ) б

f a n  i t f r )  
4

0 m, rfx)
, 6 ФО.

Доказ тэарэмы 3 аналагічны доказу тэарэмы 2.
Заувага. КалІ пры знаходжанні л!м!тау выразау ( f f x ) ^ v / T ) t 

і/ ( т )- ш(т), u fx )  /  r / х )  парушаны умовы тэарэм I -  3 , то у зн і- 
каюць таіг званыя нявызначанасці віду : -2~ ; £2~ • С‘<х> [ <х> -  сзс, 
як ія  патрабуюць перад знаходжаннем лім іту дядатковых пераутва- 
рэнняу.

Тзарэма 4 . Калі адпаведныя значэнні трох функцый t/fx )  , 
г / х )  . v f r )  задавальняюйь няроунасцям c/f.г М  -г /х )  <_ гх /х )  

для х  е  ( ег -  £ , a  -t- f  )  ! ліміты  функцый t r f x j  I



v ( * )  пры х - ь а *  роуны 4  , to I Ь 'т г(х )=  ¢, -Vx-*a.
У праудзівасці дадзенай тэарэмы пераканаемся э геаметры^- 

ных меркаванняу (рыс. 3 .1 ) .
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Тэарэма 5 . Калі -$ (x )> D  I Існуе канцоуны ліміт 
fcm - fix )  ~  $  > т о  & *  О •

■¥яе->а
Тэарэма 6 . Калі u M  £ ггіх)  длЯ -Ух ^  f a - f ,  &■*■$)

! Існуюць ліміты функцый, to Sim  i / f r )  ^  Sim , v C x ) .

Такім чынам, пры пераходзе да лім ітау у няроунасцях знакі 
няроунасцяу захоуваюцца.

Тэарзма 7 . Усякая манатонна нарастальная (спадальная) 
функцыя, абмежаваная зверху (зн ізу ) , мае л ім іт .

3 .3 . Першы I друг? грунтоУныя ліміты.

Справядлівасць зазначаных ніжэй лім ітау будзе даказана з 
дапамогай правіла Лапіталя, якое разгледзім  у дальнейшым.

£ і п х  j  
/. і х т ,  ----------  — -і  .

¥ х -* о  х

Выяарыстоуваюць пры раскрыцді нявызначанасцей в!ду —  .
Ппыклады:
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,. ton = Km .5 - ,S-Hm ,5 :, ,5
Y z-* 0  x  ® ' x -* 0  S x  т-?0

f t m
дг-?£7

jyt? S' 7Z 
ЗглЗХ. 1 o j  r ^ n

S'- 4гл 3~X 
SiC

r * o  3 . fi/> g g
3 x

s~ 1
5  ' 1

J T
3  '

ДругІ грунтоуны л і м і т  выкарыстоуваецца для раскрыцця ня- 
выэначанасц! віду ( 1 00 ) .  Яго можна запісаць так

J im . ( 1 + £ ) *  ~ е  -¾ Jty ? * * * * -  ’
Х -^о о

а£о
£ т  ( і + л М )

°і/х)-+ о

г
Ы .(Т ) = е .

Лрыклад.

.Х ./ -2 )  s  ~ т \ ~ г

#т 0 - i f  & "1 (1~Іг) = f - f )  1  =
-л

-  €  ■

Адзначым некаторыя важныя ліміты.

*  &\ 071 /* + х )
т  

х -> о
«  1  ■ / .  & т  — — -  =  0ft a  ;

Х -70  Я-

& *. " is L z L ^
?c^rO

3
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4. ПАРАУНАННЕ ШСКОНЦА МАЛЫХ ЙГНКЦЫЙ._ЛЕПАРЦУ- 

НАСНЬ ФУНКЦЫІ. ПУІіКТЫ РАЗРЫВУ ♦
4.1. ПАРАУНАНКЕ елсконііа малкх ш к ш й .

Няхай d(x) і />(*) -  б.м.ф. у ваколлі пункта ,
iftn oifx) - О  , вс'гг? л(х) =  0  , Параунаць такія функцыі -УЗС-ЭОзначыць знайсці ліміт Іх адносіны пры

Азначэнне I . Бясконца малыя функцыі оі/х) I ^ / х )  на- 
зываюцца б.м.ф. аднаго парадку у ваколлі пункта х  ~ cl , ка- 
лі ліміт !х адносіны пры x-> £L  роуны ліку, няроунаму 0.

Азначэнне_2. ^ункцыя d(x) называецца б.м.ф. больш высокага 
парадку, чым fi(cc) у ваколлі пункта х  f калІ лім{Т ад_
носіны оi f z )  да у$(х) пры х -> 4 ,  роуны нулю<

tim, =  Л ФО.
d (x)

В М -  0 ( d ( x ) ) *уш Х-^а, Л70*йу iu/яо f / x )  _  - г
оі/х) л

Азначзнне 3. Дзве б.м.ф. d/x)  I J3(x) 
валентнымі у ваколлі пункта х ~ CL , калі 
пры х  -> Д, роуны I .

ч3 ІХ'  называюцца экві-
* калі ліміт Іх адносіны

СправядлІва наступная тэарэма:

та X - CL- былі эквівалентнымі, неабходна
Для таго,. каб дзве б.м.ф. d/x)  і

,XJ у ваколл! пунк- 
‘а 5 дастаткова, каб
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Іх розніца была б.м.ф. больш высокага парадку, чым
f i t * )

Доказ. Няхай, напрыклад, el ¥*) - f i t * )  *  ° t f i / * ) )  

d (x) — f i  /*) +- o ( fi /*) )  /yut ac

I . Неабходнасйь. Вядома, што 

c l / * )

V' / х )  ЦІ

*-*■4
o t tx ) f i t * )

£Ст
¥ x ~ ^q  fi>fx)

=  1.

Разглядзім

¥z-+a f i t * ) Х=ГС{

-  fcm. _ /  =r 1 - 1  — 0
x=r& ,

a t M - f i f * )  =  o ( f i ( * ) )
Z-?Q f i (X)

2. Дастатковасць. Вядома, пгго J .M -  f i t * )  
Адсюль вынікае, пгго

' f f i  t*>)

J>, * / x )  .-ы п  — -  ~  1 =  О 
¥z -ro f it* )

<¥/*) f i f a )  .  •

->t i n  = 0
¥z-*a f i t * )

is) “  1X +Q fi'*>
ЗаУвага. 3 роунасці (-*) вынікае, пгго функцыя fit*) з ’яу- 

ляецца галоунай часткай функцыі ¥.(*) у ваколлі пункта *= & ..
Вынік. Пры вылічэнні лімітау бясконца малой функцыі можна 

замяняць на эквівалентныя б.м.ф., якія больш простыя.
Няхай r-*q  . х-+о

оifz )  <*+ tx )  ,
тады

f i t * ) f i t / * )

i n  m l  ,  i n  m i .± m . m i  = / .  e—  1
¥x-*a f it* )  ¥*-*4 ^ t x )  f i f x )  f f x )  f i ,/ z )

Зазначда наступныя віды эквівалентных б.м.ф. прЫ *  _*■ О I
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x  ~  х  ;  tin, S~x ~  ;  ігў x  ^ x  ; ~ *  ’
x - f / j

c v u tir ffx  -~oc ;  -(¾. { i + a c ) ^ x  ; l - c o i x *  / A  '

Лрыклады. Выл!чыць ліміты:

tim .
X-*o

* ? ± L  = ( S .  ) . t i m
-hn Э Х  ' 0  /

5¾
JjC

iS/T-Z,
x~+ o

( * ( < + * )  _ / _ £ ) _  t „  _ £ ______Х « й ^
-  /  o J - Z S - ~ ^ *

4.2. НЕПАРЫУНАСІГЬ ФУНКЦЫІ.
Будэем лічыць, што функцыя y  = f~(x) вызначана у 

пункце ^  =  До I у некаторым ваколл! тэтага пункта (рыс. 4.1).

Рыс. 4.1
д х - х - Х о -  прырост аргумента, ~ -f^Xo-f- Л х )  ~  А -^У —
*  :■{-№) -  Jface) -  прырост функцыі.

Азначэнне I . функцыя у. -  -f/z )  называецца непарыУкай у 
пункце -х — Хс , калі бясконпа малому прырссту аргумента ад- 
павядае бясконца малы прырост функцы!.
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t m .  л й = 0 .
■Улзс -ч’О

Запішам роунаець ( I )  больш падрабязна:'

Ь'ггь (  -f-fxo + л х )  -  -f-fzo)) =  о ,
ЛХ-*С>

Ь т . ffxo + д х )  SP*>) а$о &'пь fix).-//&}■
¥ х ^ Х о

(I)

( 2 )

Азначэнне 2 . іункныя наэываепца непарыунай у
пункце х  — Хо , к а л і:
1. яна вызначана у пункце т - Х о  '
2. існуе л і м і т  &/7і  f i x )  — 6  , х  - * Х о ;
3. -I (Хо) — £ — Clsn f- /x ) .' Эс тХ,.

3 роунасці (2) вынікае: Каб знайсці лім іт непарыунай функ- 
цыі пры х- —*■ Хо , дастаткова у выраз длк функцы! замест 

х. падставіць яго лім ітнае значэнне я%>

■fom. f i x )  — -f- (  Сі/п, х ) .
V x -^яс  fx - r x o

Азначэнне 3. Функцыя j f - f i * )  , непарыуная у кожным
пункце Інтэрвала ( Q, , в  ) ,  называецца непарыунай на Інтэр-
вале ( a  , ё  ) I абазначаецца 4 (х )  £  £ . ( а ,в )

Азначэнне 4 . функцыя у =-f fx)  непарыуна на адрэзку
[о ,61  , кал і: I ,  яна непарыуна на Інтэрвале ( a , ё  ) ,

2. ІСа) = K m  f f x )  3. 4 f t )  -
tc-ra-t о 1 х-гб-о

Адзначым, што усе асноуныя элементарныя функцыі непарыуны
У абсягу евайго вызначэння.

3 азначэння непарыунай функцыі І адпаведных уласцівасцей 
лім ітау вынікае, што:

1. сума, рознасць, здабытак канцоунага ліку непарыуных 
функцый еець функцыя непарыуная;

2. дэель двух непарыуных функцый есць функцыя непарьгуная 
там, дзе назоунік няроуны нулю;
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3. складаная функцыя, якая складэена з канцоунаса ліку не- 

парыуных функцый, есць функцыя непарыуная.

4 .3 . ПУНКТЫ РАЗРЫВУ.
3 азначэнняу 1 - 2  вынікае сцвярджэнне:
Для таго , каб функцыя %= была непарыунай у

пункце х  = хо , неабходна I дастаткова, каб выконваліеь 
роунасці:

4 (х о -0  ) * { ( г . + 0  ) = { ( * » ) ,  (2)

Дзе f f z e - o )  = І і т  $ [х )  "  л ім іт злева,
Х-*Хо- 0  (3)

4 ІХо+о)  -  Um.  -  л ім іт справа.
Х - * Хс,-+0

I .  Дапусцім, што Існуюць канцоУныя аднабаковыя ліміты (3 ), 
аднак парушана адна з роунасцей (2)
1. Калі -ffaco-0) = -f-fxc + O)  #  l (* o )  , to y пункце

x. =  oco разрыу скасавальны (рыс. 4 .2 ) .
2. Калі і ( х о - о )  Ф  {(z<,-hO) =  +(хс) . то 7 пуннце

Рыс. 4 .2  Рьіс, 4 .3
У абодвух выпадках кажуць, пгго функцыя маз у пункце х - Х о  

разрыу першага роду.
П. КалІ хаця б адз!н з аднабаковых лім ітау (3) ператвараец- 

ца у бясконцасць, то кажуць, што у пункце х  ~Хо  функцыя
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мае разрьіу другсга роду (рыс. 4 .4 ) .

4 .4 . УЛАСПШСШ ВГНІШ :. ІіПТАРЬгУНЫХ НА АДРЭЗНУ.
I .  Усякая функцыя u = е  <С І а >Ы дасягае на

адрэзку свайго найбольшага ! найменшага значэнняу
(рыс. 4 .5 ) .

ПЬ =а п й ю  £(с),

М= woa: fftc) *-£&) .

Рыс. 4 .5
ЗаУвага. Адзначым, што непарыуная функцыя, зададзеная на 

інтэрвале ці пауінтэрвале мо*а 1 не дасягаць свайго найбольшага 
і найменшага значэнняу.

х
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Напрыклад, функцыя на Інтэрвале (0 , I )  не

дасягае свайго найбольшага і найменшага значэнняу (рыс. 4 .6 ) .
2. КалІ функцыя у = f f x )  £  £ і а , в З  , на канцах адрээка 

Id ,  6 ]  прымае значэнні розных знакау, г .з н . 
то унутры адрэзка знойдзецца хаця б адзін  пункт z  = c е  ( а , € ) ,  
у якім функцыя ператвараецца у нуль (рыс. 4 .7 ) .

Ркс. 4 .7
3. Няхай функцыя е  < £ [ a , e J  » на канцах

адрэзка прымае няроуныя значэнні -f(a)-A,  -  В , А ф  6
Тады для У Я G ( A , &) Існуе хаця б адзін пункт de(a,€) 
т а к і , што = (рыс. 4 .8 ) .

Гэта значыпь, што непарыуная на адрэзку функцыя прымае 
усе свае значэнні запар.
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ІШЗРЭНЦШЬНЙЁ ЗЛІЧЭННЕ ЗУНКШй АЛНОЙ 

ДЕРАШШАЙ.

5. ШТВОРНАЯ аУНКЦЫІ. АСНОУНЫЯ ТЭАРЭШ 
АБ ЕЫТВОРНЫХ.

5 .1 . ЗАДАЧА АБ ІМГНЕННАЙ ХУТКАСШ МАТЭРЫЯЛЬНАГА 
ПУНІуГА.

1 AS *1

Раэгледзім матэрыяльны пункт, як! рухаепца прамалінейна. 
Заксн змены шляху ад часу вядомы s-= sh -)  . Да моманту—
часу -Ьо адлегласць, якую пройдзе матэркяльны пункт, будзе 
рсУна $<, ■=:$(+<,) , а да моманту часу
Значыць за л±  будзе лройдзена S,-Sc> — AS=sfeo+At)-sf£0).

Сярэдняя хутнасць руху за  час Л-Ь irej/p -  A S  / a  ~Ь ■ 
Пераходзім да л ім іту , калі & 4 - ^ 0  , атрымаем Імгненную
хуткасць у момант часу 4о :

Ч *г ^  = &TL %АІ^О
cap £ іт

й-і-^о

S f i o і) - S (іо) 
А~Ь

( I )

Такім чынам, задача аб знаходжанн! Імгненнай хуткасці пры- 
водзіць да неабходнасці вылічаць ліміты спецыяльнага в!ду ( I ) .

ЗаУвага. Зусім аналаг'чна паказваецца, што с іла  току t f  у 
дадзены момант часу ~Ь вылічаецца па формуле

У:LJUZ -  ііт . Усл =  -tim ,
г  4-l-*c> A t ( 2 )

дзе ^  -  (^) -  колькасць электрычнасці, якая праходзіць
праз папярочнае сечыва гтравадніка у моыант часу -Ь .
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5 .2 . АЗНАЧЭННЕ ЗЫТЗОРНА .̂

Разглядзім адвольную непарыунуга функцыю ^ = $(т) . Да-
дзім  z  прырост х  I знойдзем значэнне функцыі - f fa+ax) .
Вылічым прырост функцыІ A y  =  4 (x~h л х )  ~ -ffx) , Зозьмем 
адносіну прьгросту функцыі да прыросту аргумента

&Ц- _  4 / т +азс) -  4 ( х )  
ax: ~ азі

Азначэнне. Ліміт адноеіны прыросту функцыі да ггрыросту ар- 
гумента, калі апошні адвольна імкнецца да нуля, называепца вы- 
т.ворнай функші ^  = У пункце з абцысай х.  I аба-
значаецца

0 і х
р . А Ч~
Сть ----- -

Va z ->o й Х ¥ах-*о

4 (т+ах) —f(*) 

АХ.

Функцыя, якая мае вытворную у пункце X. , называецца 
дыФерэнцавальнай у гэтым пункце. Значыць формулу ( I )  можна пера- 
пісаць наступным чынам

(3)

Формула (3) выевятляе механічны сэна вытворнай.
Фсрмулу (2) можна перапісаць наступным чынам

Уіа/г ~  f  ^ ) -  (4)

Формула (4) выевятляе фізічны сэнс эытворнай.
У агульным выпадку вьггворнан есць хуткасыь змянення функцыі

У дадзеным пуккпе.
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5 .3 . ГЕАМЕГРЫЧНЫ СЗНС ЗДВОРНАЙ.

Дадзена некаторая крывая. JU0 -  фіксаваны пункт, М  -  змен- 
лівы пункт. Прамая МоМ  назкзаецца сккучай (рыс. 5 .1 ) .

Няхай пункт М  Імкнецца да пункта JJo , застаючыся 
на крывой.

Азначэнне. Лімітнае станов’ шча сякучай МоМ , калі 
J/ -> Мо уздоуж крывой, называецца датычнай да крывэй у пунк- 

це Мо
РазгледзIм у прамавугольнай сістэме каардынат лінію, задад- 

зеную урауненнем ^  - f f e )  (рыс. 5 .2 ) .

Рыс. 5 .2

Мо(Хо, і (Хо))  , М Схо + ЛХ, J-fo + AX)) 

J-(Ze + & х )  -  -ffco) ~

= 4оФ -  тангенс вугла пахілу сякуяай. 
д х  “ о '
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лз2 о  , JU -*■ Мо

І іт  Л *  = ; u ' = - f V x o ) = - % o i = A г
лх->о ЛХ. 4 ^ М о  ™ *

Такім чынам, вытворная у пункце есць тангенс вугла пахілу 
датычнай. г .з н . вуглавы каэфіцыент датычнай да л ін іі ^  =-f£cJ 
у пункце ЛоСго.-ГСхо)).

Запішам урауненне датычнай да л ін іі  у пуннце Jlo

^ - 4 ( х о ) ~  $ (х о )-  ( х - Х с )  , 

урауненне н а т а л !  да л ін і і  ^  = ^(т) у пункце Мо :

і - * ы ‘ - г ь л  І х - * ° у  ,

Заўвага. Эканамічны сэнс вытворнай.
У эканоміцы уводзяць ¥  =  у (У )  -  функцьпо дьіскантаван- 
ня, якая улічвае паніжэнне ¥'(+) < 0  (павелічэнне f 'fe )  >0 ) 
якасці прадукта па меры яго захоування.

5 .4 . СУВЯЗЬ ПАМІЖ ДЫФЕРЭНЦАВАДЬНАСШ I

НЕПАРЫУНАСШ) ФУІІКШЙ. ' .

Кал! Існуе вытворная - f ' ^ )  , то функцыя -£(х) называ-
ецца дьдЬерэнцавальнай у пункце Zo ; калі функцыя дыферэнцаваль- 
ная у любым пункце Інтэрвала, то яна дыферэнцавальная на Інтэр- 
вале.

Тэарэма. Кал! функцыя дыферэнцавальная у пункце хо , то 
яна непарыуна у Ім.

Доказ. Дадзена, што Існуе f  (хо)  , г . зн.

$'(Хо) =: бяг — ^=^- 
+дт-*о

—  =  ^ '(хо ) + сі f a x ) ,  ў у г  u ( a z )



б.М.ф. ГфЫ Л Х ' - ^ ' С

Ay = -f'tic) ■ AX. + U СЛ£) - AXL

і і т  Д Ц - 0  $  =-ffx ) ~ непарыуна пры х -Л ч , •
а*-*0

Вынік. Разрыўная у пункце з® функцыя не мае вытворнай. 
ЗаУвага. Адваротнае сцвярджэнне, што функцыя, непарыуная 

у пункце, дыферэнцавальная у Ім, наогул кажучы, памылковае. На- 
прыклад, функцыя ў - l x l  непарыуна ва усіх  пунктах. У пункце 

Х о - 0  Існуюць левабаковая I правабаковая датычныя, а агуль- 
най датычнай у пункце зй> -  0  няма.
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Адэначым, што існутаць усяды нвпарыуныя функцыі, нідзе не 
маючыя вытворнай.

5 .5 . АСНОУШЯ ТЭАРЭМЫ АБ ВЫТВОРНЫХ.
Т эарэма.I. Вытворная ад пастаяннай функцыі роуна 0.

^ =  С = c o tu t у  1 =  Р  .
Тэарэма 2 . Пастаянны множнік можна выносіць за знак выт- 

ворнай.

ў  — С'-^Гх) ) С =  court — £> ‘ - ( ’f a ) -

Тэарэма 3 . Вытворная ад алгебраічнай сумы дыферэнцавальных 
функцый роуна алгебраічнай суме Іх вытворных.

у = й ( т ) ± і г ( т )  ==> « ' М  ± г г ' ( л ) .
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Тэарэма 4 . Вытворная ад здабытку двух дыферэнцавальных 

функпый роуна суме здабыткау вытворнай ад першай функцыі на 
другую I першай функцыі на вытворную другой функцыі.

у  = Ufx)-Vfx)  =$>■ у '  — u'fz)- r fa )  +  t/fr ) , Tt Yx ) .

Тэарэма 5 . Вытворная ад адносіны двух дыферэнцавальных 
функцый роуна дробу, назоунік якога роуны квадрату назоуніка 
дадзенага дробу, а 'л і ч н і к  роуны розніцы здабыткау вытворнай 
лічн іка на назоунік ! вьггворнай назоуніка на л іч н ік .

ufx)
t r f z )

u  Yx)- tr fz )  -  ufx)  • V Y z ) ^ ф 0  
ir* fx )

Доказ гэтых теарэм аснаваны на азначэнні вытворнай і адпавед- 
ных тэарэмах аб л ім ітах.

Доказ тэарэмы 5 .

* Pfc) ~ Дыферэнцавальныя функцыі , & (х )ф О . 

, , . / > u fz + A r )  u f x )  u f z ) r A U

</Сх) ufx)-tr/x) -r trfz)- ALT- Ufx)-Zrfx) -  Ufx) ■ A ТУ _ 
~  Vfx) ~ (тг(х)г& v )'  r Y * r

__ Trfx)-AU - й М - Л У '
(  lr(z)-h6 Tr) ■ V  f z )

t i m  — fcm .
4 *2Z лaa'-9-q AX-*o

irfz)- “  -  ufx) 'лх.
( v ( x )  + A i r ) -  Z f x )

H t ) ■ fUm  —1Г(Х) tXrn A X  AX-fO
A i r

Ay-^p AX-tO AX  _

V -fr)- ^  ( Г М Г А Т Г )  
AZ-rp

U Yx). Trfr)-ufx) •tr'fx I 

r * - f* )
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V (z)  -  дыферэнцавальная v /x )  _ непарыунак функцыя

( TTf a) +A тг)  -  fa) -h Sf / n a i r  =  I T fa) . 
Y-л х -^ о  •^ая'^о

ЗаУвага. Пры знаходжанн! вытворнай ад дробу віда u fa ^  
зручна карыстацца правілам: С

)  1 =  С -L. (/fa))' -  ±- U 'fa), Оф с= ceart •

6. ШТВОРНЫЯ АД ЭЛЕМЕНТАРНЫХ СЮІІШШЫХ 

I НЯЯУНА ЗАДАДЗЕгШХ ЗУНКШЙ.

6 .1 . -ВЫТВОРНЫЯ НЕКДТОРЫХ ЭДЕМЕНТАРНЫХ ШШЫЙ.

Справядлівы наступныя формулы:

’ • з = х
у '  — п  X  Л ~* П £  / / .

£  у  — - f i n X й х х

3  у -  CZJ X у '  =  -  *г / 7Г

нIIч

/ - ' * + F « * - *
ц !  =  ------- , % Ф  КІ Г  ,

о  '

Дакажам адну з !х. Няхай u =  frn Z  , Дадзім аргументу 
прырост АХ  , тады функцыя • й зменІцца на велічыню л , 

=  * І Л ( х  + а х )  -  *Ьтх . Па аэначэнню
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Ч Ь ' т  
0 .і-- а х  Улг-*о

iir ifz+ A x) -}і/]Х

V* т+о ДХ
Р— н т  

■P/iz-fo
----- -£ ______ £ ___

A X

ій г
а х

к т . ■ Ь 'т . a t / r +  / 'A t r / й ж / д . ,  £ 5 ) ) _
Н * ~ о  * г  *‘ г ~ °  « , /

—  і-  С4І7С. ( t i f ? x ) ,=  W Z !

Птзыклад. Знайсці вытворную функпыі

u = i t + i x * +  U s .
v  3  X*-

—~-—■ ■ x "̂ — J  Х'~Ьох
y '=a 3  х ч

-  w x *  -  i ------
'  1VX ~ T ^  X * M * X X 3

6 .2 . ШТВОРНАЯ СЮІАДАНАЙ ІУНКШІ.

Няхай y =  4 ( v )  , ў З ?  * - Ч > М ,  * .?*• ў =  ■?№ *))■

Адносіна функцый у  — fS u)  I Ч - f / x )  будзем лічыць, 
што яны дыферэнцавальныя у разгледжаных абсягах. Пры гэтым функ- 
пыя у' — 'Pfx)  называепца прамежкавым аргументам.

Сапраудка наступная тэарэма:
Вытворная складанай функцыі роўна вытворнай гзтай функйьЛ—  

па прамежкаваму аргументу, множанай на вытворнуга прамежкавага 
аргумекта па незалежнай пераменнай.

jfic ( I )



Дскаэ. Дадзім аргументу х  прырост лх. , тады функцыя 
if .г if/т) атрымае прырост ац  , што зыкліча змяненне фун-

кцш на велічыню . Па умове функцы! !
дкферэнпавальныя, зчачыць яны будуць непарыунымі 

у разгледжаных абсягах, а гэта значыць, што бясконца малому пры- 
росту Іх аргументау будуць адпавядаць бясконца малыя прыросты 
функцый: / а х  —> О ) U —> о ) -> О) •

Па азначэнню
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? ) = {tm =  fi'm .
jj A X
¥ a T '* o ¥ат-*-о AU

fu n . ■fan
A U

A U^ O A T -*0 AX

/ -  А І/ _U/П ---------  н т . —— * й /п  -----
¥ АТ-ГО А ¥аХ-*0

ГІ- ^

што I трэба было даказаць.
Прыклад.

j c -  f 3 z s )  } у  =  ё і & й , j j e  й - З х ^ .  

у ' х  -  c tx u  • 15~z v -  / З х *

Заувага. Аналагічна вылічаецца вытворная ад складаной 
функцыі, якая састаулена з ланцужка у тры і больш функцкй. 

Няхай у = Т М , тг= </>¥*) • Тады

/ . ./ / / са—/ /> / /
У х  — <f «  ' Т v  * *~х -  ^  ’ /гг  ' .

/  J  <=*-/ . J
( 2 )

Прыклад.

у  -  ^  f J x * )  ~  { c ty  f J x * ) )

. /  _  z  sJ ry t- /jr* ) . ~~ 1 , i ¥ x 6 -  -  *)
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6 .3 . ЗЫТВОРНАЯ ЛАГАРЫФМІЧНАЙ аУНКЦШ.
Няхай . _ . v Пакакам, што

у  = -2— £св <? е  — —L—  . 
д  х  *  z f r i&

Доказ. Дадзім аргументу z  прырост л х  , тады функцыя 
f  атрымае прырост

f r + й х )  ~ f y a * -  6 $ а  4 £ )  -

f

jf'st- &'»г ~ ^ =  ~ г ^  (і+  =  Д г .  f y J U j r )  ”

*  ***-*<? Л;Г '

f
-  £ п ь  ( 1+ A*~J *  -  &>ЛЛ 

■̂ а т -*о  х  "
& / п  f r + j r )

X - . J -  а* z

-  €> * ■ ------ L
— X a € ...«=

4У-?& 

/
&і а.

Заўвага. Адзначым, што гтры доказе формулк для вытворнай 
мы акрамя другога грунтоунэга л ім іта выкарысталі тый факт, што 
пры знаходжанн! л ім іта непарыунай функцы! аперацыі знаходжання 
д ім іта I функцыі можна мяняць месцамІ.

З ш ік . Няхай °  ~  е  >
-*■  / = £

/  Ргг * }  1 — ■

Сярод усіх  лагарьтфмічных функцый вытворнал адттатуральнага 
лагарыфма найбольш простая.
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і.4 . ЗЫТБОРПАЯ ЗУНКЦЫІ У=А,ІХІ  X ФО
<7 *

(̂Р і)  =  ”  ) Г *С ?
&<

Д оказ. I )  Калі Х > 0  } l z  ^ ~ Рп Z  ■**

> г э т а  д ак а эа л і раней .

і ) х < 0 ) } а с | - - а г , у  =г 0 п ( - х )  у=&<й . ,  й -= -~х ,

6 . 5 . -ШТШРНАЯ ПАКАЗНІКАЗАй ШУННПЫІ.

Няхай ) с  < о Ф 1 ,  t тады £  fo cx ■

Доказ. ^  = qZ  => -  х  ■ 2п.а,
Прадыферэнцуем гэт у  роунасць э у л ік ам , што ^  есць функ- 

цыя ад  х

у 'х  -  $  'Ь м -  ~ а х  

( а х )  — а х> hva-

Вынік. П ш  -г-
~  а ~ е  £ -  е  -*■ (<*■ )  =■«  ■

6 .6 .  ВЫТВОРНАЯ СТУПЕНЕВАй ШУНКНЫІ.
Няхай , +К G IP- —І>

(х 'У  ~  к - х ”' 1.
* *

н -і
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I - * *

£n ly j =• ft #ц і х  I =£”

а *  ЗГ 7 ~ 5" х  ~

Іу  I - І х *  1 -  І х і * '  =4>

/Т . X
п - 1

Прыклад.

Iч г
-  X

у ' = ~ т х ~3  « ■ - 5 ^

Заувага. Калі патрабуецца знайсці вытворную ад етупенева- 
паказнікавай функцы! y = t f ( z )  > то спачатку гэту функ-
цыю лагарыфмуюць, а пот,ым дыферэнцуюць.

прыклад. co fx  / п
t = x  , Z ХО , у  « Г

=■ £<У;Г ' 1̂ 7 ЛГ ' / л :  = - і г П Г -  fat* + —£ Г
/

^  ( - l i n z - f a x +  —  -  х * * *  ~ г ) -

6 .7 . ВЫТВОРНАЯ АД ФУгІКШІ, ЗАДДДЗЕіАй НЯЯУНА.

Няхай ў  як функаыя ад зададзена няяуна урауненнем
)  ~ О  (3 ). ДДя таго , каб знайсц! вытворную у'х  ,

трэба прадкферэнцаваць •абедззе частк! ураунення (3 ), улічваючы 
ярьі гэтым, што ў  есць функцыя ад х

Прыклад. Зкайсді ч'х  улічваючы, што /  як функцыя ад 
х  зададзена у няяуным выглядзе Урауненнем
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сг3 ч-ecu y +■ tinx + e  y = 0 ,  $ —ft*)-

3x*~- t i n y  jj'x Cdx ■+- jj'x —0 -

$ x  i f f) ~  -  { З х *  - h c o i x )

n d x

З х ^ + с м х

* 4 f  -  * r

)

7. АЛВАРОТКЫЯ I ПАРАМЕТРЫЧНА ЗАДШЕНЫЯ ШУККПЫІ 
I IX ШЕРЭШВАННЕ.

7 .1 . АСНОУНЫЯ АЗНАЧЭННІ.
Няхай на адрэзку Г<зг ё 1  з а дадзена непарыуная-манатонна 

карастальная ці манатонна спадальнак функцыя ^  -  f ( x )  ,
пры гэтым £ — -^Са) — с , ^ d  , Праз непарыунасць
і манатоннапць функцьіі $ -  кожнаму значэнню х е С о , ё  J
адлавядае адно вызначакае значэнне ^ е l c , d Л (рыс. 7 .1 ) .

■ ^ х е іо Л 'З  З 1.

->-Х

Ptte. Ч -і
Праудз’ва таксама і адваротнае сдвярджэнне: 

кожнаму адпавядае адно вызначанае значэнне
£ £  La, . КалІ лічыць -  незалеяным аргументам,

то х  будзе функцыяй ад ў  .

х  =  * ( у )  , % е  1 с  ’ '
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ФункцыІ ^ = j jc «  ' f( t f)  назызаяцца узаем-

на адэаротнымі. На гілоскасц! x O f  узаемна адваротныя функцыі 
у~{ /т)  І х  -  Ч>(&). вызначаюць адну I тую крывую лінію 

(рыс. 7 .1 ) .  Кал! урауненне функцыянальнай залежнасці ^  — -$-(х) 
можка вкрашыць адносна X  , то мы атрымаем выраз для узаем- 
на адваротнай функцы! x  = f ( f t )

Заўвага. Калі у роунаеці — f ( $ )  замяніць месцамі
X і , ТО функцыі ^ = і будуць вызна-

чаць графік! розных л ін ій , сIметрычньіх адносна бісектрысы I ! Ш 
каардкнатных вуглоу (рыс. 7 .2 . ) .

Напраялад,

7 .2 . ЗЫТЗСРНАЯ АДВАРОТНАЙ ДУНКІ1Ш.
Тэарэма. Зытворныя узаема адваротных функцый адваротны па 

велічкн!.
Доказ. Будэем лічыць, што Уэаемня апваг.отння ЛункпкІ г ^ х) 

і дыферэнцазальныя у сваіх  абсягах вкзначэння. 3
дыферэнцавальнасці гэтых функцый вьгнікае Іх непарыунасць, г .зн . 

( а Х ' - ^ о )  (  ( л у )  —> о  )  .



y'/z)= &ль — —f— ~  '--------——
" AT- f̂O a x  **-ro гм-*о _ £ ?  ///¾ —

7 Ai f  y * o  *Jf
1 } а с '/у )Ф О .

zVjf)

Такім чынам, 
даказаць.

/ /
/ ^ TCy ФО} што 5 трэба быяо

7 .3 . АДВАРОТННЯ ТРЫГАІІАМЕГРЫЧНЫЯ Ш КШ І I 

IX ДЦ̂ ЕРЭНПАЗАННЕ.
. Г Ж Т 1I .  Разгледзім функцыю Z - h / t t f  . На адрэзку jj £ l z  ' 2- ->

яна манатокна нарастальная I мае узаемка адзаротную фуккцкю

/AV ft/? Z  ) 1

/ і ~ х л  '
) ¥ х  ( - 1 , 1 ) .
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Доказ. Запішам дэве узаемна адварстньш функцыі (Уьсіілх.

'  х =  tiny-
3 тэарэмы аб дыферзнцаванні гэтых функцый вынікае, што

jj'x =  ( a i x t i n x )

1
, / х / <  1.

1

2. Функцыя X  — С&ў ддя ў  £ l e , y J  манатонна спа-

Тэарэтычнае прантыкаванне. Дакаэаць самастойна, пгго

у /  = { а ь с ш х ) 1 ~ -  ■ — > 1 x 1 * 1

3. Функцыя ОС= Iffў  манатонна нарастальная для jf £ ' х >
І мае узаемна адваротную функцыю 4,= а г̂сТўХ , якая азначана 
для усIх х е £  (рыс. 7 .5 ) .
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Доказ. Паколькі -узаем-
на адваротныя функцыі, то па тэарэме аб !х дкферэнцаванні маем

( a b r i y z ) ^ 1
1 + г*

4. Аналагічным чынам для s c -  у  f  &, X )
азначаецца узаемна адваротная функцыя у -  а лс с Х #  sc t r e £  
(рыс. 7 .6 ) .

Тэарэткчнае гграктыкаванне. Даказаць еамастойна, ілто

fa s t fc t#  sc)

Рыс. 7 .6 .
-=*“ У
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7 .4 . ТАБДILIA АСКОЎНЫХ ШТВОРНЫХ.

1 у  = С , С - V cc/rft II

,"4s
2 y = * U , ot € R

3 У  -  фіпх у '  -

9 y  -  С2+Г2 У  = -  jin x

Г

Hll4
, 1=мх '

6 1 ^ + 9 X У -  ХФ

9

S

9

ю

н

11.

13

19

1F

16

у  -  а/гг ігпх.

У  -  ОЬс COJX

у  -  afrccstyx

у  =  * г

У  =  & 9 * х  

у  = f 6 z  

у  ~ с/і х

у — CyiflJC

diti'X

/ *
/  = / 7 ^

/ r / < /

у ' ~ ^ 1 —  / х ! < і
S / - х *

1+2*/  =

^  1+2*

у 1— q  z  & u i t о ^ а Ф 1

ч '  = ~ L — , г > 0 .  0<аФ4 
* sc too

у '  — сА x  

у '  =  ў Ь х

^  сА * х
ц ! ~  -  - L ----
я  -  * 4 * х
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7 .5 . ПАРАЖПРЫЧНА ЗШДЗЕНЫЯ 5УНКЦЫІ I 
IX ДЬІФЕРЭНЦАВАННЕ.

Няхай у  як функцыя ад ■Х- зададзена параметрычна роўнас-
цямі

* ( I )

КалІ параметр -£ будзе змяняцца ка адрэзку , то у
адпаведнасці з роунаецям! ( I )  будуць змяняцца я  1 ў  , I 
пункт з каардынатамі ( z  , ў  ) акрэсліць на плоскасц! 
некаторуга лінію.

Ураўненн! ( I )  называюша патметшчнымі урауненням! гэтай 
л ін І І .  Адносна функцый *f(4) і ^  fir) уковімся лічкць !х дьзферэк- 
цавальнкм! на адрэзку Ы ,/> 7  , пры гэтш  y 'f+ j^ o  J  .

Апошняя нароунасць азначае, што на адрззку I * , / - 7  функ-
цыя T = f ( i )  ці манатонна нарастае ( f ' M  УО)  , ці манатонна 
спадае ( у'(4г) < о )  „ у  л-фбым выпадку для манатоннай функцыі іс -  
нуе узаемна адваротная функцкя -6 -  Ф / х )  . Тады роУнасц! ( I)  
будуць рауназначны судачыненням

i y f - f ) , - і = с р / т )  ■

Прадыферэнцуем аяошюю роунасць як складаную функцыю: 
у 1* =■ * - t 'x

Паколькі вытворныя узаемна адваротных фуннцый адзаротнн па 
велічыні, г . зн. -і'т — -7— , то з папярэдняй роунасці
атрымаем ~t

j  _  у і  _  .
о х  / y ' f t )

(2)

Запішам формулу (2) у выглядзе, які дазволіць зысветліць 
прынцып дыферэнцавальнасці параметрычных функцый.



-  45 -

(2 )

Прыклад. Знайсці вытзорную, калі ^  як функцыя ад -Г. за 
дадзена параметрычна роунасцямі

* * “ * » + >  і т * а т
у  — б  -6 , (3)

ЗІдазочна, ш®о гэтыя роунасці на плоскасці ?  Оў  азнача 
юць эліпс (рыс. 7 .7 ) .

•і ~  .&Z- <<;— ----- ' Ў І -
е а -

-  / .

/  «
7Г ~Н *іП

± .  -  _  j L  e t y -б ,  f - б е  ( o, J t )  .

Рыс. 7 .7
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8. Ш2РЭНШЙЛ ФУККЦЫІ I ЯГО ПРЫМЯНЕННЕ.
ЖТЗСРгіЫЯ I ДЦФЕРЭНШЛЫ ВЬЕЭЯШ ПАРАДКАУ.

8 .1 . ШЕРЭНШЯЛ Ш Й Ш І-
Дапусцім, што функцыя дыферэнцавальная на Ін-

тэрвале ( о , ё ) ,  гэта значыць, штодля- -Каге (а,&)

3 роунасці (3) відавочна, што прырост дыферэнцавальнай
функцыі мае выгляд двух екладнікау, з якіх першы з ’яуляецца------
лінейным а д н о с н а  прыросту Ах  аргумента X  , а другі склад- 
н ік  есць бясконца малая функцкя адносна л х  больш высокага 
парадку, чьім першы.
Сапраудны

_____ Азначэнне. Галоуная лінейная частка прыроета функцыі, роу-
ная здабытку вытворнай гэтай функцкі на прырост аргумента, на- 
зываецца дыфешнцыялам функцыі I абазначаецца

3  І л Й ,  І ' ( х ) .
^•Ах-*о

( I )

3 існавання лім іта ( I )  вынікае, што сама адносіна - t / A x .  
адрозніваецца ад свайго лім іта ^Ух)  на бясконца малую функ- 
пыю адносна лх :

АХ.
' d m  (o')

3 ( 2 )  =-*> = 4 ' М - A X ’ +■ o t - f a z ) ’ A Z  (3j

■&ni, << /ізя’У —O .
fAlC-*0

d y  =  d - f f e )  — f ' M -  a x . (.4)
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Знойдзем дыферэнцыял функцк! $ ~ х  • 3 формулы (4) е ы н і -  

кае -  chc -  <• =-> с / х ~ ? л х .  , г . зн.
дыферэнцыял незалежнай пераменнай еупадае з яе пркростам.

- 3 улікам гэтага роунасць (4) запішацца у выглядзе

^  =  с Ц ( х )  -  4 ' ( х )  <tx =r I f 'х - d x  (5)

3 (5) -^> # аг =  ~Т~~ ‘
й а х

Такім чынам, вытворная функцыі роуна адносіне дыферэнцыя- 
ла функцыі да дыферэнцыяла аргумента.

8 .2 . Г Е Ж Ш  СЭНС ЛКфЕРЭКШЛЛА.

$ ( х ) _______ М , М, (х + а т 7 - ffr+AX))

Alj  -  £(т + й х )  -

. }  А М Ы Т

Г Ы - f ' M - A T .
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Такім чынам, пры выбраных х  I л х .  дьйеоэннычл $ункцы! 

роуны прыросту ардынаты датычнай (рыс. 8 .1 ) .  Гэта і есць геа-  
метрычны сэнс дьйеренцыяла.

8 .3 , ПРЫМЯНЕННЕ ДЫФЕРЭНШЯДА 7 НАБДІЯАНЬК 
ЗШІІЧЭННЯХ.

Дакажам цяпер, што калі -f ' fa) d -0  , 
d y  прк аіс ->0  эквівалентны. Сапрауды,

to n  і + Ь п
, . , .  __ d a  <,лг»->п ~ f Y r ) - A X  '

m o  Д ў  i 

d / ^ x )

tfAX-*0 tf&T-rO

/= 1 + • t i n t  c i f A x ) =  i - b  - L -  - 0 - / .
- f'fa ) y&TC^rp -f fa )

3 гэтага вынікае, што A Ц ~  dty  , A T - * - 0 -
Улічваючы формулу (4 ), судачыненне (3) для A j f  запііяам y вы- 
глкдзе:

д  у  —  d y  + d  / a x ) - A T (6)

T. я. Aty пры d \ X  -*■ О f то пры й&лых—АХ  дру-
г і складнік у роунасці (б) будзе малым. Адкінем яго, тадьі замест 
дакладнай роунаец! (6) атрымаем набліжаную роунаець

АІ/ ( 7 )

Заменім д у  ! «V 'х  поуньші выразамі 

^ ( х + - А х )  -  ± ( т )  і ' М -  A X

^  A x )  X  < ffc) + і '/т )  • А Я  ■ ( 6 )
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Формула (8) шкрока выкарыстауваецца для набліжанага вылі- 

чэнкя функцьій і дае здавальняючую дакладнасць пры малых л х  . 
Прыклад. Няхай

^ - ( х ) = І х '  , = І х + А Х  '

3  ( s )  =£*■ /х + д х ~ ' ~  ЯГЧ- —— • АХ ■

X -  1 і / і +АХ Л  f  + - - A Z  .

/  1,DS = /<+■ О, PS ' л  1 + J_  ,0iOf  -  і} 0 у'

За£вага. ПаколькІ дыферэнцыял функцыі роуны здабытку вытвор- 
най функцы! на дыферэнцыял аргумента, то усе асноуны* форыулы 
для вктворных будуць аналагічны I для даферЭнцыя£у.

1. c f ( u ± i r )  =  d o ±  с/цг.

1 с /  ((/■&) -  / Ж / ) '  гг+  ( / . t f r

2 V /  *  I _  ( d * ) '  V ' - U c t t r
3 **' tr  )  ~ гг*~ •

Доказ формулы (3)

ct ( 4 :  ) -  f -У- ) '( tz  -  ~  _  Ы  '*?*) * V  - V  ■ { V  УсУ _ITS 1 ir J fr*- ---------------------------------  -
V~*-

_  f d v )  • v—  u - d v  ‘ .
v * -  1

што I трэба было даказаць.
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S .4 . 'ШЕРЭНШЯЛ СШДАНАЙ ЗЙНШ І.

Няхай — ФСц) , дзе u- f ( z )  . Адносна функцый 
*£(й) ! іf  i x )  дапускаем, што яны дыферэнцавальныя у абся-

гах , у як!х яны разгл.ядаюцца.
Нагадаем выраз для дыферэнцыяла:

d y ^ L j ' x c tz  =  ^ ( x ) d x  . (5)

Знойдзем цяпер вытворную складанай функцыі, а потым ке
дыферзкцыял

х  =

cLj ~ ў х  ~  ^^ C u ) -  u'x  c f x  =■ cF/iu ) d U -

г

ПараУноуваючы выразы для дыферэнцыдлау, атрыманыя па форму- 
лах (5) і (9 ), бачым, што яны фармальна супадаюць. г . зн . маюць 
аднолькавы з ід  незалежна ад таго, ц! з ’яуляецца аргумент неза- 
лежнай' пераменнай, ці неяатсрай функцыяй ад я е . ’Гэта уласцівасць 
пераіага дыферэнцыяла называецца інварыянтнасцю тді уласцівасцю 
•захааання формы.

. 3 .5 . ШТЗОКІЫЯ ВЫШЭЙІПЙХ ПАРАДКАУ.
Ыяхай ка Інтэрвале { Q , & ) зададзена дастаткова глад- 

кая функцыя у =  J tx )  . Знойдэем яв вктворную у 1 ■= -fVfc) 
Пакольк! гзта вытворная з ’яуляецца некаторай функцкяй ад х  то 
ад яе у cess  чаргу можна знайсці вытворную.

Азчачэняе. Вытворная ад вытворнай першага парадку называец- 
ца вытворнай другога парадку ці другой вывворнай і абазначаецца

T f u \ , й  = ч>(т) W ( u ) d u .
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У агульным выпадку вытворная п. -г а  нарадку азначаецца 

як вытворная ад вытворнай ( ц, -  I) -га парадку.

f )  = *  4 М (х)  , І к е Ы -

^ х Ч - 3 х * + 5 - } У "=г?  

й '~  Ч х 3~ 6 г  , ^  ~  12 х *  - & , у " > = Л Ч х .

Пэдклад £.
}  = е " ,  г - Ы ,

і car 'I < х J ісх . 111 3 с тў = е  • *  , ^ -  к -е . к  = к  -е , jj ~ к  €

(»ос>) уоо ^аг
J -  * « a 1 1 • a 3

fh) K.
=■ k  €

car ¥-*.£ W.

Няхай u = u(x)  i ir(x) _ дзве дыферэнцаваль-
ныя функцыі. 3 дапамогай метада матэматычнай індукцыі можна да- 
казаць формулу Лейбніца.

(й(т)‘УІт)) ^  U(h)U) , v(x)+ K'U^ )(x) ‘V ,lx)+ U* \x) 'v'(x)+ 

■+ —  ̂  U^* a\ x ) ‘ V >lf/ r )  + »' +■ u ( x ) - v ^ ( v ) y  4  * €  M

6 .6 . ВЫТЗОРНЫЯ ШШЭЙІШХ ПАРАДКАУ АД НЯЯУНКХ 
I ПАРАМЕТРЫЧНА ЗАДАДЗЕШ 5УНЯЦЫЙ.

Гэтае пытанне разглядзім на прыкладах.
I .  Няхай як функцкя ад £С зададзена няяуна ураунен- 

ням ^  a 3" ' ^найсц! «хх
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У =  / М  * Х + * У ' У ' Х = 0  = >  / д
г

>

'^-f-Z*-

І

/• у - г у *_  _  *  >

t  t

2. Няхай ў  як функцыя ад X  зададзена параметрычна 

Г Z -  +*>

/ = fot I#-.
' * 4 * 1 - ,  /  -  І М  =

_  ?

у 1'  =  - ^  =  —  ^  =  J-

f / * ) l  ± ы н - *ч ч .. / у ' ) '  -  1У * ' ±  -  1  
h * ~  l # l U  " £~6~ jt-t*

За?вага. Механічны сэнс другой вктворнай.
Другая вьітворная ад шляху па часу роуна паскарэнгоэ рухома- 

га цела ў дадзены момант часу

a sr  ^  s j  -  / У У -
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8 .7 . ШЕРЭНШЯЛН ШШЭЙІШ ПДРАДКДУ. 
Раэгледзім дыферэнцавальнуго функцыю t 

казал !, што дкферэнцыял знаходзіцца па формуле
ў ~4(т) • Мы па-

с ^ -  ^ Ч х )  d x  , d r  =г A T ( I)

3 роунасці ( I )  відаць, што дыферэнцыял функцыі есць нека- 
торая функцыя ад ос , ад якой у сваю чаргу можна знаходз * ць 
дыференцьшл.

Азначэнне. Дыференцыял ад дыферэнцыяла першага парадку на- 
зываецца дыферэнцыялам другога парадку ці другім дыферэнцыялам 
і абазначаецца

Дыференцыялы больш высокага парадку азначаюцца аналагічна.
У агульным выпадку дыферэнцьшл й -га  парадку роўнк дыферэнт 

цыялу ад дыферэнцыяла ( -  I) -  га парадку

Разважаючы аналагічна, як I прк доказе формулы (2 ) , пака- 
жам, што

Гэта значыць, што зьггворная v t-a ra  парадку можа разглядац- 
ца як аднос!на адпаЕвдных дыферэнцыялау.

Разгледзім цяпер схладаную функцыю ^ u -  '~pfz)
дзе f(u )  I ^f(x) -  функцыі дыферэнцавальныя у эбсягах, у
якіх  яны разглядаюцца. Раней мы п аказал і, што дыферэнцыял перша- 
га парадку ад складанай функцы! валодае уласцівасцю інзарыянт-

■ d ( d j j ) -  d  (4 ' ( x )  d r )  -  4 " f r ) -  ( d r ) 1 ,

d^ i j  = ( x ) - ( d x ) X.
( 2 )

(3)

(4)

(5)
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насці ! знаходзіода па формуле

d y  =  4 ' J u )  d u . (б)

Знойдзем цяпер дыферэнцыял другога парадку ад складанай 
функцыі

d l  ( d u ) * + (7)

Пры параунанкі роунасцей (7) і (2) зідавочна, жто дыФерэн- 
ііыял другога парадку, а значыць ! дыферэнцыялы больш высокіх 
парадкаУ не валодаюдь уласціваешз Інзарыянтнасш форш.

Прыклад. ЗнайсцІ , кал! £  = і іц ( х }) -

t y = c f " - d x z , М ( х 3)- Зх* =

6xcej(xJ)-  Ўх*£ * / * * ) -  Зг-(лсц(к*)-эх3*'*(**))- 

Зх (1  ccf/xJ)~ {**)}№  } *

9. Уласцівасці дыферэнцавальных функцкй.
АСНОУШЯ ТЭАРЭМ.

9 .1 . T3APSL1A РОЛЯ (ТЭАРЭ.ЦА АБ НУЛЛХ 
ВЫТЗОРНАЙ) .

Роль М'шэль (1652-1719) -  фракцузскі матэматык.
Тзарэма. Няхай функцьія 4=-ffc) непарыуна на адрззху 

дыферэнцазальна Еа Усіх унутраных пунктах гэтага адрэзка I на 
канцах адрэзка прымае роуныя значэнн! 4(а)~ 4(&) . Тады
унутрЫ адрэзка знойдзецца.хаця б адзін пункт х=С , у якІм 
вытворная ператвараецца у нуль.

Доказ. 3 умовы непарыунасц! функцыі J  ) на ад_
рэзку La. #Л па уласцівасц' непарыуных функцый яна дасягае
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на гэтым адрэзку свайго найбольшагэ I найменшага значэнняу.

9 М = max { ( х ) , 'VxeioJJ") 4 tn -  min -ffc), -Vx е[а, 6J. 

I .  Няхай M=tn . такІМ чынам 4 ( r ) *  t a u t
(рыс. 9 .1 ) i тады J ' f r ) sO  * z c ( a , t ) .

)

H-m

->x
a e

Рыс. 9 .1
У гэтым зыпадку C -  ®бы пункт Інтэрвала ( a  , * ).
2. Няхай Н ф т .  і Ш  = * * >  . ™

но са значэнняу м ЦІ ^  Дасягаецца унутры адрэзка. Будзем

лічьшь, што гэта ^   ̂ о у  Q < с < ^  \ . .

-ffc-A-д г )  -  -ffc) -  л т >

4 ( с+а х .) -•(-Сс'і 0
л х

yujt а х  < О ;
(і)
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■ffc + Ax)  ~ i f c )
£ £  £ 0  0JJ AX > 0 .  (2)

Пяройдзем 7 няроунасцях ( I ) ,  (2) да лім іту пры й х

Н / л  Р• 4 ( c + A z ) ~ f f c )
-f Іе)~ к т  -------— ---------  > о , А X  < О '

&Т-*0~О АХ ( I  )

, / / ч  р. 4-Сс+*х)-{(с)
+ (е >- » М  --------------------  <■ О ■ А Х  >йГ̂ >0̂ О ЛХ о  (2 >

■fUe) £  0 , АХ < 0  ; 4 ' С с ) $ 0 ,  АХ > 0 .

Па умовах тэарэмы функцыя -f ) дыферэнцавальная ва ?с!х 
унутраных пунктах адрэзка Lo. SJ  I у тым ліку у пункце т ~ с  ; 
значыць значзнне вытворнаГ! не будзе залежыць ад спосаба Імкнен- 
ня да нуля прыросту аргумента дэс . Такім чынам, 4 l C t ) = 0  , 
таму, што толькі прк гэтым значэнні сістэма няроунасцяу сумесна. 
Тэарэма дакаэана.

Геаметрычньі сэнс тэарэмы Роля заключаецца у наступным: КалІ 
функцыя  ̂ -  4 ^  непарыуна на адрэзку I a, , дыферэн- 
цавальная ва усіх  унутраных пунктах адрэзка I на канцах яго пры- 
мае аднолькавыя значэнні, то унутры адрззка знойдзецца хаця б 
адзін  пункт, у янім датычная да граф!ка будзе паралельна восі 

0 х. (рыс. 9 .3 ) .

*

і
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За?вага. Усе патрабазанні тэарэмы Роля з ’яулкюцца істотны- 

мі. Капрыклад, кал! умова дыферэнцавальнасці фуккцы! ва ус!х 
унутраных пунктах парушана хаця б у адным пункце, то тэарэма 
Роля можа ! не выконвацца.

Капрыклад, для функцкі ^ -  ІХІ , Іх \ і  ± , патраба-
занне дыферзнцавальнасц! не зыконваецца толькі пры х=0  Срыс.9.4 

Тым не менш, гзтага дастаткова, каб тэарэма Роля не выконва
лась.

9.3. ТЭАРЭМА ЛАГРАНЖА (ТЭАРЭМА A3 КАНЕЯНЫХ 
ПРЦРОСТАХ).

Лагранж йазэф (1736 - 1813) -  французскі матэматнк.
Тэарэма. Няхай функцыя $ = -ffo) непарыуна на адрэзку 

to, 43 і дыферэнцазальная ва Усіх унутраных пунктах гэтага ад- 
рэзка, тады справядліва наступная роунасйь:

і й ) - 1 ( а )  = 4 ' ( е \ ( в - а ) ,  c e f a j ) .  ( I)

Саставім дапаможную функцыю > Для якой будуць вы-
кснвацца усе умовы тэарэмк Ролк.

і - і м -  ( г >

ВІдавоша, што T A b O  , f / D - O  •
на аярэзку to ,6 j  ! дыферэндавальная для fa,  6).

Значыць, Існуе пункт х = г & •* )  так! ’ што
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,, , jfe)-ffa) 4 f(c)= Ш Ы ^ ) .  (3)
ё ~ а  ' * - «

4 . ($ ) -4 (а )  = і ' { с ) - ( е - « ) *  *

што трэба было даказаць.
Геаметрычны сзнс тоарэмы Дагранжа.

Рыс. 9.4
г . зн. на графіку функцы!  ̂= -ffx) знойдзецца пуккт С , 
у янЛм датычкая да графіка паралелька хордзе Л8- (рыс. 9 .4).

9.4. ТЗАРЗМА КАШІІ (ТЭАРЗШ. АЕ АДНОСІНЕ ПРЫРССТА?
ІНУХ ШІКІІЫЙ).

Капгы Агюстэн (1789 - 1857) - французскі матэматык.
Тэарома. Няхай функцы! s} = 4-М , ц -ffx)  кепарыуны на 

адрззку U  п  I дыферэнцавальнмя ва ўсіх унутраных пукктах 
гэтага адрэзка, пры гэтым 'і 'М ’+О , 4зсе(а,6),

тада Я і) ± ) s i S  *<<■<<? (4)



пры
Тзарэма Лагранжа з.’яуляецца пркзатнш выпадкам тзарэмы Кашы 

f ( x )  - X  . Тэарэма Кашк даказываецца аналагічна тэарэме 
Лагранжа ўвядзеннем дапаможнай функцы * Т Ь )  , ДЛЯ ЯКОЙ выкон- 
'ваюцца усе умовы тэарзмы Роля:

< ? м =  4 М  -!М-  ЗіГШ̂
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Далейшыя вазважанні празесш самастойна

10. РАПЧРЫШЕ КЯШЗНАЧАКАСШЙ. ПРАВШ, ЛАШТАЛЯ. 
Лапіталв Пйом ( 1661 - 1704) - французекі матэматык.
ІІяхай 4ІП1 4 М  ~ О > ,
Патрабуецца знайсц! {-fxj , г . зн. раскрыць ня-

о , у-*а
вызначанаспь віду ~q )•

Тяярпма I ,  (Дравіла Лапіталя).
1) няхай фуккцыі азяачаны I дыфе-

рэнцавальныя ў некаторым ваколлі пуккта т ~а. , за выклю-
чэннэм* можа быць, caiviaro пункта х о >

2) 4 ( a )  = *  і
3) (f<(х) Ф  О > с  { 9 -  f ,  0 + £ )  ■, і > 0

эк вкключэннем» можа быць, пункта т —£Zj 
4'fa) , -.

4) 3  fim. канечны п! бяеконцк,

Тадк ' снуе л ім 'т адносіны саміх фукяцый * яны роуякя паміж 
еабов, г . зн.

3  U r n 7С-+6
З*/*)

' f ' f r )
4 t * l
i f f z )



адпавядаюць ус!м умозам
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Доказ. Фуккцні 4(х)  J f i x )
тэарэмы Кашы, на аенове якой

4 іт ) -4 ( а )  _  j ' f c )
,  С £ Са ,т )

*4
» і -6 £

 
V—

'

Т .я . 4 С а ) ~ ^ ( а ) =  о  = з >

4Сх)  _ -4'Гс) ,  С €  Са, х )
f>(Z) f ' f c )

ПераходзІм у гэтай роунасці да лім іту пры -> а, .

h n .  ^  -  ь *
Х + Л VIZ)

^ І . й п
f'fc) е+о

=  t o n  і М  ,
fV c) f ' / r )

што трэба было даказаць.
Адзкачым, што калі ІСа) і *(<*) нявызначаны, то дапус- 

ціушы, што
г с а ) =  Ыт -f-Ст) •=• 0  , - & т  f ( x ) = o t

т+а
зводзім гэты выпадак да разгледжанага бышэй, таму што пры та- 
кім давыэначэнн' М*) і У(х ) будуць непарыуным! I ад- 
павядаюць усім патрабазанням- дэарэмы Кашы.

Тэарэма 2. (Пцавіла Л апіталя).
1) Няхай функцк! t r t  і f f x )  азначаны ! дыферэнцаваль- 

нкя у некаторым ваколл! пункта х=а. , за выключэккем, можа 
быць, самаго пункта x - Q  • -

2) Urn і ( х ) =  & m  f f r )  -  оо , r - + 4 , .

3) Ч>'(х)Ф °о  , - У х € . С а - ? ,  а + $ )  , ? х О ,

актамя, можа быць, самого пункта 
- f ' fz)

т=а ■

4) 3 . ,t  +  Q i f ' fx)
Тады з ( I )  -  (4)

х + а

j f x )
4>(х)

канечны ц! бяеконцы.

і ' / х )
I t ’m

х + а ,  L f'fr )



Доказ. I)  Няхай

iihrt = ( im
\fM  <*>* -----x+ a

tin ts
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Г (х )  , п =ф iin v  4 ’(х )Ф О
*-*а H z ) X-+Q

-  ііт . 
х+ а

1
<ftx)

ю =

прыменім пра- 
віла ЛапіталяII‘3 (тэарэму I)

~  titrb  
x-+a

H tn
X-+0

_  '̂(x) ,, )
p e l - z^  і М і т  = й *  - g f

f(*)4*tx) x^« f k )f f z )  
f * t x )

t* tx )  

t 1'* )

H z )

z ^ a

t o n  -----— =  t*i7ir
x-+a V fc )

.... T M  . '(a m . g *  f .
* + 0  i ' f a )  X -Гв !

Пасля скарачэння на to tr t
Z-*G

H z )
i f z ) атрымліваем

t ; „  Ш  -  e i m  a m
x ^ . 0 f Y x )  т -rtf f f c )  * ^трзба-быжгт^ака.таць'Г

2) Няхай t o n  ~ r  -  o .
x  +0 Г Гх)

Тады ^  Ц М і у М ) \  U  Ш  i = i
f  W  X+6 f (*)

Ф  D.
x  -+q

Такім чынам, да функцый -f-(x) + 4>fa) j 
можна прымяніць першую частку тэарэмы 2

+ м ± * м _  =  4 .
X -+Q 'РГх)

V M  + v Yr)  '
Г Г * )  ~  і '
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U rn , +
' f /x)

6 'm  
x  -*a

-f/*)
' fix)

= o -

ЗаУзага I . Кал! 0 =  ~  , т о  замена зводзіць
вылічэнне лім іту да выпадку а=?0- р • { 00 )

Няхай мэе месца нявызначакасць в!ду ( ~  ) Ц* ( "

,  М  „  ! Ё І - Ь
*14 ' 2 % *ti) f  Т)

г . за . калі х  ->  <*о правіла Лапіталя таксама мае месца. 
Прыклады:

x ^ r - t

X * - 1 -W- to m
X-P 1Х * ~ 3 х+ Л

i .  t o n
X~> oo

X t o n
X-> as>е г х l  «  J

Л х
9 я - 3  '1

ЯГ —  -  - Л  ,

0

ЗаУдага 2 . Адзначым, што Існаванне л 'й іт у  адносінк вытвор- 
нвх функцый з ’яуляецца тсльк! дастатковай умовай для кшавання 
лім іту адносіны саміх функцый. Таму, кал' л ім іт адносіны вытвор- 
ных не іенуе, то аб лім іту адносіны саміх функцый у агульным вы- 
падку нічога еказаць нельга, Ен можа як !снаваць, так ’ не. Гэ- 
та будзе толькі азначаць, ш-то да вылічэння гэтага лім іту праві- 
ла Лапіталя нельга ужываць ! гзты- л!м!-т трэба шукаць Іншым спо- 
сабам.

Прыклады:

*. t o n
УС-ГоО

X-hUJXL ttm .
ЗС-Роо

с я х  j  
x  1

1-t 0  = / .

*i*L  L * t
X '  *-?•*>

=  / -  to n  t f / j x  =
7c-v oo1
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Правіла Лапіталя нельга ужываць.

і . &т. ------ -— — (гт ——  • &т z  -  1 - 0 - 0
х^-0 * п х  *л х

Тэарэтычнае практыказанне. Пераканаепца у тым, што празіла 
ЛапІталя тут нельга выкарыетаць.

За?аага 3 . Калі акрамя функцый -fix)  і 'Р/х) Іх вытвор- 
ныя f /ж) ! * '{* )  будуць здавальняць умовам тэарэм I  ц! 2,
то да іх  можна прысяняць правіла Лапіталя яшчэ раэ. Інпшм! сло- 
вамі, пры вылічэнні л ім ітау , правіла Лапіталя мокна выкарыстоу- 
ваць некалькі разоу.

Прыклад.

d tn
Х^О

1 - м З х
u ' х-хр * *  ■ ' х-*пX^ro

3 jC 0 j3 x
A A

ЗаУвага 4 . ПравІла Лапіталя выкарыстоуваюць таксама для 
раскрыцця невызначанасцей віду ( 0< <хз ) , ( < » - < » ) ,  1°°  ,
о о °  , 0 °  . Длк гэтага кожную э нквызначанасцей трэба

певаутварыць к нявызначанасці віду ( ) ц! ( —  ) і толькі
О <Х>

тады ушвапь празіла Лапіталя.
Разгледзім, як раскрываецца нявызначанасць в!ду ( G‘ 1

■Іст. -£/*)■ -  і О.оо) ~
х-* d *-*6

І Ё І  = ( ± ) „ 6 н  - 1 &
*Ао/г) ЗС.-+6 'Ч-І/х)

Адзкачым прк гзтым, што кал! у нявызначанасц! ( 40 )
есць лагарыфмічныя ці адвароткыя трыганаметрычнкя функпш. то 
’х, як правіла, трэба аставіць у лічныку.

Прынлад.

■Urn х*< t » z  =  (о .**) = Ь т  =  ( ~  U  Я т  =
X -̂ о Х̂ гО ''/х̂  100 х-?о ~*/х3

-  -  Cv/71 -  О.
Х-го Л



ЗзУвага 5. Нявазначакасць в 
творана наетупным чынам.
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|ду ( ос? -

Няхай і 1f —X ОО

і 1 % ~ lk

7 / 1Ы ■ V f

) мока быць пера-

» таЯы ~ ' f  ~ ( ° °  -  <&)=

Пшклад.

tun . (  ■■ ■ — L-) ~  ( 00- 00)  = fc n  ~Z7~ ^ T a
Х^-о JC-L/ Х-*0 Х М  *

* / S L  t i n
*->■ <? х Ч  °

fr - iiz ix )  ( x + f i n r ) fz - f ih z ) ‘J r _
х * Z4

= 2  tin ?  
х-*о

Z - h 'n x
# 3

-  2  & /*? 
X-Xo

t J S S . - -  4 - & m
З х л  3  z -ro

*£? _ A  J .  - ±  I
AX. ~ 3 A ' 3  ■

I I .  ФОРМУЛЫ ТЗЙДАРА I МАКДАРЭНА. Г IX
ПРНМЯНЕННВ.

I I .  I .  ФОРМУДА ТЭЯЛАРА.

Тэйлар Врук (1685-1731) -  англІйскІ матэматык.
Няхай функцкя . у  = 2(х)  ( К3~ І)раз непарыуна дфферэн-

цавальная у некаторым ваколл! пункта x-Q  і у самім пункце х ~ а  .

Паставім наступную задачу. Патрабуецца знайец! мнагасклад 
Рц (х)  ступені не больш чым К- , які задавальняе умавам:

г р ь ( а ) = т ,

р» 7«) = і ' м ,

\  р » - т
\ » « *

(I)
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Натуральна лічыць, штс ? захолл’ пункта х =  & мнага- 

склад Р» М  будэе мала адрозківацца ад функцы! 4 Ы  . 
Мнагасклад Р„М будэем шукаць у выглядзе

Pu(z) = Св+ ¢,(т-а) + ь (х -аУ-і-с^т -й)3 +>"+- ь, ( z - a ) tL. (2)

Тут Со, с і , ел , , . ,  , &v- -  пакуль нквызначаныя
каэфіцыенты, як ія  трэба яадабраць так, каб выкокваліся ?се 
умовы ( I ) .

Прадыферэяцуем роунасць (2) к  разоу:

' Р„(х)= + -  + кс і̂т-о)''*,

p/lz) = 1-ftj ■ +3Z Cj (t-q) + ••• +■ n(n~t)c„ /T-a)H~Jf

/  Рп"(х)= З і ‘1-с5 + »*ч-н(я-і)(»~і)сп/т-а)*~3f  (3)

pf/^ (х) — A. (h~l )  С»~і) ' ‘ • 1  1 ' Сп

Падетазім у роунасці (2) ,  (3) ,  ,г=ч2 , улічым умовы (I)
і атрымаем:

> 4'(а)  = і - с ,  ,

, $ (b)fo) = ч (* -* )  j . f - C n .

Нагадаем, што /. 3  • • . . * >р = *• /  Y  t €  U

о !  -  1 , 1І = f ,  + * ‘* ' 9 - 4 /

3 роунасцей (4) вянікае, што уСе каэ$!ш ентк ^агасклад а  
(2) знаходзяцца па формулах
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Г ‘ \ а )
Ск -  ■ > = ( 4’ )

■ fc!

ПадставІм знойдзеныя значэкні каэфіцыентау с„ у ро?насць
( 2 ) , атрымаем

р , ,  4 ' м ,  , Г 6 ) ,  лНР»(х)~ {(0)+ — -  (х-а) + — — (т-а) ■+■ •••-#------- /г-а) ( 5).
і! і [ n ' J

Мнагасклад (5) называецца мвагаскладам Тэйлара для функцыі 
-f-(x) у пункце х ~ &

У ваксллі лункта х  = Q разгледзім  рознасць пам!ж 
Функцыяй {(х)  і яе мнагаскладам Тэйлара Р„ (х)

'ЦX ) -  Рй.(х)~ Rn(z),

&х)= P„(x) + Rr,(z) j г с  (а- і ,  о+ £ )  , f r o
( 6 У

Падстазім у роунасць (6) замест. Р*(х) яго выраз (5) ,  
атрммаем

f(x) = Ы -Ct] "'*■ ~ Г— Ы-й) ■+ Рп Іх) (6/ )
f! 2/ Й |

Формула (б^) казываецца формулай Тэйлаш для функцый 
у пуккце 3" -  & , дэе астаткавы член R » ( x )  можа быць
уэлтьт ў форме Лагранжа

{ Сь+І)( с )  ,  ,*+/ ,  ,
Р * Ы  = —----------- ^ - f l )  , с й ( а , х )  ,

(h+l)l

ці у форме Пеана
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Q»fx) =  о ( fx  -a) )■

Асобны выпадак формулы Тэйлара (6 ) прк а = 0  называ- 
ецца формулай Макларэна.

Маклорэн Колін (1698-1746) -  шатландскі матэматык.

с е  t a x )
Для lx~a I <£ , г.эн. для х даотаткова бліэкіх да

пункта х  =а астатак Rnlx) будзе малы (рыс. Г І.І).

Рыс. I I . I  - ' V  t
КаЛІ адкінуць астатак R *(х)  , то замест дакладнай фор-

мулы (6/ ) ,  ці (7) атрымаем набліжаную формулу. '" ■

{(х) ~  р„ /х) т € ( а - і , q+£ ) , f  х О .

Роунасць (8) будэе тым дакладкей, чым вышэй ступень мннга- 
склада Тэйлара Р* ( х )

Пераканаемся у гэтым з геаметрычных меркаванняу (рыс. I I .2).

н — 0 { ( х)  — Po f x ) — { fa)
{ f x )  a  Pi U)  -  { fa)  + {'fa), fx-ci) .X. k ~ 1



3. n= l
»///,) , ,

«  PA (x) ~-(fa) + ~f'M (x~°-) + ~  lx ~a) •
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Рыс. I I . 2

X  +

I I . 2. РАСКЛАДДЖІБГіБГ ЗОРМУЛВ МАЮІАРЭКА 

НШТОРНХ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ШКЦЫЙ. 
Запішам яшчэ раз формулу Макларэна

£(*+') (с )  -,»+1 .
-+ •------- r r ~  т > с е (о,х) Qn(x)=oCx")

( п - н ) !

I .  Няхай 4 і х )  = е *

,>М  = е х , 4Ч*і>=е Х  - f '* Y x ) ^ e
f, 1 ш(о) = і , е tv

'Г , ЭС̂~ Х ^  і 14 , X <2С „  н+/
е  Jf 3  »< ^Н-н)'

( I )

( 2 )

С ё x j .



• XfOV = (* )-)

' 0  =
t + ut  (v ) +

1 °

1(7+4?) o o ^u

«=> +-H
0 = ( * /  -Wty

Oiiffi ‘ чпввввей внжсде 

)£, <+>r i(+ *e) . i t  i s
(C) (v V + f  - , +  — ----------ic + Tic> +Uf M * _? x f  *

-  X  = X ЧЦ

А І * ' i + >? = u ' „ ( н ;
* Г = u ‘ 0 |

li --(0),1- 1 0 = (Q ) i

M l ? u *  ' ’ ( J - ' V  + j y  ^
a * 1 i .• • « r •

(  J -  h  + X /  ф  -  3U& -  ( X ) ^

& ' £  + * ) W  = ( s j J

( Z - f + V W  '  * w -  = ( * ) J

( J -  ■/ + JC) U 4  -  x v n  == (X){ f

;(н -й / °o<-i
0 = tH t*  w #  -  /лгу*<y
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* * * * ( * ) }
°0+-4 ‘2
wtV Oim ‘ чПвь'вмеіз внжо{лі
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Доказ формулы зуеім  аналагічны доказу формулы (3)

COST = 1- X ‘ 
1 ! Ч! б !

■»+ Н )
» х Jh

Un)'
+ RanM ,  , 4у

Ri n l z ) = 0  RJ n f x ) = o  fa * * )  , z - * o .
h-^oo

4. £ l z ) ~  (1+ X H) h £  M

j ' f c )  -  A ( n - x ) * ~ 1

f ' f x )  -  n ( h - l )  ( 1 + z )  *~Z

П (n ~ l)  (ti ~Jt) f i + z )  * 3  

« « • * • 

j.(h)(z)  =  H (n - l ) (n -2 ) -  . . .  - J 1  - a /

1 Ш 1)М  = 0  •

4 Ю)=1 , 4'(o) = n , V'fo)=n

$ M l o ) - n !

X ! 3!

Формула (5) -  гзта формула бінома пыотана. 
Пшклады: .
I.

Саф

(1+ х)г = 1+Sx + S-</-J x-s +■ s'- q s j . x
?-J-3 7 X 3  4
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ЬЛ -3 ч-ь
i + S x  + Ю х"1 + 'fO x '34- (

2. { а + в ) п = q * ( i+  -L -)* 1 , x  -  —
a . '

Тэарэтычнае практыкаванне. Даказаць, што

cr > -  / .

12. ДАСЛЕДАЗАННЕ ІУІІІШЫЙ НА ЭКСТРЭМУМ.

ЛАКАДЬНЫЯ I ТАТАДЬНЫЯ ЭКСТРЭМУШ.

12 .1. НАРАСТАННЕ I СПАДАННЕ 5УНКШІ.
Тэарэма I . Для таго, каб дфферэнцавалькая на Інтэрвале

la, ¢) функцыі_y - + f x )  была неспадальнай, неабходна і дастат-
кова, каб яе вытворная была неадмоунай.

f  Z € ( o ,( )  Ф=>- - f ' M z o  -Vx ¢ ( 0 ,( )

Доказ. I . Неабходнаспь. Далзена: Н 1г) -  неспадальная 
функцыя на Інтзрвале ( q , $ ) (рыс. 12 .I ) .

Раз гледз і м адн ос і ну
4(x+&x)~4tz) ^ ^

V  &Z, ¥  f x + йх) ¢ ( 4 , ( ) ,

о Х-ЛХ X х+лх
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Пераходз і м да л ім іту , атрымлІваем

і ' Ы . К т .  ( f  т е  ( » . ( } .
7 дх-*0  л х

2 . Пя.^татяовасць. Дадзена: j 'M - Z V  -V f a '^
На Інтэрвале ( 4 , £ ) возьмем 2 пункты *1 * Хл

й С х 1 < X j *  £

Для функцыі У ка адрэзку [ х 0  Х г і  прымеН*
тэарэыу Лагранжа пра канечныя прыросты

- / /¾ )  -  { t o )  = I ' M  f a - X f )  , *т < с г Х г >

т-аму ®т0 / '  (°) Z-0 7 JCj > х ,  » 70 / / ¾ )

для ^  > * , - f - to )  4  4 t o )  -*> ?  х £ ( ° '

Тэарэма даказана цалкам.
Тэарэма 2 . Для таго , каб дыферэшавальная на Інтэрвале 

{ CL t S  ) фуккцыя была ненарастальнай, неабходна I
даетаткова, каб яе вытворная бкла недадаткай.

у = f(x )  /  те ( а . ё )  f ' / x ) s C  . ■¥* е fa ,#)

Доказ тэарэмы 2 аналагічны доказу тэарэмы I .
У праудзівасц' тэарзм I ! 2 можна первканацца з геамет- 

рычнага сэнсу вытворнай (рыс. 12 .2),

Ркс. 12.2



- f '(x )  -  оіл & 0  (  0  < J ,  < - ½ )  *=>

^  f ( x )  f  зс €  f a , * f )

-f'fx) =  tyoij s  V (  «  .*  J

«Ф  # r j  /  *  *  f * t ,  * * )

12.2. ДАКАЛЬНЫ ЭКСТРЭМУМ ФУНКЦЫІ.

Азначэнне. Пунят .¾ называецца пунктам лакальнага максГму- 
му (мінімуму), калі у некаторым ваколлі гзтага  пункта выкокваец- 
ца няроунасць:

Ц ь > ) - № )  > 0  -*> Х Ь - ( ‘ )  €ос м а х  (рыс. 12.3)

/ Т \
#*.)

Хс
Рыс. 12.3

f(Xo)~ № )  < 0  =*■ Хе~ (•) €сс /ПІ/ t  (рЫС. 12.4).

3

V 7
Яо

Рыс. 12.4

-¥ X ^  (  Хо ~ ,  Хо + £  ) ,  €  >0-
Длг*

Пункты лакальнага максIмуму і мікімуму называюцца пунктамі 
.^ яьнага экстіээмуму функцыі.

-'-''''Ііадкрэслім яшчэ раз, што значэнн! функцы! у экстрэмальным
.̂ .jz-re парау.ноуваюцца толькі з яе бліяэйшымі зяачэнням! з нека- 

ПУ" '



jpara вакояля дадзенага пуккта, таму лакальнк макс-мум
яімўм функцы! у асобным пункце можа не супадаць з яе найболь- 
шым ! кайменшым зкачэкням! на усім адрээку (рыс. 12.5).

Рыс. 12.5

12.3. НЕАБХОДНАЯ УМОЗА ІСКАВАКНЯ ЛАКАЛЬНАГА
з к с іт а м т . / "

Слравядл’ва наступная тэарэма.
Калі дыферэнцавальная на ін^зрвале ( Q , » ) функцыя

мае у пункце Хо g fa , S )  лакальны экстрзмуы, то 
яе вытворная у гэткм пункце роуна нула.

Доказ. Для пэунасці дапусцім, што Zo -  пункт лакальнага 
максімуму. Разгледзім адносіны 4

4  f a  + Ах) -  4f&>) для A X  < О ( I)
AX

4 (x o + A x )-f- (b > \ < Q для A X  > 0 ( 2 )
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Пераходз ім у няроунасцях ( I )  І (2) да л ім іту прь: д х  0  . 

атркмаем

~f(%o і~Ах) ~ -ffxo)
$лп  ----------------------- > 0

AX^D-О
А Х  < О ( і !  )

-f7% ) =  fan,
а х -* о+о

4 (Z o i-A x ) - V z c )

A X
A X  > 0 (2 ' )

Па умовах тэарэш  функцыя # = 4(х ) дыферэнцавальная ва 
уеіх  пунктах інтэрвала ( CL , £ ) ,  у тым ліку і у пункце гь  , 
то яе вытворная у пункце Хо не'будзе залекапь ад спосаба 
Імкнення прыросту аргумента A X  да нуля. Значыць ^7¾¾) =  0 ,  
таму што толькі пры гэтым значэнні сістэма няроунасцяу ( I  '  ) і 
(2 7 ) сумесна.

Геаметрычнк сэнс: У пунктах ла.кальнага экстрзмуму датыч- 
ная да графіка дыферэнцавальнай функцыі паралельна вос! С х ■ 
(Рыс. 12 .6).

Ркс. 12.6
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ЗаУвага I . Адзначым, што адзаротнае ецвярджэнне тэарэмы, 

наогул кажучы, няправільна. 3 таго , што вытворная функцкі у не~ 
каторым пункце роука 0, яшчэ не Еынікае, што у гэтым пункце аба- 
вязкова будэе экетрэмум. Ен можа быць, а можа і не быць. .

Пшклад. I .

9

1 = 0  =£> Х = 0

г х

tj(o) = 0 -  пй*Ь

(рыс. 12.7)

s . J x

Рыс. 12.7

Птжклад 2.

Рыс. 12.3
У пункце X ~ 0  экстрэмума няма (рыс. 12 .3 ).
Такім чынам, неабходкая укова існавання экстрэмума не з ’яу- 

ляецца дастатковай.
ЗаУвага 2 . Дагэтуль мы лічылі, • што функцыя дыфе-

рэнцавальнал ва усіх  пунктах Інтзрвала ( Q , £ Ь. Кал! гэта умо- 
ва парушаецца хаця б у адным пункце, то у дадзеным лункце экстрэмум 
можа бьшь, а можа і не быць.



Прыклада:
j .  3 =  1*1
У пункце * в о  не !енуе вытворнак «' . х  = 0 -  пункт
(рыс. 12 .9 ). 6

2. ў. -
У пункце *  = О экстрэмуму няма (рыс. 12.10).

Азначэнне. Яукктк, у якІх вытворная • / / і )  роуна яулю, бяс- 
концасці ці не існуе, называюцца крыткчнымі для функцыі -ffx )  . 

Крытычныя пункты•з *яуляюцца падазрокым! на лакальны эстрэ-
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мум для функцыі

12.4. ДАСТАТКОВЫЯ ?М0ВЫ ІСНАВАННЯ 

ЛАКАДЬНАГА ЭКСТР5МУМУ.

Тэарэма I . Кяхай функцыя дыферэнцавальная у нека-
торым ваколл! крытычнага пуккта %о , за выключэннем можа 
быць самога пункта Хо

Тадьі:
1. КалІ прк пераходзе злева цераз крытычны пункт эь вы- 

творная №  змяняе зная з плюса ча мінус, то х<> пуккт 
лакалькага макс!муму функпыі -f(x)

2. Кал! вытворная змякяе знак з мінуса на плюс, то яь -  
пукк? лакальнага мінімуму для # х )

Тэарэтычнае практыказанне.. Дсказ гэтай тэарэмьі атршаць з 
дапамогай тэарзмы Лагранжа гіра канечныя прыросты.

Перакакаемся j  справядлівасці дадзекай тэарэмы I э »еа- 
метрычных меркаванняу (рвю. 12.12).

Рыс. 12.12.

Тзарэма 2 . Няхай функцыя двойчы непарыуна дыфе-
рзнцавальная у некаторкм ваксллі крытычнага пункта , уклю-
чаючы 1 сам пункт хь . ( 4 =  ° , ФО ) .  Тады пункт

Хо з ’яуляевда пунктам лакальнага зкстрэмуму функші *
пры гэтш :



калі J "fxc) < 0  , to Xo -  пуякт toe m ax i ( x ) }
калі }*(Zc) > 0  , to -  пункт (toe nun i ( r )  .

Доказ. I- Няхай ^'(xo) = 0  » -frte,)<  0  • Па умовах
тэарэмы непарыуна y некаторым ваколл! пункта Хо
значкць, знойдзецца такое ваколле пункта Хс , што -f'Yr) <о > 

(4 'Ш '< о  ф  т  -  спадае для &  с  f Z c - £ } Zo +1 ) }ё
__ f'/Vf) -О  ,-^ М > О Д Я Я ------ *  < •&>----- Д <0----------------- ДДО------ g  >гь .------

Такім чынам, пры пераходзе цераз крнтычны пункт зь  першая 
вытворная змяняе знак з " + " на Гэта значыць, што

Zo -  пуккт максімуму для -f (х\  .
Другая частка тэарэмы даказваецца аналагічна.
ЗаУзага. Калі 4'(хо) = 0 , -Г/аь) = О , то пункт Zo

мо«а I не быць экстрэмальным. У гэтым выпадку трэба карыстац- 
па дастатховымі умовамі, як ія  змяшчаюць вышэйшыя вытворныя'

4 (h) (to) , дзе Н £  з .
Кяхай f i f e ) -  4 * /& ) - . . .  -  - ^ / 3 ) ^ 0 ,

тады:
1. пры л = 5 «о -  пункт экстрзмуму, дакладней:

--------- аГ прьГ 4 ™fc) < 0 , ^  -  T ^ -  toc /noZ)
б) пры 4^ (zo ) > 0  * Ь > - (•) toe (run;

2. пры h ^ J k + 1 , г . зн. 4 (Лк:+,)(Яо) ФО  экстрэмуму у
пункце яь длл не Існуе.
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12.5. НАЙБСЛЬПІАЕ I НАЙМЕНШАЕ ЗНАЧЭННІ ФУККЦЫЙ. 
ГДАЕАЛЬНЫЯ (ТАТАДЬНЫЯ) ЗКСТРЭМУШ.

Няхай на адрээку Г<5> t l  зададзена непарыуная функцыя 
ч~4(х)  <Г* 4С*) *  С [<?.«! • Зядома, што усякая непашуная

на адрэзку функцыя дасягае на ім свайго наймекшага
1 найбольшагз зкачэнняу* якія нaзываюцця гл&б&льнымі эк^трэму~ 
мамі I абазначаюцца

М г  max tlx), п =  «*• t(x)

Каб знайсцІ глабальнкя экстрзмумы функцьт! трэба зылічыць
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значэнні функцыі ва усіх  крытычных пукктах адрэзка Lg > ,
на канцах адрэзка і параунаць іх  пам!ж сабой. Такім чынам, пун- 
ктам! глабальнага знстрэмума непарыунай функцыі, зададзенай на 
адрэзку, могуць бьгць пункты яе лакальных экстрэмумау ці канцы 
адрззка.

' 4

13. БЫГКУТАСЦЬ I АЗІіуНіТОТЫ КРКЗОЙ.

13 .1. ВЫЛУКЛАСПЬ I УВАШТАСІТЬ КРЫЗОЯ.

ПУННТЫ ПЕРАГІНУ.

Азначэнне I . Крывая ^  = $(х) , зададзёная на Інтэрзале
( <х , & ) ,  называецца эыпуклай (увагнутай) , калі на дадзеным 
Інтэрвале усе пункты крывой ніжэй (выаэй) адпаведных пунктау 
усккай праведзенай датычнай (рыс. 1 3 .I ) .

—  ------------------------ ?не.—±-3 .1-------------------------------------
Тзарэма I . (Дастатковая Умоза зь'пукласц! (уеагкутасці).

Няхай функцыя tj ■= £(т.) двойчы непарыуна дыферэнцавальная на 
інтэрвале ( р , g ) ,  тады: I . Калі ^ ( х . )  < 0  ¥  х. € (о ,і)>
тс з -  -|Гх) -  выпуклая ^  х  £ ( « ,€ ) •
2. КалІ і" (х ) > а  у  х  е fa , € ) > TQ Ч = '  узагну"
тая , \ j  х е ( а ,  6)-

Доказ. Зыберам -V пункт х 0 £ (о,&) ! запішам урауненне 
датычнай да графіка функцыі у ■= { { х  ') у пункце з каардына- 
там! ( Хс , )•

$ -  i (X o ) = fY z o )  (Х -Х о ) 4 = ^  £  (Х-Хо) ■

Зыпішам расклад фуняцкі 4(х) у пункце х=Жо па фор- 
муле Тэйлара з астатковым членам у форме Лагранжа
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(*-*•) *  z r r 1 * - * * ? -  ' * ( * , * . )2[

ахл.

( f x ) - V f* * 1
f U ) ( X-Xo)J , c e f x ^ X o )  (I)

Т .я . (x ~ Xo)l  > 0  , to :
1. КалІ l №(x )  * 0  Для +  *  ¢ ( 0, 6 ) •/Yc) < 0  •=>

4 M  -  Ц с т . < 0  - +  №  ~ выпуклая,

для т  e- Ca, e )
2. КалІ -f'Ysr) ;>0 для 4 x e ( a , t )  *=» -fYc)>£> -=>

-  увагнутая,

ч_^ для a: * fa, ¢)
Такім чынам, знак другой вытворнай дае магчк-

маець вызначнць вкпукласць.(увагнутасць) крывой >j = -ffx)
Азначэнне 2 . Пункт, які аддзяляе выпуклу» частку крнвсй 

ад яе увагнутай ч астк ', назыэаецца пунктам перагіну дадзенай 
крызой.

Адзначым, што калі у пункце пераг'ну існуе датычная, то 
яна перасякае графік дадзекай крывой (рыс. 13.2).

Рыс. 13.2
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У пунктах С ' Й дахычная не існув (рыс. 13.3).
Тэарзма 2. (Дастатковая ?мова Існавання пункта лераг!ну).
Няхай функцыя у ваколлі пуккта х  = Хо двой-

чы непарыуна дыферэнцавальная. КалІ -f'Yx©) ці \  "(то) -  
не Iекуе ! пры пераходзе цераз пункт х-Х о  -fYx) эмяняе энак,
то пуккт з абцысай х  -оса __з ’яўляецпа пунктам перагіну
графіка функцыі ^

Тэарэма 2 вккікае з тэарэмы I .  Справядліва насхупная -таа^ • 
рэма, ккую мы сфармулюем без доказу.

дастатковая Умова існавання пункта
п е р а г І н у ) .

Няхай y.xfCx.') К- раз непарыуна дыферзнцазальная J 
некаторым заколл! пункта ос ~ Хс , пры гзтым -  - f i x e ) - '"

-= ^ лУя>)#ОКалІ к  =  2/с-ні k g /Ы > тр х  = Хо
-  пункт перагіну графіка функцыі ^ ~ ^ ( х )

І 3 .2 .АСІМПТ0ТЫ КРЫВОЙ.

Азначэнне. Прамая л ін ія  называецца асімгттотай крывой, ка- 
лі адлегласць ад пункта крывой JU(x*%) да дадзенай прамсй ■ 
імкнецца да нуля пры умозе, што пункт М  fx-.y)  уздоуж кры- 
вой імкнецца да бясконцасці.

Будзем адрозніваць вертьікальныя і пахілкя асімптоты.
I .  Зертыкэльныя а с !мптсгы.
Калі X — CL -  вертыкальная асімптота для ^  — і ( х )  ,

то (рыс. 13.4) ^  |Г х )  = о о .
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2. ПахТлыя асімптоты.
У p a y н е н н е  п а х !  л а Т Г ^ с І н п т о т ь г д а п т з э ф і к а ------------jf - -ffc)— г т у д 3  ем

шукаць у  выглядэе к х  + і  (рые. 13 .5).

і<Уп, I МРІ =■ 0  .
Z-* Ск? ' 1 >

М р/  М Л/ -  =Р М Л/ ~ М Р /с о іо і .

3 ( 1 )  =̂ > itW  І М Ы І ^ С  (Г)  } N fV ~ MQ  - Л/£2 .
/ 5С~>ЛЭ

3 ( і '  ) _ *

ton. ) M Q - V Q | = D ,

tim- I -  кгае -  € U o .  
at -so

(2)
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3 судачынення (2) вынікае, што

U m  ( l b ) - к х ~ 1 ) = 0 ■
ЗС-++оо

3 (3) Ь т  7L (  -  < -  - jr  )  ~  о

(3)

X -> + Оо

&TL - К - І _ ) = 0  =£> Ііт . ^
4 X  Т-г -+ ОС ■*-

4 М
-к~0=0

Х-++00

fc*. Л £ - к (4)
*~> + 90

Падставім знойдзенае значэнне к  у роунасць (3) і вкэна- 
чкм л ік  %

$ ~  f/ifn [ 4 fe )  ** * ■ (5)
at "V 4-00

Такім чыкам, яал! для крывой £ = 4 ( ^  існуе пах'лая 
ас'мптста ^ = лаг + в . т о л і к і  k  I £ зкахсдзяцца з 
фс-рмулы (4) I (5 ). Калі яаця б адзін з лім ітаў (4) ці (5) не 
існуе, ц! роуны бясконцасц!, то хрывая пры *•-+ +°°
пах’лай ас!мптоты не мае.

ЗаУвага. Такім жа чынам шукаем пахілыя асIмптотк да графі- 
ка функцыі -f№) пры х -*■ -  <ю •

Адзначым, што адка I тая ж функйьш прк
sc_>+ oo 5 х - х - о о  можа мець розныя пахілыя асімптоты.

Прыклад. Знайеці паяілыя асімптоты крквой

х  3 
**■-4

1) x = ± Z  -  аертыкальныя асімптоты, таму што

t o *  — -  ~ -
*->±х  *■~ч
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2)

■= jcx + е

* = & * ,  а ?  = й п . в"X- Зс -> <30 Ч) X-+QO *• ^
~  1

х-*?<х>

1 = Ь п  ( І М - * * )  *■ ( - ~ г  - а )  ^  ^  ^  = 0------  Х-+оо 4  Х*~Ч Я.-Г0° 2  4аг ->=°

[ =  ЗС -  пахілая асімптота.

14. ПРЫМЯНЕННЕ ДЫФЕРЭНЦКЯДЬНАГА ЗЛІЧЭІШЯ ДА ПАБУДОВЫ 

ГРАаіКАУ ДУНКЦЫЯ I РАШЭННЯ ПРАКТЫЧНЫХ ЗАДАЧ.

І 4 . І .  АГУЛЬНАЯ СХЕМА ДДСДШВДННЯ ДУНКПЫЙ 

I ПАБУДОШ ГРАФІКАУ.

Дадзена некаторая функцыя . Для поунага дасле-
давання функцыі I пабудовы яе графіка можна рэкамендаваць rta- 
ступную схему:

1. Знайсці абсяг вызначэння функцыі ! пункты пераеячэння яе 
графіка з зосямі каардынат.

2. Знайсці пункты разрыву функцы! і высветліць іх  характар. 
Разг.ледзець цотнасць, няцотнасць I перыядычнасць функцыі.

3. Знайсц! асімптоты да графіка функцыі.
4 .  vЗнайсці першуго вытворнуго I высветліць Інтэрвалы нарастан 

ня і спадання функцыі, пункты лакальных экстрэмумау ! экстрэмаль 
ныя значэнні.

5. Знайсці другую вытворную I па ей высветліць Інтэрвалы 
зыпукласці і увагнутасці крывой, пункты пераг!ну.

6. Па Інфармацыі, атрыманай у пунктах 1-5, пабудаваць гра- 
фік крывой.

Прыклад I . Правесп! поунае даследванне ! пабудаваць графік 
функцыі з

Г - г т т д '
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I . $  = (-00 , -  i )  u  A )  V  (J ,  +  <*>)

2. { ( -* )

g  = 0  - z ±  x=  0  

t * ) 3

Co.o) .

-  - № ) 4 & ) ~/-*)* - 4  x * - 4
-  няцотная функцыя. Значыць, яе графік сіметрычны аднос.на па- 
чатку каардынатаў.
3. Раней мы знайшлі вертыкальныя асімптоты х  — ±А  дадзенай 
крывой I пахілую асімптоту у -= х

х  -  пункты разрыву другога роду.

tCm. 4 t e )  =  іія ь  - f  -
Х - Ы - 0  Х~>Л-0 Я  “ Т

= — со,

K m . f ( * )  =
х-*-х+о х^гл+о х*~Ч

4. , Х 3 IV 3 х *  / x J -  ч) -  x 3 jx  =
{*■*-4 )*

з

х Ч х 3 - * * )
(Z-*-*<)*-

' ^ о  x + f e ' 1 -* •* )= &  *1 =  0  X j,3  = ± а / з х

^  ±  f t . z v  з.£~ '

у ' ( - і ) < о і
Знак <У

О №  ч *■
Пакольк! пры перахсдзе цераз крытычны пункт х -  О вытвор- 

ная не змяняе знак, то у пункце х  — О функць’я экстрэмума 
не мае. X-

g ' ( 3 ) < 0  , у ^ ) > 0 X -  3</з х  3 ,Г  — пункт ІСС /гй-П/.
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У
( : ( / 1 ) =  =  ~  Г , л *  * 5 ~ }* .

/ '(о<х<л.)  < 0 / о  < x  < х ) спадае

ц !(х . < Х  < 2 / 3  )  < 0  y  -  спадае Ч*

у ' ( і І 5  <х < + °о) > 0 *Ф- (J ( л / з < Х < ° ° )  -  нарастае / \

5~. ^  І^Х Ч - ^ К Х ( Чх*~ 1ІХ) ( Z J~ ») *- / ( £ * -  ц) - / х  (# 4 -  /Jjr2)

l z l -4)*~ J ( х і~Ч)Ч

ЧX s " -  1(> х 3 -  J i f x 3 + 96sc -  4 x - f  + ЧЯx 3 ^  j x  ( z J + 1½) 
( s c * - 4 ) *  ( z * - 4 ) 2

t x  = 0  ц" ( - 1) > 0  f t M(<) < 0  =>

X = 0  -  пункт перагіну графіка функцыі ]) = №

Lj" (о< х < &) < 0  =*► ^  ( о < х < Л )  -  выпуклая

( і < х <  + <») > 0  =■*> ў / к х * - * * 0) -  увагнутая

б. Будуем'графік (рыс. І 4 . І ) ,  улічваючы усю інфармацыю пп. I -
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Прыклад 2 . Правесц! самастойна поунае даследаванне І пабу- 
даваць графік функцыі Гауса;

14.2 . ВЫКАРЫСТАННЕ ТЭОРЫІ ЭКСТРЭМУМАУ ДА 

РАДВННЯ ПРАКТЫЧНЫХ ЗАДАЧ.

Задача I . Патрабуецца зрабіць закрытую цылIндрычную еміс- 
тасць аб’ему V" з мінімальным расходам матэрыялу (рыс. 
14 .2 ).

Зл — £ ■ S'сцн. ■+ 3 Folk .

+ 2 x R H ( I )

\J= x # AH Й- —
TfL*

(2)
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Рыс. 14.2

+  7  =  3 * 8 *  +  —  ^  S’//? )

S ' ( R ) = R x R ~ ^  ,  S'fR)-0 ^  4 г / ? - ^ ^ о
#-*■ Я *

R x R 3 - 3 1 /  = 0  У= J x R 3 зГ у ’
J X

s " ( R ) * 4 x + j z  , s " r e ,  ) = 4 х -> -  ± f T =  4х-+  £ *  > 0 ^
К V V* .

f a J7C
ПуНК'Т МШІМуМу д л я

t f -  - і ,  =
z<eL X R

I/ 0  _  K J x  ,  y ^ 7 ,  я
■ я ------------—  ' 1 7 7  * * 1 7 7X  v

Такім чынам, каб ка вараб закрытай цылікдрычнай еміетасці 
зададзенага аб ’ему пайшла мінімальная колькасць матэрыяду, трэ- 
ба каб вышыня цыліндра была роуна яго дыяметру.

Задача 2 . Ка якой вышыні над цэнтрам круглай пляцоукі ра- 
ДЬіуса R  трэба павесіць ліхтар, каб край пляцоукі бьіу мак- 
еімальна асветляны (рыс. 14 .3).

3 фіз ікі  вядома, што

Е - -  П у к -cctvit > О сый -  —  -ь *■ / h*-+ R * .
%*■ > *с >
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14.3.

Е(Ь)  = в '  (h )  — к
/far'± h * r {R *-t A * )3 * 1

"  K. R * + A * - 3 A ’L R * - l k *
— ■ - ... = -  =  K

/№ *■+*,*)r  \/fR 4 t f , * ) r

E * f a )  = 0  ^  A * - l A *  = 0  - >  k  = ~  -  —
v* Z

k  * 0 , 1  R

*>**■ 0,7 Я

Знак e Y a )  
---------- > L

E ' & * ) - * = , >0 ,4JT * в'(Ю <о - >

A *
R E - пункт мак.с I муму функцы!



* *5T R. jc R.
m a x ( * U L ) =  _ _

/5*  ^-3

— * ‘ *  ^5~ _  d  *
j . 3  f3 ■ Нл $ i s  &"1

15. ЗЕКГАЕІЫЯ ФУНКШІ СКАЛЯРНАГА АРГУМЕНТА 

I IX ЛдЖ ’ЗВДАЗАНПЕ.

I 5 . I . АСНСТГтЫЯ ЛАНЯЦЦІ■

Ылхай нам дадзен зектар -t± j$  ( I )
Будзем лічыць, шт-о праекцыі гэтага зектара на каардкнат- 

нкя зосі нам вядомы, г .  зн.

х  = х (+),
у = у & ; ,

-г =  г & ) .

( 2)

Тек кк каардынаты вектара зядомы, то яго можна
запісаць у выглядзе раскладу па каардкнаткаму базісу

l-(r) — JC Ш  • о -h М  ‘J  + ( I  )

Пачатак вектара г* Hr) змесцім у пачат-ак каардынат. Тады 
вектар Н)  будзе радыусам-аектарам пунхта Л  fr, г )  ,
Дзе **, y t г  энаходзяцца з роунасцей (2) (рыс. 15 .I ) .
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£
dt

------ 7

Ркс. 1 5 .I .
У роукасцях ( I ) ,  (2) л ікавая велічыня ~t звкчайна ка-

зываецца параметрам. ------------
Пры змене параметра ад оі да змяняецца вектар

у адпаведнасці з роунасцю ( I /  ) . ,  пры гэтым змена можа адбы- 
вацца як па велічыні, так ! па напрамку. У адпаведнаеці з г э -  
тьтм пункт J-fr,у , г )  акрзсліць у прасторы некаторуо крывую 
лінію оZ » якая называецца гадографам зектара .

Фуккцыі, зададзеныя роунасцямі (1) ці ( . і '  ), называюцца 
зектарнші аункпыям? скаляркага аргумен'га. Ураунекк! (25 казы- 
вавцца лараметрычнымі урауненням! гадографа зектара ? М  ці 
параметрычным! урауненнямі крызой ■ I t  ,

Прыклад. Запішак у трохмернай прасторы параметрычныя урау- 
некні шрубавай л і н і і , якая у мае выгляд (ркс. 15 .2).

Рыс. 15.2
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15.2. ПАНЯШІ ЛІШТУ I ЗЫТ50РВА? ДЛЯ ЗЕКТАР-  

НЫХ ^ІКЦЫЙ СКАЛЯРНАГА АРГУМЕП’А.

Асноуныя аперацыі (ліміт ,  непарыўнасць, вытзорная) для 
вектарных функцый скалярнага аргумента ўводзяода аналагічна, 
як і для скалярных функцьій скалярнага аргумента.

Няхай. = сСс•!?-*- •'J7 • к ’’ * Дзе

«Со-
і-9  ~Оо

, -  Сі/п u Oh) -г0~ й т  г(0 ) Ы і - і 0 ±

Азначэнне I . Вектар 
5? СЬ) пры 

ная розніца /€*& -)- to 
3 азначэкня зкнікае,

to наэываецца лімітам вектарнай фуннцыі 
, кал! для малых Ы — ЬоІ адпавед- 

таксама малая.
што

t lm  Ш  & bt I ^  to I =-0
4r+-6t>

3 раунасц! (3) .=>

to = t? Oh) — &m. т(ь)‘ С -h tun uLi) ■J> -+
-t~>40 h~*h0 -k->-bo °

+ z W ' i ?  4  - г о ' і ?  (4)

Зызначым цяпер вытэорную ад вектарнай функцыі. Дадзім ска- 
лярнаму аргументу ~Ь прырост а~Ь , тады вектарная фуккцыя
зкекіцца на велічкню л г*— T (h + A b ) -  х 7(ь).

Адзначым, што адносіна А Ь*
/ /  гіГ’ пры -У л і  -½ 0

А-6
Запішам зьюажэнне для а Т

А~Ь

xft+M-)-zWj*+ у(++**)-#&) т %  .
д -t "  Ah Дh  °  A h

(5)
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Азначэнне 2 . ЛІміт адносінн прыроста вектарнай функцыі Л  'і 

да прыроста скалярнага аргумента а і  пры умове, што 
адвольным чкнам, называецца вктворнай вектарнай функцыі tb ) 
і абазначаецца

ё т . і ш .  4-' (М
d - t  Лі:

Пераходзім у роунасц! (5) да ліміта пры А І+ О  t з улікам 
судачынення ( 4) атрымаем

„ • п d WТэарэтычнае практыкаванне. Пераканацца, што вектар — 
накіраваны па датычнай да гадографа вектара у пункце

Л  у бок, як! адпавядае нарастаннго парамента -Ь
У гэтым заключаецца геаметрычны сэнс вытворнай г  fe )  .

15.3. УРАУНЕННІ ДАТЫЧНАЙ ДА КРКВОЙ I 

НАРМАШ̂ АЙ ПЛОСКАСЦІ.

Улічваючы геаметрычны сэнс вытворнай ^  fTr/ , напішам 
урауненне датычнай да прасторавай крывой , якая з ’яуляец-
ца гадографам вектара 'ь ’ у пункце <#о /**>, f t ,  -г0)

УраУненне датычнайда л і н і і  £  у лункце at f z o t f t ,  %0)  
мае выгляд

X -  z (4 v )  _  _  г

x ’f to ) ( 8)
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Урауненне нармальнай плоскадці, якая праходзіці праз пункт 

40 , мае выгляд:

% )>  ( х - г Н о ) )  + у  &  ~ ~  0
(9)

Калі. параметр -і -  час, то
c t/t№

ddr
— 1г М  і

дэе (-Ь-) -  вектар хуткасці пункта d  , г . зн.
канца вектара накіраванага уздоуж крывой . У гэтым змяшчаецца 
механічны сэнс вытворнай вектарнай ФункцыІ скалярнага аргумента.

15.4. АСНОТНЫЯ ЛРАВІЛЫ ДЗДЕРЭНЦАВАННЯ

ВЕНТАРНЫХ ФУНКЦЫЙ СКАЛЯРНАГА АРГУМЕНТА.

Справядлі вк наступныя формулы дыферэнцавання:
I .  Вытворная ад алгебраічнай сумы вектарных функпый роуна 

алгебраічнай суме іх  ввггворных

L  [  ? і н ±  % ( * ) ] =  ±
d i r d i d i r

2. Вктворная ад здабьттка скалярнай функцыі на вектарную 
роуна суме здабыткау вытворнай ад скалярнай функпыі на вектар- 
ную І скалярнай функцыі на вытворную вектарнай.

I  т  ■ ? (* >  ]  «  ~
d i  d ir  d t

Вынік. КалІ ■f-dj -  Сснлі , тады

J L  [ с * г Н і  ]  -  с
d d  L J

J r V i )
d ir
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3. Вытворная ад скалярнага здабытка вектарных функпый 

роуна суме скалярных здабыткау зытворнай першай вектарнай функ- 
цыі на другую I першай функцыі на ввтворнута другой вектарнай 
функцыі

d ir  '  л іг d i

4. Зытворная ад вектарнага здабытка вектарных функцый 
энаходзіцца па формуле

L  ] =  х  y w  +
dir d - t

Прывядзем доказ адной з формул, напрыклад, формулы (4).

Л  r - » / M  ^ / „ 1  о. ^ ( і+ А Іг )  (4+ Air) - 'Z i & j x 'Z f e )
■Z— [  г , С4) х г ,  f t )  j  -  u r n  -------------------- — ------—--------------------
Ыі АІ-^О

„ (4  + А І г ) х г л  ( і+ А -Ь )  — (4г) х  -¾ / 4 + а 4 )
-  fcfn .---------- --------------— —7------------------------- — ---------  +

Н + о

4  Рііп. 
л і - * о

Cir) х  (-6*- a  іг) — ~г, U-) х ^

А-іг

( г ?  (4 + аі г) М )  *  f-i+A -t)
*  Utfrv >------- —-----------—--------------- -------------- ~~

АІ-^О

^ / 4 ) х  (  r j  (4 -& А 4 ) ~~ fir) ) 

A ir

•+*

-f £гЬг 
А4-+0
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16. КРЫВІНЯ ПЛОСКАЙ I ПРАСТОРАВАЯ КРЬШОЯ.

1 6 .I .  КРЫВІНЯ ПВОСКАЙ КРЫВОЙ.

Вугал ^  паміж датычнымі, якія  праведзены 7 канповых 
пунктах крывой, наэываецпа яе вуглом сумежнасід! (рыс. 16.13.

Вугал сумежнасці з ’яуляецца адкой з характарыетык выгну- 
тасці л і н і і .

■ Кал! разглядаць л іні !  рознай даужыні, то аднаму 1 таму ж 
вуглу сумежнасп! будуць адпавядаць л ін і і  рсзнай выгнутасці.

КалІ разглядаць лінІ І  аднолькавай даужыні, то больш выгнутай 
л і н і і ,  будзе адпавядаць большы вугал сумежнасці I наадварот.

Аяначэнне I . Сярэдняй крывіней л і н і і  называецца адносіна 
вугла сумежнасці да яе даужыні.

= ІЧ>І
V  І& )

Будзем лічыць, што крывая л і н і я  зададзена урауненнем $ " 
дзе х. е Е.чі & J , ]4х.) -  функцыя двойчы непарыуна дыфе-(
рэнцавальная на адрэзку [ 0 , ( ]  .
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Азначэнне 2. Кдавіней л ін і і  г м  у пункце ■U(z^)

называецца ліміт сярэдняй крывіні дугі jttj/, пры ўмозе, што 
пункт Л)л уздоуж л і н і і  імкнецца да.пункта М (рыс. 16 .2 ).

A3 -  даужыня хсрды JttJti ^
d6  -  даужыня дугі ЛМ і ) d i  — \M Jf1 /

Пры й/, a  1 -* -0  , d i  —̂  О , d i  «  а і  .

d x  =  А X

d i *  C d x ) 1-*  ( d y ) * '

A y *  - >

(4)
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най
Каб знайсці jft1-  

d x
скарыстаем геаметрычны сэнс вытвор- 

с/<р
(5)

Улічым формулы (3 ) , (5) I роунасць (4) пераутворыцца так

» " І
, + J i* I ( й ^ )г | % ( 6 )

I 4 % )
( б ' )

Такім чынам, мы паказалі, што крывіня л ін і і ,  зададзенай 
урауненнем у = у лАбым пункіде з абцысай at вылічва-
ецца па формуле (ф). .

16.2. КРЫВІНЯ ПЛОСКАЙ ДІНІІ.
ЗАДАДЗЕНАЙ ЛАРАМЕГРЫЧНА.

Няхай плоская крывая зададзена параметрычна урауненням!

\ х‘і л /=

* = ? ( + )  ,

# =  V lir)
*  £ -і V 5

Будзем лічыць, што у з'яуляецца функпыяй ад х. і зной- 
дэем першую і другуго вытворныя.
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y l h)l
n L  = i / 'X

Ф І  .

{ X'ir J i
V I /  ' ч

Ы  1 ■** -  ¥ * '* + * -

C K )> i*1.

*

Падставім y роунасць (6)
а'*

ч
$**-

Ч I I Ч
Ы ' * *  - f c ' x -u 
______ ( * і )3

/ U +  ( f f r

і у Л ' 4 - y W l l  

(6 4 Г +  I f i ? ) *  '
(7)

о і б і іV s

Прыклад. Зылічыць крывіню акружнасц!, зададзенай парамет-
рычна.

г -  к ш Ь
й »  R t i n t

0 < -Lz j t

Тэарэтычнае практыкаваннё. Лераканацца выкарыстаушы фор- 
мулу (7 ) , што крывіня акружнасці нязменна у любым пункце і ад- 
варотна прапарцыйна яе радыусу k  -  1/ r. . . Таму ў якасці
характэрыстыкі выгнутасці л ін і і  часам выкарыстоуваць радыус 
крывIнI -/

„  ( п + і т п

Г  ' I f  " t o I
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Іб .З . КРЫЗІНЯ ПРАСТОРШЗ KFKBP2.

Няхай прасторавая л ін ія  ёсць гадограф вектарнай функ- 
цыі г * { і ) =  actЧ -) '?  + + * & ) ' * *  ■

Можна даказаць, пгго крывіня ярасторавай крывой выліч- 
ваецца па формуле:

I г ? ' t t )  *  ;

дзе

г " М =  х " (+) + 1 " М ' J 9 +

С Т *С

[ ? '& ) *  = х 'Н) / W * W

хЧі) »•< *> i " C t )

17. КАМШІ2КСНЫЯ В Д І I ДЗЕЯННІ НАД IMI.
ФОРМУЛА ЭЙЛЕРА.

17 .1. ШПЛЕКСНЫЯ JUKI.
Азначэнне. Камплексным называецца л ік  віду - i - Q - i - c -ё ( j ) ,  

дзе ¥  a, & е  R  , г . зн. з ’яуляюцца рэчаіснымі л!камі, 
t  -  "уяунак" адзінка, г . зн. і  гг */-/ ~ -  і .

КалІ і  =z О г - й ,  £  R  , г . зн. мноства
рэчаіеных лікау з ’яуляецца падмноствам мноства камплексных 
лікау.,



Кал! а.— 0  -z= t’ -£ ( , г . зн. мноетва
цалкам уяуных лікау таксама з ’яуляецца падмноствам мнсствам 
камплексных лікау.

Быраз камплекснага ліку у выглядзе роунаеці ( I )  называец- 
ца яго выкуленнем у алгебраічнай йорме.
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17.2. ГЕАМЕТРЫЧПЫ СЭНС КАМПЛЕКСНАГА ЛІКУ. 
Камплекеную плоскасць будзем абазначаць (? )

ДСа.б) *-<г+іС

Рыс. 17.1
Кожнаму камплекснаму ліку - г -  а 6 можна паставіць 

у адпаведнасць пуккт 4(в, €) на камплекснай плоскасп! (£) 
і наадварот, кожнаму пункту камплекснай плоскасці J fa * )  
паставіць у адпаведнасйь камплексны л ік  г=а*1€ (рыо. І 7 . І ) .

Такім чынам, паміж мноствам камплексных л!кау і мноствам 
пунктау камплекснай плоскасці вызначаецца узаемна аднаэначная 
адпаведнасць ці Ізамарфізм.

Часам камплекснаму ліку -г= а-+ іі  зручна ставіць у ад- 
паведнаоць радыус-вектар (рыс. 17 .2).

I

0

Рыс. 17.2
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Для камплекснага ліку г = а + і€  л ік  называецца рэчаі-  
снай чаеткай 1 абазначаецца д » , л ік  € называецца
УяУнай часткай I абазначаецца g -  .

Уводзім на кампяекснай плоскасці (§Г? палярную сістэму 
каардынат. Змесцім полюс у пачатак каардынат ! накіруем паляр- 
ную вось уздоуж восI Ох. (рыс. 17 .3 ). __

Тады прамавугольныя каардынаты пункта У будупь звязаны з 
яе палярнымі каардынатамі роунасцямі

о~  і м р ,

6-  г  і>пУ,
( 2 )

J  {ві €) +—*• а+с€ *т-*- Ж(г ,</>) , г . зн. камплекена-
му ліку -г = &+і € могуць адпавядаць ці прамавугольныя каардына- 
ты пункта s/ f o , g )  , ц! яе палярныя каардынаты У Л , W*

Пры гэтым t  называецца модулем камплекснага ліку ! 
абазначаецца

“7
j a + i g l v V ■t ё *

Вугал ' f  называецца аргументам камплекенага ліку і аба- 
значаецца

Ч>-

пры чым ОАўггі-Л*гЖ, к  №  ,дзе оЖў *
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называецца галоуным значэннем аргумента камплекснага л!ку і 
эмяняецца у межах

о <  ?*' - т <
*

Для вызначэння аргумента камплекснага л іку , г . зн. вугла 
vp , акрамя судачыненняу (2) выкарыстоуваюць таксама, што

Н пц> -
ICL^+S*-

COiif -
j 7 TT T i

Падставім выразы для q 1 4  э роунасцяу (2) у формулу 
( I ) ,  атрымаем

£  -  х coftp ■+■ Сг frn <р -  fc ( c a f t f -h c  (3)

Зыраз (3) называецца выяўленнем камплекснага л 'к у  у тры-  
гакзметрычнай формё. s .>■ -

Лік наэываецца спалучаным у адносінах да ліку
•е = а  +сё

Зідавочна, што -z — 0 +1 6 = 2. f г . зн . камплексныя 
л!ні г  і £ узаемна.спалучаны (рыс. 17 .4 ). •

Рыс. 17.4
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Відавочка, што | z  | = /2 )* і/ір '+ '^Г’ , ол-jj г  = -  ahcj -z .

Для ліку -г = 0 + іО  =  0  , І - г І - 0  • а 0  -
нявызначаны.

17.3. ДЭЕЯНКІ НАД КАМПДЕКСНЫМІ ЛІКАМІ.

I .  Складанне камплексных лікау праводзіцца па наступнаму 
правілу

Няхай . . . ^ /  . /“Г’= а г +і в , , а ^ і - і  ьл , l -  v  і  .

=г,і--гл ^ a ,+ i & t  + ал +с&л — {а г і-0л) +t

о ,  + а *  *=■ /ft?*?, ->•- •

Ofc? (z ,- f - -zA )  -  в і  + ёл  -  Ягг-г, 1-

Адзначым, што калі кожнаму камплекснаму ліку паставіць у 
адпаведнасць вектар, то лравіла складання камплексньіх лікау 
рауназначна правілу складання адпаведкых Ім вектарау (ры с.І7 .5)

2 . Адніманне. ,
Аналагічка окладанню праводзіпца адніманне камплексных 

лікау (рыс. 17 .6 ).
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f r f + L g t ) -  / й /  +L )  *- a f * C °Л 1 ^ 

— I  ¢, -  (tj_)  + £ ( f t  — & )•

Re ( * , - * * )  = * , - * *  = R e ^ - R e ^ .

Ум /-2, - г л ) *• 6 i - t i -  •

Геаметрьічна /■г ^ ''¾ ^  роунк адлегласці паміж пунктамі, 
як ія  адпавядаюць камплексным лікам £ ,  I Лг на камплекс- 
най плоскасц! а >  .

3. Множанне камплексных лікау праводзіцца па правілу множан- 
ня двухскладнікау з ул!нам тагс , што -  1.

а) Няхай -г, і -г^ зададзенк у алгебраічнай форме

г , .  ^  {в і+ £ # і)  - C<tj + £ & )-  &r Qj +L0/ #j. -*■L &r ~ 6*£і~

= (O, <2л -  ё, S j )  V- t  {O, gf ) . ( J)

R& £ , • — Cf,  (7j ,  ёд  ̂ ‘У/л -2, • £л ~  O , f j  •
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5) Камплексныя л ік! 2 ,  I зададзеда ў трыганамет-

рычнай форме

*1 (cojf, -n'fifit/, )  • гл (crtfi + ) = {fa fr

-  Hmfj • tin </>i ) -t- i  (  h'mf-, + M fi  ^

=r r7 xx ( M>S {ft + ¥.t ) + i 'tin (Vf *&)) ‘

ТакІм чынам,

I i f  2Л | = / i f  /• / ¾  I •

2 , • -Zj_ *  f ,  + ■

Раэгледзім здабытак камплексна спалучаных лІкау

г  . 2 =  ( q + CS)- ( о ~С€) =  4*  -  с 2 $ 2 ~ й 2+ 62 

/ 2 / ^ =  I Z I 2  +

2 ' 2~ £. R  , г . зн. з ’яуляецца рэчаісным лікам.
4. Адносіна камплексных лікау 
а)ЛІк! дадзены у алгебраічнай форме

2 ,  4т +і £ г _  ( * t €*)  ( 4 j - і £ і )
4л -н '€^ + - і  t i )

-  /Sft 4? f  6  4  )+1' (  4  ** -  °1 ё*)
а /  + * /-

в е
2f _ 4 f  Oj -f- 6-r £•*- J

f i  4j, -  #1 €■*. 
4 ^  € /-

(3)
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б) ЛІкі дадзены У трыганаметрычнай форме.

З і  _  r ,  (to n ? t + і * і п у , )

-¾ ( с м ў к  -t-L-tin </>±)

3 уліяам роунаепі (3) I разважанняу, аналагічных разважан 
ням пры множанні камплексных лікау у гэтым выпадку, атрымаем

J tL  -  —  / ( f t - f j t . )  + 1 я 'п  
*  ^  с

¢-/ I I
в * х й і Г Т ; * *

5. Падвышэнне да ступені ! здабыванне кораня з камплексна 
га л іку .

3 роунасці (2) вынікае йормула Муаура.
Муаур Абрахам дэ (1667 -  1754) -  англійскі матэматык.

cetf+Lt?/}tfjJ zr.b^Ccet/uf+ctfrtMf), (5)

Азначэнне. Каранем 't- -ай ступені з камплекснага ліку на 
зываецца такі камплекскы л ік , які прь; падвьппэнні яго у Н -ную 
етупень, роуны падкараневаму выразу.

W  =  + іiim fi) = j > ( й н у  - h i - i i n v )  (6)

3 азначэння i рсунасці (5) вынікае, што

■г (cosy ) = J > *  (сал у  + і  tin * r )
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*/— 7 Kf+JkrJT
=  / Г ,  f = ^ - r — Г й ' )

Улічваючы (б ) ,  роунаспь (6) перапішам у выглядзе

У l(ceSif>+(tiny) ~  і/^ * £ f ) ,

к  . (7)

Адзначым, што пры іншых значэннях <с значэнн! кара- 
неу пачнуць паутарацца.

Такім чынам, мае »v розных значэнняу. 3 роу-
насці (7) вынікае, што у камплекснай плоскасці урауненне віду 

» Дзе « -  Vссц/гк  мае н* каранеу. Больш
таго, справядліва асноўная тэарэма алгебры:

Над полем камплексных лікау усякае алгебраічнае Урауненне 
Ууу -  най етупені

+  ак * ¥ й ш і ,

* е М  мае каранеу ц! рэчаісных, ц! камплексных.
Прьіклады: ЗнайсцІ:
гт~ , . I j .. • тг (рыс. 17.7)I. V с , I <■ 1= Д, QhQ С’ *

1

L *  1 ( ш  у  + **»/»

к = 0 , ±  ■

^  +2 1* \

Я  . . і £. і ——  

2
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r = i  ( \ f i \  -  < M - ~ + c ^  £ Т  = ¥ _ - Ц Н
* V X Z

1

ь
■ ®>

,(і? л

-1Х.
Z

( f l )J
9----- -

*г *"
г

' 1 ‘
, ~ "ыс- 17.72) ЗнайсцІ самастойна усе значэ” , 7 * 7

Падкрэслім, што ,  R бы,  ш  j  , „евядош „

*  _ ^ . ± +  й

І7' 4> ІШПДЕКСНАЙ ПЕРАЖТКАЙ.
Разгледзім дзве камплекеныя плоскасці (Г ) і ( w )  

(рыс. 17.8). ^

Рыс. 17.8
Азначэнне. Кал! кожнаму значэнню пераменнай Z  з неката- 

рага абеягу А камплекснай плоскасці (£> ставіцца у ад- 
паведнасць адно выэначанае значэнне W е  Е  з камплекснай 
плоскасці (v )  , то кажуць, што у абсчгу S) зададзена
адназначная функцык камплекснай пераменнай і пішуць w (г)  .
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17.5. ПАКАЗНІКАВАЯ 2УНКШЛ КАМПЛЕКСЯАЙ 

ПВРАМЕННАЙ.

Гэта функцыя азначаецца наступным чынам

(I)

КалІ у роўнасці ( I )  палажьпдь х = 0  , то атрьімаем'Форму-
лу Эйлера

е 1^  *  ~ ш у  + С іг п у ( 2 )

Улічваючы выяуленне камплекснага ліку у трыганаметрычнай 
форме f  формулу Эйлера (2) атрымаем выяуленне камплекснага л і-  
ку у паказнікавай форме

2 =  г е іх* , / * I , •
(3)

Тэарэтычнае практыкаванне. На аснове рсунасці ( I )  паказаць, 
што для паказнікавай функцыі камплекснай пераменнай справядлівы 
уласц!васц! такія  самыя, як і для паказнікавай функцьі! рэчаіс- 
най пераменнай:

г і +
1. -е > е  — -е

-  е

Заменім у роунасці (2)

- 14.
е  * ~  ~ *•

на

(4)
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Складаючы I адн1маючы паміж

дзем, тпто

€  0 + -е —  = ш ц  -
^ о

■eL$ -  -е ~ 1>
-  1пПЧ -

Д.Г о

3 роунасці ( I )  вынікае, што

г + І 7 і ■г -  7*
«  =  €> ? «•

г . зн. Ч'-ЯтгL есць перыяд для функцыі '
Разгледзім функцыю W^x) =  й ( х )  4- £ t r f a )  > дзе 

нЫ )  I 1г ( х )  -  дыферэнцавальныя функцьіі на некаторым ін-
тэрвале £ в л £ )  £  R  . Такая функцыя W fe) назы-
заецца кампдекснай функцыяй рэчаіснага аргумента х  .

Можна паказаць, што

—  & W I  U ( х )  ■+ £ бі-П vr h t )  ;  2 ¾  £ { й і ё ) .

Х-і> Го

W Y«) =  w V x )  + £ t r ' f x ) .

На заканчэнне прывядзем спіс літаратуры для паглыбленай 
самастсйнай прапрацоукі матэрыяла па гэтай тэме.
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