
МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАНИЯ РЕСПУБЛИКИ БЕЛАРУСЬ

УЧРЕЖДЕНИЕ ОБРАЗОВАНИЯ
«БРЕСТСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ ТЕХНИЧЕСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ»

КАФЕДРА СОПРОТИВЛЕНИЯ МАТЕРИАЛОВ 
И ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ

ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРЕМЫ ОБ ИЗМЕНЕНИИ 
КИНЕТИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ 

К ИЗУЧЕНИЮ ДВИЖЕНИЯ МЕХАНИЧЕСКОЙ
СИСТЕМЫ

Задания и методические указания
к выполнению расчетно-графической работы 

по теоретической механике
для студе нтов технических специальностей

Брест 2016



УДК 539.3: 624.-04

Теоретическая механика является одной из основных общетехнических дис
циплин, составляющих фундамент для изучения специальных дисциплин и 
подготовки квалифицированных инженеров технических специальностей. Для 
приобретения навыков инженерных расчетов студенты выполняют расчетно
графические работы по основным разделам курса.

Настоящие методические указания содержат краткий теоретический мате
риал по разделу «Теорема об изменении кинетической энергии», соответст
вующий программе курса, и условие задания для выполнения расчето-
графической работы по этому разделу.

Составители: В.В., Батрак, ст. преподаватель 
А.И. Веремейчик, доцент
А.Е. Желткович, доцент, к.т.н.
В.М. Хвисевич, доцент, к.т.н, 
Б.Г. Холодарь, доцент, к.т.н.

Рецензент: директор филиала РУП «Институт БелНИИС»- «Научно-



СОДЕРЖАНИЕ

Введение.... ........................................................................ ........................................ 3
Указания по оформлению расчетно-графических работ......................................3
Краткие теоретические сведения.............................................................................3
Задание.к расчетно-графической работе.................................................................5
Список литературы................... ................................................................................ 19

ВВЕДЕНИЕ

Задания и методические указания соответствуют базовым учебным планам 
технических специальностей и включают в себя краткие теоретические сведения, 
условия задания для выполнения расчетно-графической работы и примеры расче­
тов. При защите расчетно-графической работы необходимо ответить на вопросы, 
связанные с ее выполнением, и решить контрольные задачи по ее тематике.

УКАЗАНИЯ ПО ОФОРМЛЕНИЮ РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКИХ РАБОТ

1. Рас ч етно-граф ичес кие работы выполняются иа стандартных листах фор­
мата А4 (210 х 297мм) со штампом 15 мм и указанием нумерации страниц.

2. .Порядок оформления: титульный лист с указанием варианта; задание с 
указанием исходных данных и схем конструкций; текст решения с необхо­
димыми пояснениями и схемами; выводы; перечень литературы.

3. Чертежи и схемы выполняются с соблюдением правил графики и масшта­
бов Стандарта УО «БрГТУ».

4. Текстовая часть выполняется в соответствии с требованиями к оформле­
нию текстовых документов. Расчеты выполняются в общем виде, в полученные 
выражения подставляются значения входящих в них величин, записывается чи­
словой результат с указанием размерности ответа. Все вы-числения произво­
дятся в десятичных дробях с точностью до трех-четырех значащих цифр.

5. Для наглядности и удобства схемы и графики можно выполнять на мил­
лиметровой бумаге соответствующего формата.

6. Все рисунки (схемы, графики и т. д.) должны быть пронумерованы, обо­
значены, упомянуты в тексте. 1

1. КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

Кинетическая энергия -  скалярная мера механического движения. 
Кинетическая энергия материальной точки -  скалярная положительная 

величина, равная половине произведения массы точки на квадрат ее скорости,
тУ2т. е . ----- ,

2
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Кинетическая энергия механической системы
энергий всех материальных точек этой системы:

2 г/ 2

сумма кинетических

7 = ^ 1  

2
тУ* тУ» ' 'У'тУ ^ ( 1)2 2 ^ 2

Кинетическая энергия системы, состоящей из п связанных между собой тел, 
равна сумме кинетических энергий всех тел этой системы:

Т ^ Т ]+Т1+... + Т1!̂ Т к. (2)
ы

Кинетическая энергия твердого тела при различных видах движения 
твердого тела:

I. Поступательное движение.
При поступательном движении тела:

7  = МУ2
2

(3)

2, Вращение тела вокруг неподвижной оси:

7  =
х > 
1 .(0

~тГ

где !■:= гд- — момент инерции тела относительно оси вращения,

(4)

3. При плоскопараллелыюм движении тела кинетическая энергия склады­
вается из кинетической энергии поступательного движения тела со скоростью

МК-центра масс —™  и кинетическом энергии вращательного движения вокруг

1,стгоси, проходящей через центр масс —— :

МУ: /'-У Ц с_ . 1л со
(5)

Теорема об изменении кинетической энергии механической системы
1. Теорема в дифференциальной форме.
Дифференциал от кинетической энергии механической системы равен 

сумме элементарных работ внешних и внутренних сил, действующих на сис­
тему.

с1Т = с1Ае + с1А‘ (б)
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Разделим (6) на йХ:

АТ 0А° АА‘
(7)Ах Ах Ах

ал ал , ,1гд е---- = /у — мощность внешних сил; -----= /V — мощность внутренних сил.

2. Теорема в интегральной (конечной) форме.
Изменение кинетической энергии механической системы на некотором пе­

ремещении равно сумме работ внешних и внутренних сил, приложенных к сис­
теме, на соответствующих перемещениях точек их приложения;

где Тк -  кинетическая энергия системы в конечном положении (при 5=5А.), 
Т„ - кинетическая энергия системы в начальном положении (при 5=5,,). 2

На приведенных ниже схемах даны варианты механических систем. Тела 
систем могут двигаться в вертикальной плоскости под действием сил веса, 
сил упругости пружин, сил трения (скольжения и качения) и заданных ак­
тивных сил. Нити считаются невесомыми и нерастяжимыми, их наклон оди­
наков с наклоном соответствующих опорных плоскостей. Качение тел про­
исходит без проскальзывания. Все схемы необходимо дополнить пружиной 
заданной жесткости с, один конец которой закреплен на теле /, а второй кре­
пится к неподвижной поверхности, расположенной на некотором расстоянии 
перед этим телом.

Состояние системы при Х<0 является состоянием статического равновесия. 
Оно обеспечивается действием сил веса, трения и силой упругости пружины. 
При I = 0 телу 1 придается начальная скорость Уо (так как нити нерастяжимы, 
то соответствующие начальные скорости получают, и другие тела системы).

Активная сила Г" приложена к телу / при х^>, и ее направление действия 
совпадает с указанным на схемах направлением перемещения этого тела

5„ <5„, а величина силы зависит от достигнутого перемещения (5 - про­
межуточное положение тела 1 на траектории движения; 5„ -  начальное поло­
жение тела I при 1=0; Л), конечное положение тела 1).

Тогда

(8)

или

(9)

т1 К- Т я ^ХАЕТке), (Ю)

2. ЗАДАНИЕ К РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКОЙ РАБОТЕ
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По имеющимся данным требуется определить закон изменения скорости те­
ла I в зависимости от его перемещения и величину усилия в нити, связываю­
щей тела 1 и 2. Определить также числовое значение указанных величин в мо­
мент времени, когда тело / пройдет заданный путь .У*.

Пояснения к обозначениям и числовым данным:
т/, т2, т3, т4 — массы тел 1-4 , выражаемые через некую массу т,
Я, г -  радиусы окружностей колес (индексы указывают на соответствующее

тело),
ъ, г3 -  радиусы инерции относительно осей вращения тел, проходящих через 

их центры масс (если радиусы инерции тела «е заданы, то оно считается одно­
родным диском),

а  и /3 - углы наклона плоскостей,
/ и  5 -  коэффициенты трения скольжения и качения соответственно.
Массы заданы в килограммах, линейные размеры -  в метрах, углы -  в ра­

дианах.
Массы тел принимаются по формулам: 
т!=Кт,-т, тп2=Кш2-т, т3=Кт3-т, т4=Кт4-т.
Радиусы колес Я2=030 м, Я3=0.20м (если нет указания на схеме),
Радиусы инерции (2=0.20м, 13=0.15 м.
Коэффициент трения скольжения /=0.2, коэффициент трения качения 

5=0.25-1 (Г2 м.
Углы <х=Ка-я/.12 иР=Кр~п/12.
Жесткость пружины принять по формуле с=Кс-т[ %/Я, где ^=9.81м/с2, 

Ь=1.0м.
Начальная скорость Уо=Ку-1 (м/сек).
Все числовые коэффициенты ( К , К у )  и зависимость /Г"(ЛЧ) указываются 

преподавателем при выдаче задания в группах, например, как указано в таблице.

Таблица исходных данных по группам
№

группы 1 2 3 4 5

К<п! 3.0 3.0 3.0 3.0 3.0
к , „ . 1.0 2.0 3.0 1.0 2.0
^411.1 3.0 2.0 1.0 2.0 3.0
К)ц4 1.0 1.0 1.0 10 1.0
ка 4.0 3.0 2.0 4.0 3.0
-Из 2.0 ' 3.0 4.0 2.0 3.0
■ Кс 1.0 2.0 3.0 1.0 2.0
Ку 0 . 0 1.0 2.0 1.0 0 . 0

т М%-(1 -Со!>(%5/8/)) А1§-8т( тг8/25к) М%-5/8к м §-(ш ку М§-(ехр(8/8к-])
м 3.0■ т 3.0-т 3.0-т 3.0-т 3.0-т
& 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5

Схемы механизмов показаны в положении статического равновесия (см. по 
вариантам).

6



7





9



Работа выполняется в последовательности:

- показать схему механизма, дополненную пружиной;
ч - показать все действующие в системе внешние силовые факторы;

- составить расчетные схемы и определить статическую деформацию пру­
жины ***;

- показать систему в произвольном положении (при 8К);
- найти кинетическую энергию системы и определить ее начальное значение;
- найти работы приложенных сил;
- найти зависимость У($) и определить У(8К);
- найти ускорение первого тела и усилие в нити между первым и вторым те­

лом (используя основное уравнение динамики точки или принцип Даламбера 
для точки), провести вычисления для

*** статическую деформацию пружины допускается определять с помощью 
принципа возможных перемещений.

Пример:

Исходные данные:
Кт1 -  3, Кт2 = I, к тз = I  к,я4 ~ 2, 4, Кс = 1, Ку=1
М=3-т, 5К̂ 0,5
Н!(8)^М-§- еьк е о я —З-^-т- ег,д 5

Пояснения к обозначениям и числовым данным: 
т 1,7П2,ш 3;т 4 —массы тел 1-4, выражаемые через некую массу от.
К, г ~ радиусы окружностей колес (индексы указывают на соответствующее

тело),
Д - радиус инерции относительно оси вращения. 
а - угол наклона плоскости.
<5 - коэффицент трения качения.
Массы тел принимаются по формулам:

???! -  КШ1 ■ т  -  3 ■ т, т 2 = Кт2 • т  — т, т 3 -■ Кт3 • т  = т, 
т4 ~ К т 4 • 7тг = 2 т.
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Радиусы колес = 0,3м, (К 3 = Я2 ~ 0,3 м).
Радиус инерции Ь2 = 0,2м.
Коэффициент трения качения 6 -  0,5 - Ю-2м.
Угол а~ Ка ■ “  = 4- ' ™ — “•
Жесткость пружины принять по формуле с = Кс - т 1 * ~ = 3 - т  • ̂  =  3 ■ т • д. 

Начальная скорость У0 = Ку ■ 1 ~ 1 ( ^ ) -

Решение
Изобразим схему механизма, дополненную пружиной, и покажем все дейст 

вующие в системе внешние факторы.

Рисунок 3

80-  положение тела 1 при недеформированной пружине, т. е. тело 1 удер­
живается некоторой внешней силой.



1. Рассмотрим движение механической системы, состоящей из тел 1-4.
Для определения У1 воспользуемся теоремой об изменении кинетической 

энергии:
Тк - 7 я_=]Га . (11)

2. Определяем кинетическую энергию Т.
Т =  Тг +Т г + Т3 + Т4. (12)

3. Учитывая, что тело 1 движется поступательно, тела 2 и 4 вращаются во­
круг неподвижных осей, тело 3 движется плоскопараллельно, получим:

гр _
~2 ~' 12 ~ 2 * 3 2 г ’ “■* 2

- Т —, Г 4, —
где Ь -  момент инерции тел (по условию принято 12=0,2м, 

г2=0,5-К2=0,5- 0,3=0,15 м, Я4= г,=0,15 м, К ^Я 3=0,3 м). ■

4. Все входящие сюда скорости выражаем через искомую У3:
.. ..  Ч ... + _  Ч

2 г .  К* 0.15 ’

У%г — : А .
0Д5

0,3 = 2,0 ■ Ул

_Уяс______ г г-} т/
Шз- ^ 7 - 7 Г - 6'67 71-

(13)

(14)

Тогда, подставляя выражения (14) и (13), получим:
_  з-тчу

Т? = ------ = 0,89-тУ\2,‘2

Т3

2
. т  (г-1̂ )2 4- 0,045 т-(6,67-Уг )2 — 3 ■ жУД

/ \4о,а223-№(—
Тл = ------- . =  0,5 • тУ{.

Тогда выражение (12) запишется как
Т = +0,89-тУ2 + 3 • тУ2+0,5 • тУ}. (15)
Данное выражение определяет кинетическую энергию системы в зависимо­

сти от скорости 1-го тела.
Определяем начальное значение кинетической энергии системы:
Т„~Т (при У,=Га).
Т„=5,89 т-Уд2—5,89 ■ т ■ 12 = 5,89 ■ т .. (16)

5. Далее найдем сумму работ всех действующих внешних сил на перемеще­
ниях, которые будут иметь точки системы, когда груз 1 пройдет путь У . Введем 
обозначения: 5г=8— перемещение груза 1.

12



( 17)

/р __ х Ф З'] 5
4 ”  Д* “~ 0,15 • 2 ”  гг “ ОД 5 1

3ЗС — ф2 •АУ- Л ' од -0,15 2 -5 ,
ф __ л̂г. _  2-5 _: 6,67-5.3 “  кэ ~ 0,3
Соотношения (17) аналогичны (14).
Найдем начальное и конечное удлинение пружины (для этого рассмотрим 

условие равновесия тела 1 на рисунке 4).

Определим состояние деформированной пружины / ст:

Р 1 + ^  + ^ р = 0 ,
Рт -  1„ -  тг2 -  о, (18)

Р 1= ШГ §=3'ТП-§,
1ст ■ С ~  Р, — Т) 2 , О*’)
ЦЪР -  • С . (19)

Для нахождения Гст найдем Тл2. Рассмотрим равновесие тела 4 (рисунок 5). 
Усилие в нити, переброшенной через блок 4, одинаково.

13



Рассмотрим в равновесии тело 2. Заметим, что 7'12 ~  7’21 (рисунок 6).

Т-. | -
Ттз'йэ

(20 ’)

Рассмотрим в равновесии колесо 3 (рисунок 7),
Заметим, что Т2г -  Тз2-
Составим уравнения моментов всех сил относительно точки К (МЦС).

и



2  А?к = 0; Мщ,+Рз-зта.‘К}-1 ’зг 'Кз=0

,г, __ Мтр+Р3-тпа-К3
! г 1  _  -  -

М ^ Я у б
У, Ру — 0; ~Р3-со$<х+Мз=0 
N3= Рз • сот; Рз=т3.%;
N'з= сов а

Подставляем (23’), (22), (2Г), (20’) в (18’) и выражая, получим:

А т  =  -----------,

(21)

(2 Г)

(22)
(23)

(23’)

(24)

2 р |п-̂ ,ир ,и,ии;т1М’̂ 'Ч,«ил,и,з

/ст -  — . ^ ---------=1 -0,58=0,42 м.З-ГН'У
/к “  /от + “  ^,42 4 5 т, к. груз 1 перемещается в сторону дальнейшего

сжатия пружины.

Работа силы упругости пружины:
Щ и Р) = - У  (С С +3-)г - , а ) - - ^ ( С +  2 -5 ■/„.). (25)

Работа активной силы
А(Ра)=$* Ра($)(1$ = ^  3 ■ га • д ■ ег'5А$ = Зт де23̂  — З т # б 25Л> =

= Зш5 • ^  =1,5т 5 (н2 5 -  1) (26)

Найдем работы всех остальных активных сил: 
рг =  ,Пг ■ д = Зпгаг,
А(Р1)=Р1 ■ % = 3 - т  • й ■ .V. (27)

Рассмотрим колесо 3 (см. рис.4):
Рз ~  т 3 ■ д = т ■ д ,
Л (РЗ) = -Р 3 ■ 5 т (а) ■ 8ЗС =  - 2 - 5 -  ш ■ д • .«и ( а ) , (28)
А(Мтр)=(-0,0()5-т-%-со$(а))- 6,67-8= - 0,033 ■ 8- т-§■ со$((х). (29)

Работа сил Рг, N4, Р4 равна нулю, так как их точки приложения непод­
вижны, а сила перпендикулярна перемещению колеса, поэтому её работа 
также равна нулю.

15



(30)

Правая часть уравнения (11) с учетом выражений (25)-(29) запишется:

1.4К = Л (Г 0  + .4(Р1) + Д(РЗ) + А(Мтр) + А(Рут) ,

^  Дк — т ■ д ■ (1,5 ■ е 2 5 ~ 1,5) + 3 - т ■ д - 5' ~ 2 - 5 ■ т  - д ■■ зш(—) +
тг 3 ■ т ■ д .

4 (-0 .1Ш З ■ .V - т - д -  ( - ) ------- ^  ■ (5 2 +  2 • Л’ ■ / „ )  ,

X Ак = т д (~ 0,0087 •' 5 + 1,5 ■ е м  -  1,5 ■ ■ 5 2 ■ 1,5). (30’)

б. Определение скорости. Подставляя выражение (30’), (15) и (16) в уравне-, 
ние (11), придем к равенству:

5.89- V?- - т  -  5,89 ■ т = (-0 ,0087 ■ 5 4- 1,5е2'5 -  1,5 - 5 2 -  1,5) • тд.
5.89- И2 -  5,89 = -0 ,085 .5 '+  14,715 ■ Ь ~  14,715 ■ 52 -  14,715.

Откуда

/1 т 7 1 5 -(+ а’- 14.715^-14,715+5,889 
5.885

= у 0,014 ■ 5 + 2,499 • -  2,499 ■ 52 -1,5 (31)

Данное выражение определяет закон изменения скорости 1-го теДа в зави­
симости от его перемещения.

7. Определим зависимость натяжения нити между телами 1 и 2. Для этого 
необходимо знать ускорение тела 1:

а= а_
асV

Перейдем к переменной 5:

а = - 7 =  - У  —  = Г -1И - ( - 5 )  = иГ^-у )а г м  Сад 7 (аг ) (аз /
й:И 
2 аз (32)

Тогда ускорение 1-го тела с учетом (31):
8 г1

аг = — [-( -0 ,0 1 4 -5  + 2,499 - с 2 6 — 2,499 ■ 5 “ — 1,5)] =

= 2,499 ■ е 25 -  2,499 - 5 -  0,007 (33)

8. Для определения натяжения в ветви 1-2 мысленно разрежем нить и заме­
ним ее действие на тело 1 реакцией ТАт (рисунок 8).
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Т>)т..усилие » нити при движении груза I.

Тогда на ас И с п а н и и  принципа Даламбера имеем;

+  /'я “  Ф-1. -  ^упр “  Т д л н  =  0- ( 3 4 )

где Ту;ф с( / ’*,. 4  5) = Зт  * ,с/ - (0,42 4  5) = 3 - 5 ■ га • 4 .  1,26'шд -  сила упру­
гости.

Фа -  т  | - (71 -• 3 - т (2 ,4 9 9  ■ з 25 -  2,499 • 5 -  0 ,007) -  сила инерции пер­
вого тела.

Г а ■= Р ' (.V) 3 • гп ■ у  ■ е25-  активная сила.

Выражая из (34) Т п о л у ч и м :
Т т  “  Л  4- ! ‘а ~  -  Тупр^ 3 т % + 3 т $

с 25 — Зт(2 ,499ег-5 — 2,499 • 514- 0,007) — 3Зтд  — 1,26т#
Тиш  •* т  (7,496 -5 4  3 -9,81 -  7,496с251’ 4  3 -9,81 - с 2^  - 3 - 5 -  9,81 -  0,021 -  

.1,26-9,81)
Ттт -  ш { - 2 1,934-5 +  21,934.?25 4 17,061). (35)

Данное выражение определяет закон изменения усилия в нити между 1-м и 
2-м телом в зависимости от перемещения I -го тела.

9. Проведем вычисления для 5 -5 к

17



9.1. Скорость 1 -го тела при 5К = 0,5 м из формулы (31):
У1к =  7 -0 ,0 1 4  ■ 5К + 2/499 ■ 2,499 ■ 5,? -  ,
У1к = / г ^ О  14 '0 ,5  + 2,499 ■ -  2,16 [м/с].

9.2. Натяжение нити между 1-м и 22м телом при 5К = 0,5ж находим из фор­
мулы (35).

7аиН = т { 2 1,934 - е23 -  21,934 ■ 5к + 17,061) ,
Тдая = га(21,934 ■ е2 0,3 — 21,934'0,5+ 17,061) = 65,6 5 т  [# |.

9.3. Ускорение 1 -го тела при 5К = 0,5 м из формулы (33). 
а1к = 2,499 • е25; -  2,499 ■ 5К -  0,007,

м
а1к = 2,499- е 3 0-5 -  2,499 - 0,5 -  0,007 =  5,53 [—].__________________ _________
Ответ: 17(5) = 7 -0 ,0 1 4 -5 +  2,499 - е гз -^2499 -52 -  1,5,

Т,кш(5)= »  5-21,934-5+21,934-е25 + 17,061),
Й!(5) — —2,499-5 + 2,499- е 25-  0,007,
1\(5К) =  2,16 [м/с],
Т (5К) = 65,65т [И],
0^(5./) = 5,ьЗ[м/е2].
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